Poucak 56

Idealan raspored n to¢aka na sferi

IzET KALABA®

1. Uvod

U ovom c¢lanku razmatramo raspored n toc¢aka na sferi, ¢iji je zbroj svih medu-
sobnih udaljenosti maksimalan. Takav raspored tocaka skupa S na sferi nazvat cemo
idealnim. 1z tog maksimuma odredit ¢emo prosjecnu medusobnu udaljenost tocaka
skupa i to nazvati normom skupa S, u oznaci |S,|- Na kraju, izracunat ¢emo normu
sfere, |S_|. Do vecine zaklju¢aka doslo se uz pomo¢ ra¢unala, a ne strogo matematicki.

Ne umanjujuci opcenitost, sva razmatranja radimo na jedini¢noj sferi. Za veci
broj n koristit ¢emo rac¢unalnu potporu i vizualizaciju programskog jezika BASIC.
Za mali broj » izrac¢un je jednostavan, a raspored to¢aka manje-vise ocekivan. I tu
smo koristiti linije koda kako bi ¢itatelji, manje vi¢ni programiranju, s lako¢om pra-
tili program s vise linija koda koji trazi idealan raspored toc¢aka pri veéim n. Citatel;
moze temu ¢lanka pratiti i bez poznavanja programa i njegova iS¢itavanja.

Potreba trazenja idealnog rasporeda tocaka na sferi javlja se pri promatranju
razli¢itih modela jedne te iste molekule, konkretno jodova fluorovodika IF.. Jedni

autori navode model peterostrane bipiramide, sl. 1.a, [2], a drugi autori [3] model na
sl. 1.b:

Slika 1.a Oblik 1-5-1 Slika 1.b Oblik 1-4-2

Budud¢i da se u molekularnoj geometriji oblik molekule ili iona temelji na elek-
trostatskom odbijanju elektrona, izracunat ¢emo koji oblik na jedini¢noj sferi ima
veci zbroj udaljenosti izmedu svih 7 atoma F. Za to ¢emo koristiti racunalo i program
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u osobnoj izvedbi. I dok kemicar pri odredivanju oblika molekule uzima u obzir i
ostala stereokemijska pravila VSEPR teorije, nas ¢e zanimati samo spomenuto pravi-
lo odbijanja elektrona koje je zapravo najvaznije.

Matematicar uvijek generalizira problem, daju¢i mu odredenu apstrakciju, tako
da se moze prijeci na molekulu tipa AS , gdje je za sredidnji atom A vezano n atoma
S. Cak mozemo izostaviti sredi$nji atom A i prijeci na novu molekulu tipa S, i pustiti
da n tezi u beskonacno, dakle do S _, gdje S nije oznaka za sumpor ve¢ za skup tocaka.
Razmatranja prenosimo u matematicki prostor, a temu definiramo kao matematicki
problem. Racunanja su, pak, najve¢im dijelom radena numericki, pomocu racunala,
gdje program razmjesta n tocaka u sjecista paralela i meridijana na sferi, crpeci sve
moguce varijacije razmjestaja. Program bi se mogao optimizirati tako da se ne traze
sve varijacije razmjestaja, nego kombinacije, $to je kod veceg n dijelom i ucinjeno.

Slika 2.

Program izvrsava ra¢unanja na sljedec¢i nacin: na pocetku, svih n tocaka smje-
$teno je u sjevernom polu, zatim se n-ta (zadnja) tocka spusti po nultom meridijanu
za 10°, napravi cijeli krug udesno po toj paraleli, potom se nultim meridijanom spusti
za sljedecih 10°, opet obide cijeli krug po novoj paraleli i sve tako dok ne dode u juzni
pol. Tada se vraca u sjeverni pol, a n-1 (predzadnja) tocka spusti se po nultom meri-
dijanu za 10°, te prethodna n-ta tocka ponovi sva svoja kretanja dok obje ne dodu u
juzni pol. Time je i predzadnja tocka obisla cijelu sferu kao i zadnja. Izmedu svakog
koraka predzadnje tocke po nultom meridijanu i svim paralelama, zadnja tocka pre-
brise cijelu sferu (diskontinuirano - koracima po zadanih 10°).

Postupak se ponavlja dok sve razmatrane tocke, osim prve A , ne dodu u juzni
pol. Jedino druga tocka A, nije prebrisala sferu vec se spustila u juzni pol po nultom
meridijanu. U svakom novom koraku bilo koje tocke, program racuna zbroj svih
medusobnih udaljenosti to¢aka, u oznaci m. Program biljezi najvece m, oznacava ga
s Max iis¢itava koordinate tocaka za tu vrijednost. Na kraju ¢lanka u Priloguzan =3
grafom su predocene sve vrijednosti prosje¢nih udaljenosti dok dvije tocke $etaju
sferom, A, i A, a tocka A, fiksirana je u sjevernom polu. Ovo je prirodan algoritam,
ali se za veci broj tocaka njihovo kretanje mora racionalizirati; nema potrebe da sve
prebrisu sferu, ve¢ im se da da prebri$u dio sfere, npr. neke tocke zadrzavaju se samo
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u sjevernoj polusferi, ukljucujuci i ekvatorijalnu kruznicu. Kada se u tom prostoru
nade Max, onda se taj prostor napadne sitnijim koracima kako bi se Max povecao.
Opasno je odmah krenuti krupnijim koracima pretrage kako bi se program ubrzao,
jer bi se pri krupnim koracima mogao preskociti idealan raspored tocaka.

2. Po¢nimo od skupa S,

Najprije, dvije tocke na sferi najudaljenije su ako su dijametralno suprotne. Tri
toc¢ke medusobno su najudaljenije ako su u vrhovima jednakostrani¢nog trokuta na
najvecoj kruznici sfere. Uvijek ¢emo za prvu tocku skupa S uzeti tocku A, s koor-
dinatama (0, 0, 1) i nazvati je sjeverni pol. Za drugu tocku A, uzimamo koordinate
(x,, 0, z,), nulti meridijan, zbog bolje orijentacije i vizualizacije te brzeg rada progra-
ma. Skup od 4 tocke na sferi proizvoljno rasporedene mozemo oznaciti s C,, a ako
ih razmatramo nekoliko, onda s C! » C,itd, ali samo onaj raspored 4 tocke koji ima
najvedi zbroj medusobnih udaljenosti dobiva oznaku S,. |S,| je oznaka za prosje¢nu
medusobnu udaljenost toc¢aka skupa S,, opcenito:

vy
_ izl j=i+l !
" nmn—1)/2

Slijedi program koji ¢e rasporediti Cetiri tocke na sferi s maksimalnim zbrojem
svih medusobnih udaljenosti. Radimo sa sfernim koordinatama.

Max = ©: Pi = asn(1)*2: n=18

for a2=0 to Pi step Pi/n

b2=0
x2=sin(a2)*cos(b2):y2=sin(a2)*sin(b2):z2=cos(a2)
dl=sqr((0-x2)"2+(0-y2)"2+(1-22)"2)

for a3=0 to Pi step Pi/n

for b3=0 to Pi step Pi/n
x3=sin(a3)*cos(b3):y3=sin(a3)*sin(b3):z3=cos(a3)
d2=sqr((0-x3)"2+(0-y3)"2+(1-23)"2)
d3=sqr((x3-x2)"2+(y3-y2)"2+(z3-22)"2)

for a4=0 to Pi step Pi/n

for b4=0 to 2*Pi step Pi/n
x4=sin(a4)*cos(b4):yd=sin(ad)*sin(b4):z4=cos(a4)
da=sqr((0-x4)"2+(0-y4) 2+(1-24)"2)
d5=sqr((x2-x4)"2+(y2-y4)"2+(z2-24)"2)
d6=sqr((x3-x4)"2+(y3-y4)"2+(z3-24)"2)
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m=d1+d2+d3+d4+d5+d6

if m>Max then Max=m:x200=x2:y200=y2:2200=22:x300=x3:y300=y3:2300=23:x4
00=x4:y400=y4:2400=24

next:next:next:next:next

print “A1”, o, 0, 1
print “A2”, x200, y200, z200
print “A3”, x300, y300, 2300
print “A4”, x400, y400, z400
print “Norma S4 = “, Max/6
print “kraj”

Program je tocke rasporedio ovako:

18% Execution of: C:\Documents and SettingsiHera, \Desktop)Basici4tocke clanak.bas ... Q@@

File Edit
Al 0 0 1 A
A2 0.93%69262 0 -0.34202014
A3 -0.46984631 0.81379768 -0.34202014
Ly -0.46984631 -0.81379768 -0.34202014
INorma sd4 = 1.63294973
kraj

v
< >

Slika 3.

Prema z-aplikatama vidimo da su tri tocke na paralelnoj ravnini ispod ekvatori-
jalne ravnine, prema y-ordinatama i x-apscisama moze se izracunati da je taj trokut
jednakostrani¢an (mada je to mogao izrac¢unati i program). Dakle, tocke su vrhovi
pravilne trostrane piramide. U sfernim koordinatama kutovi an i bn pretrazivali su
sferu po koracima (step Pi/n) od 10°. Pretrazivanjem sfere sitnijim koracima (pove-
¢avajudi n u programu) ta bi pravilna trostrana piramida presla u jednakobridnu, u
pravilni tetraedar.

Ako bismo matematicki (a ne numericki kao $to radi program) izracunali dulji-
nu brida tetraedra upisanog u jedini¢nu sferu, dobili bismo

2*J6
3
pa zaklju¢ujemo da je na$ program i s koracima po 10 stupnjeva sasvim zadovolja-
vajuce odredio raspored cetiri tocke na sferi, norma S,. Dodavajuci u prethodni pro-
gram naredbe za crtanje, dobili bismo nacrt, tlocrt i bokocrt konveksnog poliedra,
¢iji su vrhovi razmatrane tocke. SloZenijim programom moze se simulirati objekt u
prostoru. Taj bi program bio preglomazan, no rezultat bi bio otprilike sljede¢i:

=1.63299316>
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~

Z | A1

Slika 4.

Ako pomislimo da su prethodna razmatranja trivijalna, onda pokusajmo zami-
sliti 9 ili 13 tocaka u idealnom rasporedu na sferi. Tada ¢emo se prethodnoj metodi
vratiti s obnovljenim odusevljenjem. Jedino $to nas moze usporiti u ovim razmatra-
njima je brzina rada samog programa.

Do sada imamo ovaj niz:

[S2[, |S3|, |S4] ... ili 2.00, 1.73, 1.63 ..., zaokruZeno na dvije decimale.

. . Y 4 v .
Na kraju ¢lanka pokazat ¢emo da je lim Sn‘ =3 1.33, §to ¢emo nazvati nor-

mom jedini¢ne sfere.

3. Skup S,

Kako rasporediti pet tocaka na sferi tako da budu medusobno najudaljenije ili,
preciznije, da im medusobna prosje¢na udaljenost bude maksimalna? Odgovor na to
pitanje dat ¢e nam malo prosireni prethodni program za trazenje pete tocke:

for a5=0 to Pi step Pi/n
for b5=0 to 2*Pi step Pi/n
x5=sin(a5)*cos(b5):y5=sin(a5)*sin(b5):z5=cos(a5)
d7=sqr((0-x5)"2+(0-y5)"2+(1-2z5)"2)
d8=sqr((x2-x5)"2+(y2-y5)"*2+(z2-25)"2)
d9=sqr((x3-x5)"2+(y3-y5)"*2+(z3-25)"2)
d10=sqr((x4-x5)"2+(y4-y5)"2+(z4-25)"2)
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i nesto promijenjeni zavr$ni dio:

m=d1+d2+d3+d4+d5+d6+d7+d8+d9+d10

if m>Max then Max=m:x200=x2:y200=y2:2200=22:x300=x3:y300=y3:2300=z3:x4
00=x4:y400=y4:2400=24:x500=x5:y500=y5:2500=25
next:next:next:next:next:next:next

print “A1”, O, 0, 1
print “A2”, x200, y200, 2z200
print “A3”, x300, y300, z300
print “A4”, x400, y400, z400
print “A5”, x500, y500, z500
print “Norma S5 = “, Max/10

print “kraj”

Program je pet tocaka rasporedio u vrhove trostrane bipiramide:

187 Execution of: C:\Documents and SettingsiHera_\Desktop\Basic\5 tocaka clanak.bas comple...
File Edit

Al
A2
A3 .8660254 -0.5

1

I OO0 OO

A5
INorma s5 =
kra’j

Qm

0.8660254 =05

O | OO

.56814338

|w
L

Slika 5.

Vrhovi piramida su A, i A , a zajednicka baza jednakostranican trokut A A, A..

-~

Z | A

y As

- 2 Slika 6.
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Promatrana norma bipiramide je |S_| = 1.57 zaokruzena na dvije decimale. To je
cetvrti ¢lan prethodno spomenutog niza koji, primjec¢ujemo, pada. Niz je i ogranicen
nulom jer je udaljenost vrhova uvijek pozitivna. No, gomilite niza |S | nije nula.

4. Skup S,

Slijedi raspored Sest to¢aka na sferi s razmatranim svojstvom. Kao i u prethod-
nom primjeru, program treba dopuniti novim linijama koda za trazenje nove tocke i
modificirati zavr$ni dio. Pokrenemo program i rezultat je sljedeci:

18» Execution ofz C:\Documents and SettingsiHera_\Desktop\Basic\6 tocaka.bas complete.

File Edit

Al 0 0 1 s
A2 i 0 0

A3 0 1 0

4 w1 0 0

A5 0 0 =1

nG 0 -1 0
INorma S6 = 1.. 53137085

kraj

v
< 3.
Slika 7.

Dobili smo vrhove pravilnog oktaedra (sl. 8.) ili, Sire, vrhove cetverostrane bi-

piramide.
-~

Z | A1

_ _ Slika 8.

No, bipiramide uskoro nece moc¢i izdrzati pritisak sve veceg broja tocaka. Zami-
slimo skup S, ,, 102 tocke na sferi. Nezamislivo je da program rasporedi 100 tocaka
na ekvatorijalnoj kruznici sfere, a ostale dvije u sjevernom i juznom polu. Bilo bi to
Cisto tracenje, gubljenje slobodne plohe sfere.
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5. Skup S,

Ne postoji pravilan poliedar sa 7 vrhova, a i da postoji (opaska: matematicar sebi
dopusta razmatranja koja su to¢na a nisu istinita, poput postojanja praznih teorema),
to nije jamstvo da bi tocke bile rasporedene u njegovim vrhovima Naime, uskoro
¢emo vidjeti da 8 tocaka nece biti rasporedeno u vrhovima kocke. Modeli bipiramida
na dulje staze ne obecavaju i uskoro ce biti napusteni, zato prije pokretanja programa
pokusajmo pretpostaviti kako bi 7 to¢aka moglo biti rasporedeno na sferi.

k=l

Slika 9.

Prvi model nazovimo 1-5-1, peterostrana bipiramida, drugi 1-4-2, tre¢i 1-3-3.
Iako se broj 7 moze rastaviti na jo$ nacina u obliku zbroja, intuitivho osje¢camo da
ovakvi rasporedi to¢aka imaju najvecu $ansu. Drugi model sastoji se od cetverostra-
ne piramide s bazom nesto iznad ekvatorijalne ravnine i donjeg dijela koji jednostav-
no nazovimo klin. Donji dio nije prizma jer bo¢ni trokuti nisu paralelni, a zajednicka
strana obaju dijelova nije kvadrat nego pravokutnik. Do tih zakljucaka dolazi se kada
se od svih modela oblika 1-4-2 trazi onaj koji ima maksimalnu prosje¢nu udaljenost
izmedu vrhova. I jos, donji brid paralelan je s kra¢om stranicom spomenutog pra-
vokutnika. Da je paralelan s njegovom dijagonalom, taj bi model presao u 1-5-1 jer
bi pet toc¢aka bilo komplanarno, a ostale dvije pomakle bi se u polove sfere, kao da
postoji neka sila izmedu tocaka koja ih medusobno udaljuje, traze¢i minimum otpo-
ra. Zato i udaljenost izmedu dviju tocaka ovdje tretiramo kao duzinu, a ne kao ma-
nji luk najvece njihove kruznice na sferi (geodezijska udaljenost). Odatle ideja da bi
ova razmatranja mogla biti zanimljiva ne samo matematicaru, nego i nekim drugim
profilima, bilo prirodnih, bilo drustvenih znanosti. No, matematika ima tu zadacu
otkrivanja prostorno-koli¢inskih odnosa, ona mora utirati put ostalim znanostima.
Stalno dolazimo do starog zakljucka da je matematika kraljica i ropkinja svih znano-
sti; kraljica jer se svojom univerzalno$¢u, cistocom i ljepotom uzdize iznad ostalih, a
ropkinja jer sluzi svima ostalima.

Tre¢i, pak, model ima broj strana kao i prvi. Uglavnom, poliedri bolje ispunja-
vaju sferu ako pri istom # imaju medusobno udaljenije vrhove, ve¢i broj strana te,
konac¢no, veéi volumen. U ovom ¢lanku razmatramo prvo svojstvo.

Vrijeme je da pokrenemo program dopunjen linijama koda za trazenje sedme
tocke. Rezultat je sljedeci:
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187 Execution of: C:A\Documents and Settings\Hera_\Desktop\Basic\7/ tocaka.bas complete. @@

File Edit
n1 0 0 1 A
n2 1 0 0 =S
A3 0.309016599 0.95105652 0
A4 -0.80901699 0.58778525 0
A5 -0.8059016599 -0.58778525 0
G 0.30901699 -0.95105652 0
7 0 0 -1
INorma s7 = 1.50145492
kraj
v
< 3 .::
Slika 10.

Pobjednik je 1-5-1, ali to je zadnja bipiramida s razmatranim svojstvom. Pod-
sjetimo se naseg niza S | koji, po izracunima racunala, konvergira kada n — oo. Cla-
nove niza zaokruzili smo na dvije decimale:

2.00, 1.73, 1.63, 1.57, 1.53, 1.50 ..,

tako da istovremeno razmatramo dvije teme: konvergenciju niza i tematski raspored
tocaka.

6. Skup S,

Za n = 8 tocke nisu vrhovi kocke upisane sferi, kako bi se na prvi pogled moglo
pretpostaviti, nego je taj skup zanimljiviji, $to je tek uvod za mnoge druge vrijednosti ».

Program ¢e odluciti o rasporedu tocaka, no krenimo od 8 vrhova kocke. Koc-

ka upisana jedini¢noj sferi ima duljinu prostorne dijagonale D = 2, brid a = %, te
plosnu dijagonalu d = % . Zbroj svih medusobnih udaljenosti vrhova kocke po-
dijelimo s njihovim brojem 28 i dobit ¢emo prosjecnu udaljenost 1.48044016. No, to
nije norma skupa S, jer se 8 tocaka moze drugacije rasporediti s vecom prosjecnom
udaljeno$cu.

Zarotirajmo cetiri gornja vrha kocke za 45° oko pravca koji prolazi sredistem
njihova kvadrata i okomit je na njega, pa spojimo s ostala Cetiri vrha tako da nastane
Cetverostrana antiprizma koja, za razliku od kocke s vrhovima, bridovima i stranama
tipa 8, 12, 6, ima tip 8, 16, 10, sL. 11.b:

Slika 11.a Slika 11.b
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Zbroj svih medusobnih udaljenosti vrhova cetverostrane antiprizme podijelimo
s njihovim brojem 28 i dobit ¢emo prosje¢nu udaljenost 1.48114764. Ona je nesto
veca nego kod kocke. Ako ra¢unalnim programom potrazimo maksimalnu prosjec-
nu udaljenost, dobit ¢emo da je taj maksimum za antiprizmu, upisanu jedini¢noj
sferi, 1.48118182, a visina joj je neSto manja od visine kocke. Prije nego $to prika-
zemo taj rezultat naseg programa, zapitajmo se trebamo li vjerovati racunalu ili sve
moramo provjeriti .ru¢no”. Umjesto odgovora na to pitanje, ja bih ustvrdio sljedece:
racunala mogu daleko vi$e nego $to nam danas pruzaju. Iako ¢e ih uskoro biti vise
nego ljudi, iako su preuzela nadzor nad mnogim odgovornim i manje odgovornim
procesima, ipak njihov rezultat neke matematicke tvrdnje provjeravamo rucno. Te-
oretski, rekao bi matematicar Turing (1912.-1954.), moguce je konstruirati stroj ¢iji
bi izracuni za nas bili neupitne vrijednosti [1]. Bio bi to pravi stroj. Nazalost, danas
u matematici za neke neistrazene probleme uglavnom koristimo samo sirovu snagu
racunala, brute force:

18» Execution ofz C:\Documents and Settings\Hera_\Desktop}Basic\8 tocaka clanak.bas com... E]@

File Edit
Al 0.822565 0 0.5686711 L
12 -0.822565 0 0.5686711
A3 0 0.822565 0.5686711
4 0 -0.822565 0.5686711
AS 0.58164129 0.58164129 -0.5686711
nG -0.58164129 -0.58164129% -0.5686711
A7 -0.58164129 0.58164129 -0.5686711
18 0.58164129 -0.58164129% -0.5686711
INorma 58 = 1.48118182
kraj
v
< >

Slika 12.

Iz koordinata mozemo is¢itati da je ra¢unalo rasporedilo 8 to¢aka u vrhove ¢e-
tverostrane antiprizme. Upravo tako je 8 atoma selena Se ili sumpora S razmjesteno
u molekulama Se ,, odnosno S, sl. 13.:

Slika 13.

Atomi spomenutih molekula imaju jo§ po dva para nevezanih (slobodnih) elek-
trona, $to dodatno udaljuje susjedne atome, tako da .antiprizma” na sl. 13. ima nesto
manju visinu od naSe antiprizme dobivene izracunom, no bitno je da je oblik anti-
prizme. To je jo$ jedan primjer kako se teorija potvrduje praksom, a praksa osmislja-
va teorijom.
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7. Norma jedini¢ne sfere |S_|

Kolika je prosje¢na medusobna udaljenost svih tocaka sfere? To ¢emo odgonet-
nuti na dva nac¢ina: pomoc¢u programa i matematicki, ili induktivno i deduktivno, ili
pokusom i teorijom.

Prvi put kad sam se susreo s programiranjem, poc¢etkom osamdesetih kao stu-
dent teorijske matematike, linije koda nisu mi puno znacile. Sto su kolegiji bili ap-
straktniji, to su mi bili drazi, a sve $to je imalo primjenu (a mnogo toga imalo je
primjenu), bilo mi je manje inspirativno. Danas, pak, mislim da bi trebalo izbrisati
granicu izmedu numericke i teorijske matematike (ovaj ¢lanak prilog je tomu). Treba
je izbrisati da ne postoji jer se one medusobno ne suprotstavljaju, ne osporavaju. Na-
protiv, isprepli¢u se. Brojevi i ideje neprestano se mijesaju.

Slijedi program koji nasumce bira 100 000 toc¢aka na sferi, racuna njihove uda-
ljenosti od tocke A, (0, 0, 1) i, konacno, trazi prosjecnu udaljenost:

m=0

for n=1 to 100000
a=3.141592654*rnd(1)
b=2*3.141592654*rnd(1)
x=sin(a)*cos(b)
y=sin(a)*sin(b)
z=cos(a)
d=sqr((0-x)"2+(0-y)"2+(1-z)"2)
m=d+m

next

Max=m/100000

print Max

Ponovimo pokus pet puta. Rezultati su sljedeci:

18~ Execution ofz C:\Documents and Settings\Hera_\Desktop\Basic\sf norma sfere.bas complete. Q@@
File Edit

1.26960396 &
1.26672611

1.26648743

1.26814768

1.27082886

lkraj

< >

Slika 14.

Pokus je uvijek dobar, ali treba pripaziti da neka varijabla ne odvuce rezultat u
pogresnom smjeru. Ovdje to nije slucaj s funkcijom pseudoslucajnih brojeva RND,
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jer neki autori smatraju da ona ima «slucajniju” razdiobu od stvarno slucajnih bro-
jeva. Problem je u sfernim koordinatama koje favoriziraju tocke blize polovima na
Stetu ekvatorijalnih tocaka, a sjeverni pol A, u prosjeku je udaljen od tocaka blizu
polova za jedini¢nu duljinu. Zato ¢emo za tocku A, privremeno uzeti ekvatorijalnu
tocku A’ (1, 0, 0) jer je njezina prosjecna udaljenost od tocaka blizu polova V2. Nai-
me, sferne koordinate generiraju viSe toc¢aka u blizini polova.

Opet ponovimo pokus pet puta. Rezultat je drukeiji:

18+ Execution ofz C:\Documents and Settings\Hera_ \Desktop\Basic\sf norma sfere.bas complete. Q@
File Edit

.35552464 A
.35394279 -
.35052621

+35233935

« 35335509

raj

N BB

L

3]

2

Slika 15.

I vizualno sljedeca slika govori zasto:

Slika 16. Tocke u sjecistima
meridijana i paralela nisu
ravnomjerno rasporedene na sferi

Sada slijedi matematicka analiza. Preslikajmo sferu u ravninu na sljede¢i nacin:
postavimo tangencijalnu ravninu u jednoj ekvatorijalnoj tocki E sfere, sl. 17. Ona je
na slici oborena u ravninu lista papira. Odmotajmo meridijan NES na duzinu N'E’S’
duljine 77 jer je sfera jedini¢nog radijusa. Zatim sve paralele p s poc¢etnim tockama na
tom meridijanu odmotajmo u ravninu okomito na sliku meridijana, N’E’S’. Krajevi
tih paralela su na krivulji y =27 sinx.

N’
...... y
o -
A B' C N
e /
p' - y = 21sin X
Slika 17.
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Kako se radi o ekviarealnom preslikavanju, to je povrsina sfere 47 jednaka po-
vréini slike sfere:

P= r27rsinxdx =4r
0

Nadalje, udaljenost d sjevernog pola N od svake tocke jedne paralele p sfere je

d=2sin>
2
gdje je x sredi$nji kut tetive d, odnosno duljina luka nad tetivom d, pocevsi od tocke
N, sl. 18:
z
z = 2sin x/2
) ///,"——
0 m X
Slika 18.

Konacno, u prostoru:

Slika 19.

«Zbroj” duljina svih paralela zapravo je povrsina sfere 477. Volumen izmedu dva-
ju dijelova ploha na sl. 19., te xy i xz ravnina, .zbroj” je svih duljina d, naseg m iz
programa s pocetka ¢lanka pomocu kojeg smo rac¢unali Max, a potom normu:

_ T e2msinx X _167-[
V—L L ZSIHEdde——?,
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Prosje¢na udaljenost je:

167
P 47 3
To bi mogla biti naznaka da je norma sfere 1.33333....., odnosno
D=|[s |,

$to bi automatski bio i limes pocetnog niza u ¢lanku.

Tocka A, je u prosjeku, od slucajno izabranih 100 000 tocaka na sferi, udaljena
4/3 (neznatno vise), tocka A, takoder je od istih tih tocaka, uklju¢ujucii A , udaljena
prosjecno 4/3, pa zaklju¢ujemo da je prosjek svih medusobnih udaljenosti 4/3. No,
je li tih 100 001 tocka u idealnom razmjestaju ili se mogu malo pomaknuti kako bi
se povecao taj prosjek 4/3¢? Naime, na pocetku ¢lanka uzeli smo mali broj tocaka,
optimizirali ih i onda trazili prosjek ili normu, dok smo ovu 100 001 tocku birali slu-

¢ajno. Akoje |S,  |znacajno ve¢a od 4/3, onda te tocke iz skupa S, nisu jednoliko

100001 100001

ili, bolje re¢i, slucajno rasporedene na sferi, nego su te tocke grupirane u odredene

pojaseve, vrpce ili nesto sli¢no.

8. Prilog
Graf triju petlji

Slijedi program (sl. 20.) u svom prirodnom okruzenju, radnom sucelju, koji is-
crtava graf rezultata triju petlji koje traze idealan raspored triju tocaka. Kako petlje
pretrazuju sferu koracima po 12 stupnjeva, to svaka petlja u zatvorenom intervalu
[0°-180°] ima 16 koraka. Na sl. 21. gore prikazano je 16 rezultata vanjske petlje (jasno
izdvojene cjeline). Ako izdvojimo jedanaesti rezultat u kojemu m doseze maksimum,
na istoj slici desno dolje vidimo rezultate svih 16 koraka srednje petlje. Dolje lijevo je
jedanaesti rezultat prethodne srednje petlje. Na njoj je svih 16 rezultata (toc¢aka) unu-

tarnje petlje. Ukupno je na lijevom grafu prikazano 16’ = 4096 toc¢aka. Samo jedna
tocka dira pravac y =+/3 jer je |S3| =43.

| 31

Poucak 56.indd 31 @ 1.1.2014. 10:16:35



Poucak 56

st BASIC v1.01 - C:\Docum Setti a_\Desktop\B f triju petlji. bas E
Fle Edt Run Setup Help

DZE B P ALALE PF¥E @O0 F

WindowWidth=1200:WindowHeight=280 A
k=0:Max = 0: Pi = asn(l)*2: n=15 E
open "Rezultati triju petlji" for graphics as #g
print #g, “down"
for a2=0 to Pi step Pi/n
b2=0
%x2=sin(a2) *cos(b2) :y2=sin(a2) *sin(b2) 1z22=cos (a2)
dl=sqr ((0-%2) *2+(0-y2) *2+(1-22) *2)
for a3=0 to P1 step Pi/n
for b3=0 to Pi step Pi/n
x3=sin(a3)*cos(b3) :y3=sin{a3)*sin(b3) :z3=cos{a3)
d2=sqr ( (0-x3) *2+(0-y3) *2+(1-23) ~2)
d3=sqr{(x3-%x2) *2+(y3-y2) *2+(23-22)*2)
m=100*(d1+d2+d3)/3
k=k+0.25
xp = kiyp = mixk = kiyk = m+l|
#g "color red; size
print #g, "line "; xp:; " “; ypi " i wk: " Vi vk
print #g, "line " 03 " ™j; 176 ™ ™3 1800; " "p 176
next:next:next
wait
close #g
end

I

& &l
Ready!

Slika 20.

Rezultat unutarnje petlje

Slika 21.
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Uobicajeno je da koordinatno ishodiste (0, 0) bude u gornjem lijevom kutu, po-
zitivni dio x-osi desno ravno, a pozitivni dio y-osi dolje okomito, tako da pravac na
sl. 21. ima jednadzbu y = /3.

9. Umjesto zakljucka

Do mnogih tvrdnji doslo se pomocu rac¢unala, a ne strogo matematicki. Nada-
lje, tema je otvorila vi$e novih pitanja nego $to je dala odgovora. Kako glasi formula
pomocu koje se moze odrediti idealan raspored toc¢aka na sferi u smislu: 4 tocke ras-
pored 2-2 (tetraedar je 2-2 ili 1-3 gledano po katovima od sjevernog prema juznom
polu), 6 to¢aka 3-3 (oktaedar je 3-3 ili 1-4-1), 8 toc¢aka 4-4 (antiprizma) itd.? Moze
li se za neparne n: 3, 5,7, 9... napisati rekurzivna formula koja daje rasporede 1-1-1,
1-3-1, 1-5-1, 3-3-3 itd.? Je li taj raspored toc¢aka jednoznacan do na sukladnost
poliedara u prostoru ¢iji su vrhovi te tocke?

U ovome ¢lanku razmatran je idealan raspored u smislu maksimalne udaljeno-
sti. No, mogao se razmatrati raspored tocaka tako da nastali konveksni poliedar ¢iji
su to vrhovi ima maksimalan volumen ili pak oplo$je. Na koncu, kakav je raspored
to¢aka na drugim tijelima ili likovima, npr. krugu? Sva ta teorijska razmatranja u
praksi daju kasne, no bogate plodove.
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