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Uproélom broju [Mlatke ukratko smo opisali ¢ime se mi, ucenici XV.
gimnazije, bavimo radeci na projektu «Ins and outs of the magic
Mobius strip”. To je projekt u kojem proucavamo primjenu Mobiusove vrpce
te njezine vrlo zanimljive karakteristike. Osim toga, ovaj projekt je poseban i
zbog toga $to u njemu sudjeluje vise europskih skola koje zajedno suraduju.
Jedna od tih $kola je i Justus-von-Liebig Gymnasium iz Neusédpa u Njemackoj,
koju smo posjetili u listopadu 2011. godine. Ekipa od petero ucenika i dvije
profesorice uputila se u nedjelju, 16. listopada, u Njemacku gdje smo proveli
tjedan nezaboravnih dana. U nedjelju ujutro razgledavali smo predivan grad
Miinchen, a predvecer smo se susreli i upoznali s ostalim ucenicima iz Engle-
ske i Rumunjske, kao i s nasim domacinima u Njemackoj.
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Sljedece jutro proveli smo u $koli
prezentiraju¢i nase radove inspirirane
Mobiusovom vrpcom, a kasnije smo
krenuli na put prema Leipzigu, gdje
smo posjetili Schulpfortu, rodno mjesto
. Augusta Ferdinanda Mébiusa, po ko-
jem je nasa traka dobila ime. U Leipzigu
smo drugo jutro imali priliku odslusati
izvrsno predavanje o Mobiusovoj bio-

X grafiji te o njegovom znanstvenom Zivo-
Miinchen Predavanje u Leipzigu tu i velikom doprinosu matematici.

Nakon predavanja prosetali smo Leipzigom koji nas se vrlo dojmio svo-
jom osebujnoscu.

Ubrzo nakon toga uputili smo se na poduzi put prema Berlinu, njemac-
kom glavnom gradu. Nakon kratkog razgledavanja ovog ogromnog grada, po-




sjetili smo DFG Research Center Matheon. To je veliki istrazivacki centar ¢ija
se istrazivanja ve¢inom temelje na proucavanju 3D vizije.

Sljedec¢i dan posjetili smo Jenu koja nam se zbog svoje predivne stare
gradske jezgre urezala u pamcenje. Osim toga, ono po ¢emu ¢emo jo§ vise
pamtiti Jenu bio je posjet Imaginati, velikom istrazivackom centru u kojem se
znanstvenici uglavnom bave proucavanjem ljudske percepcije i optickih varki.
Vracajuci se u Neusif3, posjetili smo jo$ Niirnberg i Augsburg, dva stara pre-
divna njemacka grada.
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Imaginata (Jena)

Schéner Brunnen (Niirnberg)

U petak smo se ponovno okupili u gkoli gdje smo u grupama proucavali
primjenu Mobiusove vrpce u znanosti. Saznali smo da je ona primjenu nasla u
mnogobrojnim tehnickim aparatima, ali i u aparatima svakodnevne uporabe
u kucanstvima. Najbolji primjer su VHS i audio kasete u kojima je traka na-
motana upravo kao Mobiusova traka kako bi se smanjila potrosnja materijala
(buduci da Mobiusova traka ima samo jednu stranu, njezina se povrsina moze
maksimalno iskoristiti). Poslijepodne nam je bilo slobodno pa smo ga iskoristi-
li na druzenje i zabavu. Sljede¢i smo dan bili u posjetu Ulmu, gradu s najvisSom
katedralom na svijetu, ¢iji toranj doseze visinu od ¢ak 95 m. Sljedece jutro svi
smo se okupili pred $kolom gdje smo se pozdravili s ravnateljem i profesorima
te nasim obiteljima-domacinima. Uputili smo se na autobus koji nas je doveo
do aerodroma u Miinchenu s kojeg smo u poslijepodnevnim satima poletjeli
za nasu Hrvatsku. Bio je to jedan predivni tjedan kojeg se uvijek rado sje¢amo.

To je bilo ukratko sve o nasem divnom putovanju Njemackom, a sada
malo o matematici. Mobiusova traka vrlo je zanimljiva zbog niz svojih inte-
resantnih fenomena koje smo istrazivali. Dio toga su i grafovi koje ¢emo vam
sada pokusati na $to bolji nacin pribliziti i pojasniti. Graf se sastoji od vrhova
(tocaka) i bridova (linija) koji povezuju neke od vrhova.
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1. Eulerova formula

Leonhard Euler je polovinom 18. stolje¢a dosao do jedne jednostavne,
ali znacajne formule za matematiku. Ona povezuje broj vrhova nekog grafa s
brojem bridova i brojem podrucja, a glasi:

V+P=B+2,

pri cemu je broj vrhova V, broj bridova B, a broj podrucja P. Kako bismo lak-

$e razumjeli ovu formulu, nacrtajmo dva planarna grafa (to su grafovi ¢iji se
bridovi ne sijeku).

V=2 V=3
/ =1 =2
B=1 B=3

Provjerite formulu i za ovaj graf:

Nacrtajte nekoliko grafova s razli¢itim brojem vrhova, pazec¢i da im se
bridovi ne sijeku, i provjerite formulu.

Formula se moze primijeniti i na tijela. V predstavlja broj vrhova, P broj
ploha te B broj bridova. Pogledajmo:

]

i V=8 V=5

]

i P=6 =5
// B=12 B=8

Uvrstivsi varijable u Eulerovu formulu, vidimo da je zbroj vrhova i ploha
nekog tijela uvijek jednak zbroju bridova i broja 2. Pokusajte i vi! Provjerite
vrijedi li formula i za ove poliedre:

DY



2. Potpuni planarni grafovi (na papiru i na Mobiusovoj traci)

Promotrimo sada potpune planarne grafove. To su grafovi ¢ija su svaka
dva vrha povezana direktnim bridom, ali se bridovi ne presijecaju. Nacrtajte
potpuni planarni graf s 2 i s 3 vrha. Najve¢i mogucdi potpuni planarni graf jest
upravo onaj s 4 vrha.
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V=4
=4
B=6
\% P B
2 1 1
3 2 3
4 4 6
5 7 10

Zasto na papiru ne postoji potpuni planarni graf s 5 vrhova? Zamislimo
da takav graf postoji. Broj bridova morao bi biti 10 (iz prvog vrha prema Cetiri
vrha, iz drugog vrha prema jos$ tri vrha, iz treceg vrha prema jos dva, a cetvrti
vrh povezemo s petim). Pomo¢u formule V + P = B + 2 izratunamo broj pod-
rudja, §to iznosi 7. Medutim, svako podruéje omedeno je s najmanje tri brida,
a svaki je brid granica izmedu dva podrucja te moramo dijjeliti s 2, pa broj

7-3
bridova treba biti najmanje B Dobiveni broj iznosi 10.5, $to je vece od 10,

¢ime dolazimo do zakljucka da takav graf nije mogu¢. On ne postoji na papiru,
no na Mobiusovoj je traci mogug, i to ne samo graf's 5 vrhova, ve¢ i sa 6, no ne
i sa 7 ili vise vrhova.

Nacrtajte na Mobiusovoj traci ovaj graf s Sest vrhova i uvjerite se da je
svaki vrh direktno povezan sa svakim od preostalih vrhova.
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