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TRI RJESENJA JEDNE KVADRATNE DIOFANTSKE' JEDNADZBE

Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, BiH

Rj::éavanje linearnih Diofantskih jednadzbi s dvije ili vise
epoznanica ne predstavlja nam neki veliki problem jer
tu postoje uthodani putovi” kako do¢i do rjeSenja u skupu N ili
u skupu Z. No, rjesavanje nelinearnih Diofantskih jednadzbi s
dvije ili viSe nepoznanica cesto predstavlja kudikamo tezi posao
jer tu nema nekih poznatih metoda njihovog rjesavanja nego su
bitne ideje koje ¢e nas dovesti do rjesenja.

U ovom c¢lanku bavit ¢emo se rjeSavanjem jedne kvadrat-
ne Diofantske jednadzbe ¢ija rjesenja pripadaju skupu prirodnih
brojeva. Rije¢ je o sljedecoj jednadzbi:

2(x+y)+xy:x2+y2;(x,yeN) (1)

Sada ¢emo prikazati tri razli¢ita nacina rjesavanja ove jednadzbe.

Rjesenje 1. Dana jednadzba je nakon mnozenja brojem 2 ekvivalentna jed-
nadzbi
2x% +2y* —2xy—4x -4y =0,

odnosno
(x2—4x+4)+(y2—4y+4)+(x2—2xy+y2)=8

S (x=2) +(y-2) +(x-y) =8.

Broj 8 mozemo napisati kao zbroj triju kvadrata na jedan od sljedecih nacina:

4+4+0=8
4+0+4=8
0+4+4=8

Dakle, imamo ova tri slucaja:

1°x-2=2,y-2=2,x-y=0,0daklejex=4iy=4,1. (x,y) = (4, 4).
2°x-2=2,y-2=0,x-y=2,0daklejex=41iy=2,1. (x, y) = (4, 2).
3°x-2=0,y-2=2,x-y=-2,0daklejex=2iy=4,1.(x,y) =(2,4).

Znaci, imamo sljedeca rjesenja jednadzbe (1):

(6 y) € {(4,2), (2,4), (4, 9}

'Diofant (3. st.), starogr¢ki matematicar
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Rjesenje 2. Dana jednadzba (1) ekvivalentna je sljede¢oj jednadzbi:
8(x+y) =4x” —4xy +4y°,
odnosno, buduéi da je 3(x - y)* >0, vrijedi
8(x+y)=(x+y) +3(x—y) 2(x+y)
Dakle, dobivamo:

2

8(x+y)=(x+y). 4.
x+y<8. (2)
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Napisemo li danu jednadzbu (1) u obliku:
x*—xy+y =2(x+y),
abududi da je 2(x + y) paran broj, zaklju¢ujemo da i broj x* —xy + y* takoder

mora biti paran broj, $to je ispunjeno samo u slucaju kada su brojevi x i y oba
parni. Zbog (2) u obzir dolaze samo sljedeci parovi:

(2,2),(2,4),(2,6), (4,2), (6,2), (4,4).

Izravnom provjerom u (1) lako utvrdujemo da u obzir dolaze samo parovi:
(4, 2), (2,4) 1 (4, 4), $to znaci da su rjeSenja jednadzbe (1): (x, y) € {(4, 2),
(2,4), (4, 4)}.

Rjesenje 3. Ovo je rjesenje nesto teze, ali je vrlo zanimljivo i pou¢no. Napisimo
danu jednadzbu (1) u obliku:
x —(y+2)x+(y2 —2y)=0

2 2
@(x—yT”j _(yT”j +y°=2y=0

@( _y+2) L3y —12y-4
2 4

- x_y+2 ’ _ -3y’ +12y+4
2 4

-3y +12y+4.

Mora biti =3y*> +12y+4 >0, odnosno 3y* —12y -4 <0, a odavde:

3(y2—4y—§jso

c>3[(y—2)2—4—ﬂso

1
2
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odnosno zbog

a odavde zbog y € N:

Sada imamo ova Cetiri slucaja:

1° y=1=2(x+1)+x=x"+1

o xP-3x-1=0

Dakle, ovaj slucaj otpada.
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2° y=2=2(x+2)+2x=x"+4
S x—4x=0
< x(x—4)=0

<Sx=0v x=4.

Buduc¢idajex=0 ¢ N, to je x = 4, pa je rjeSenje jednadzbe (1): (x, y) = (4, 2).

3° y=3=2(x+3)+3x=x>+9

< x*=5x4+3=0

-3

25
-—+3=0
4

Znaci da i ovaj slucaj otpada.
4° y=4=2(x+4)+4x=x"+16
S xP—6x+8=0
S (x—4)(x-2)=0
Sx=4 v x=2.
Za x =4 dobivamo iz (1): y = 4, aza x = 2 slijedi iz (1) da je y = 4, tj.
(. y) € {(4,4), (2, 9)}.
Dakle, iz sluc¢aja 2°i 4° dobivamo rjesenja dane jednadzbe (1):

(xy) € {(4,2), (2,4), (4, 4)}.
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