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Pojam funkcije u nastavi
matematike — nekad i danas

MIRJANA MARJANOVIC MATIC!

Uvod

Matematika se u skoli predaje od davnina pa vjerujemo kako bi se svi slozili da je
rije¢ o predmetu cije je gradivo kroz povijest dozivjelo najmanje promjena. Naravno,
ne mislimo na promjene u predvidenom nastavnom planu i programu za pojedini
razred, $to je Cesto podlozno izmjenama, nego na pojedine cjeline i njihov sadrzaj.
Jednostavno, ljudi ¢e re¢i da se matematika ne mijenja te da su sasvim jasno propisani
sadrzaji koje ucenici trebaju ponijeti iz osnovne i srednje skole.

Ovisno o napretku i razvoju drustva, nacin prezentacije, struktura zadataka i
nastavnog sadrzaja ¢e evoluirati, ponekad postaju¢i primjerenije odredenoj dobi, nu-
deci dodatna ilustrativna rjesenja koja za ulogu imaju dodatno motivirati ucenike ili
barem pokusati udzbenike izdici iz nekadasnjih sivilom protkanih Zutih stranica s
tendencijom da kroz godine poprime jos zagasitiji ton.

Zaista, matematika se odlikuje izrazitom slojevito$cu, za nju je nuzno pocivati
na ¢vrstim, precizno postavljenim temeljima koji joj omogucuju razvoj do nesluce-
nih visina. U velikoj se mjeri upravo osnovnoskolsko i srednjoskolsko gradivo ma-
tematike moze smatrati najosnovnijim temeljima ove znanstvene discipline. Kako
bi se onda i moglo mijenjati, smije li uop¢e biti podlozno promjenama? Ogradimo
se odmah od sezanja u dublju proslost tijekom koje se matematika fundirala, jer to
je bilo doba kada su se odredene postavke mogle promijeniti doslovce tijekom no¢i,
povlacedi zatim i korjenite promjene u nastavi. Ostanimo, na primjer, u posljednjih
50-ak godina, u dobu na pocetku kojeg je matematika bila precizno utemeljena, te o
kojemu moze svjedociti iskustvo mnogih i danas aktivnih nastavnika matematike.

Pokusat ¢emo u ovom clanku povuci paralele izmedu pristupa opisanog u da-
nasnjim udzbenicima i u jednome udzbeniku ([5]) koji je bio osnovna literatura za
nastavu matematike u zavr$nim razredima gimnazija i nekih drugih srednjih $kola
tijekom 60-ih (u svojim prvim izdanjima) i 70-ih godina proslog stoljeca.

'Mirjana Marjanovi¢ Mati¢, tehnicka $kola i prirodoslovna gimnazija Rudera Bogkovica, Osijek
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Preciznije, posvetit ¢emo se razlici izmedu koncepta funkcije, jednog od naj-
vaznijih pojmova u ¢itavoj matematici, u navedenim udzbenicima. Prije nego, pot-
punosti radi, iznesemo definiciju spomenutog koncepta u danasnjim udzbenicima,
prodimo kroz nekoliko crtica povijesni pregled razvoja koncepta funkcije, kako bi-
smo uvidjeli i njegovu slozenost i doba u kojemu je kona¢no doraden.

Povijesni razvoj koncepta funkcije

Prema nekim izvorima, prvi tragovi koncepta funkcije pojavljuju se jo$ za Babi-
lonaca (koji su tabli¢no opisivali pridruzivanje kvadrata i kubova prirodnim brojevi-
ma) i u antickoj Grckoj kada je Ptolomej radio s objektima koji se danas mogu sma-
trati pocetnim naznakama razvoja trigonometrijskih funkcija. No, svi se povjesnicari
slazu da tadasnja gledanja nisu imala pravih poveznica s pojmom funkcije. O mate-
matici toga doba vise se moze pronaci u [1]. Notacija funkcije prvi se put pojavljuje
sredinom 14. stoljeca na filozofskim $kolama u Oxfordu i Parizu, prvenstveno kada je
Oresme zakone prirode opisivao koristenjem ovisnosti jedne veli¢ine o drugoj.

Pravi pomak u definiciji pojma funkcije javlja se 1748. kada je Euler objavio
knjigu Introductio to analysin infinitorum u kojoj pojam funkcije smatra klju¢nim.
Prema Euleru, funkcija varijabilne veli¢ine je analiticki postupak sastavljen na proi-
zvoljan nacin od varijabilne veli¢ine te brojeva ili konstantne veli¢ine. No, Euler nije
definirao $to smatra .analitickim postupkom” - sastoji li se takav postupak samo
od osnovnih rac¢unskih operacija poput zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja,
ili dopusta npr. i trigonometrijske funkcije, te beskona¢ne sume i produkte? Zaista,
jedno od prvih pitanja koje je postavljeno nakon ove definicije jest mogu li i besko-
nac¢ne sume biti smatrane funkcijama, bez obzira na to kakav izraz predstavljaju.

Time su nastale poteskoce u vezi pravilnog definiranja pojma funkcije te se na
svaki novi pokusaj gotovo istodobno nadovezalo i nekoliko novih primjera i nera-
zjasnjenih potpitanja koja su dobivenu situaciju ¢inila nejasnom i nepotpunom.

I sam Euler pokusao je popraviti vlastitu definiciju kada je 1755. objavio knjigu
pod naslovom Institutiones calculi differentialis u kojoj definira pojam funkcije na
vrlo opéenit nacin koji se moze smatrati i modernom definicijom funkcije. Prema
Euleru, ako neka veli¢ina ovisi o drugoj veli¢ini na nacin da se mijenja ¢im se mijenja
i druga veli¢ina, ona se naziva funkcijom druge veli¢ine, koju tada nazivamo i neza-
visnom veli¢inom. Euler takoder napominje da se ova definicija moze primjenjivati
vrlo opéenito te pokriva sve nacine na koje jedna veli¢ina moze biti odredena pomo-
¢u druge. Ako x oznacava nezavisnu velic¢inu, tada se sve veli¢ine koje na bilo koji
nacin ovise o x ili su odredene s x , nazivaju funkcijama od x.

Iako je ova opcenita definicija mogla promijeniti shva¢anje pojma funkcije, Eu-
ler je svoju knjigu posvetio razvoju diferencijalnog rac¢una koristenjem iskljucivo
specijalnog tipa funkcija. Takoder, Euler je u svojoj knjizi strogo odijelio funkcije
u nekoliko skupina. Medu ostalim, razdvojio je funkcije zadane jednim analitickim
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izrazom od funkcija zadanih pomocu dva ili vi$e analitickih izraza. Nakon nekog
vremena, Cauchy je naveo primjer funkcije zadane pomocu dva analiticka izraza:
y=xzax201iy=-xzax <0, koja se takoder moze zadati i samo jednom formulom

y =+/x?, &ime je Eulerova podjela bila potkopana te je donekle izgubila na vaznosti.

Iz druge polovice 19. stoljeca datira i poznata Hankelova izjava prema kojoj netko
definira funkcije na esencijalno Eulerov nacin, netko zahtijeva da se y mora mijenjati
u odnosu na x prema odredenom zakonu, bez daljnjeg objasnjavanja zamisljenog kon-
cepta, dok netko funkcije jednostavno ne definira. No, svatko iz svog koncepta izvlaci
tvrdnje koje u njemu nisu sadrZane. Pedesetak godina kasnije Poincare se nadovezao
na tu izjavu ustvrdivsi kako se ¢ini da je jedini zadatak pokazati prethodnicima da su
bili u krivu.

Koncept koji se danas smatra toliko elementarnim morao je proci kroz broj-
ne promjene koje su ga oblikovale prema razli¢itim zamislima i potrebama. Velikim
matematicarima 19. stolje¢a pojam funkcije ipak nije bio sasvim dohvatljiv, iako su
zasigurno savrseno baratali zami$ljenim konceptima. Nekako se ¢ini da se kroz ¢ita-
vih nekoliko stolje¢a nisu mogli usuglasiti oko toga $to u stvari Zele da pojam funkcije
predstavlja. Glavni prijepor medu matematicarima u vezi uvodenja pojma funkcije
pojavljuje se izmedu skupine matematicara koji su zastupali definiciju funkcije kao
svakog pridruzivanja izmedu elemenata dvaju skupova (toj skupini pripadao je Can-
tor) i skupine matematic¢ara koji su smatrali da bi trebalo biti jasno kako se to pridru-
zivanje vrsi (tima je, na primjer, pripadao Poincare).

No, moderne su definicije ovu problematiku ipak uspjele sasvim razotkriti. Go-
ursat je 1923. iznio definiciju koja se i danas koristi: Kazemo da je y funkcija od x ako
vrijednosti od x korespondira vrijednosti od y. Ovu korespondenciju ozna¢avamo s

y = fix).
Ukoliko ova definicija nekome ne izgleda dovoljno precizno, navedimo i tako-

zvani relacijski oblik definicije funkcije, kakav navodi americki matematicar Suppes
u svom djelu Axiomatic set theory iz 1960.:

A je relacija ako i samo ako (Vx)(x € A = (Jy)(3z)(x =(y,2)). PiSemo yAz ako je
(y, 2) € A.

f je tunkcija ako i samo ako je frelacijai (Vx)(Vy)(Vz)(xfy & xfz = y = z2).

Pojam funkcije u danasnjim udzbenicima

Ucenici se po prvi put s pojmom funkcije susre¢u ve¢ u sedmom razredu, na
prilagoden nacin. Prilikom uvodenja linearne funkcije oblika y = k - x naglaava se
kako je u prethodnoj relaciji svakome racionalnom broju x pridruzen posve odreden,
tj. to¢no jedan, racionalan broj y te kako u tom slucaju kazemo da je danom formu-
lom zadana funkcija odnosno da je y odredena funkcija od x, $to piSemo u obliku
y = f(x) = k- x. ViSe 0 ovom pristupu moze se naci u [4].
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Nakon toga se ucenici s pojmom funkcije ponovo susrecu u drugom i u cetvr-
tom razredu srednje $kole. Definicije funkcije u udzbenicima za te razrede ([2], [3])
gotovo su identi¢ne te ih je moguce smatrati pojednostavljenim i ¢itljivijim oblikom
Suppesove definicije iz 1960.:

Definicija 1.

Ako je svakom elementu x nekog skupa A pridruzen to¢no jedan element y sku-
pa B, tada kazemo da je definirano preslikavanje ili funkcija fiz skupa A u skup B te
pisemo y = f(x). Takoder, ¢injenicu da je f funkcija iz skupa A u skup B zapisujemo u
obliku f: A — B.

Element x naziva se jo§ i argument funkcije f, a y vrijednost te funkcije. Skup A
zovemo domenom ili podru¢jem definicije funkcije f, a skup B zovemo kodomenom
ili podru¢jem vrijednosti funkcije f. Dakle, funkcija f zadana je svojom domenom,
svojom kodomenom i zakonom (pravilom) pridruzivanja x = f(x).

Kako bi se graficki i vizualno ispitalo predstavlja li zadana krivulja graf neke
funkcije, ¢esto koristimo takozvani vertikalni test prema kojemu vertikalni pravac
(paralelan osi y) smije sje¢i krivulju u najvise jednoj tocki. Apscisa presjeka toga
pravca s osi apscisa predstavlja vrijednost varijable x, dok odgovaraju¢u vrijednost
od y dobivamo iz presjeka pravca sa zadanom krivuljom.

40t . 4t
20t : 2t
0 0
—20t . 2t
—40t . -4t
T i 0 2 1

Krivulja koja prolazi na vertikalnom testu  Krivulja koja ne prolazi na vertikalnom testu

Pojam funkcije u starim udzbenicima

Posvetimo se sada pojmu funkcije kako je objasnjen u 6. poglavlju udzbenika
[5]. Potpoglavlje .Definicija funkcije” pocinje na idu¢i nacin:

Definicija 2.

Zadan je ureden par (S, S,) nepraznih skupova S, S ; svaki postupak p kojim sva-
kom ¢lanu x iz S pridruzujemo jedan clan fx ili viSe ¢lanova fx iz S, zove se funkcija
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kojoj je oblast S, a proutoblast lezi u S,. Za dano x € § znaci f(x) ili fx onaj ¢lan iz S,
odnosno svaki ¢lan iz S, koji je pridruzen ¢lanu x iz S. Govori se o funkciji f|S ili f: S
u smislu da je fx odredeno za svako x € S; f se zove funkcionalni operator.

Primijetimo odmah vaznu razliku u ovoj definiciji funkcije - nije nuzno da sva-
kom elementu polaznog skupa bude pridruzen to¢no jedan element dolaznog skupa;
moguce je da bude i viSe takvih. Na primjer, preslikavanje koje svakom prirodnom
broju istodobno pridruzuje njegov kvadrat, njegov kub, njegovu Cetvrtu i petu potenci-
ju takoder se moze smatrati funkcijom. Napomenimo kako je preslikavanje definirano
na ovaj nacin razli¢ito od preslikavanja danog s g(x) = (x, x%, x°, x*, x°), koje prirodnom
broju pridruzuje jednozna¢no odredenu uredenu petorku prirodnih brojeva. Presli-
kavanje g je funkcija i prema definicijama koje se mogu na¢i u prethodnom poglavlju.

Prema prethodnoj definiciji, vertikalni test za ispitivanje je li dano preslikavanje
funkcija postaje neupotrebljiv u vecini slucajeva jer je moguce da graf funkcije sadrzi
i ¢itav pravac paralelan osi y.

Upoznajmo se kratko i s tadasnjom terminologijom, nesto drugacijom od danasnje:

Zadano x € §, fx se naziva vrijednost ili znacenje funkcije f u x. Skup sastavljen
od svih vrijednosti funkcije f zove se protuoblast ili antidomena funkcije f, te se ozna-
¢ava s fS. Takoder se pise f: S — S, i Cita: funkcija (pridruzivanje) pocevod S prema S,.
Skup S naziva se oblast ili domena funkcije f. Pri preslikavanju x € S — fx € S, naziva
se x nezavisna varijabla ili nezavisna promjenjivica funkcije ili argument funkcije; fx
naziva se zavisna varijabla.

Uocimo kako se umjesto naziva kodomena koristio naziv antidomena.

Pojam funkcije definiran na navedeni na-
¢in moze se smatrati generalizacijom (po- 50}
opc¢enjem) pojma funkcije kakav danas
koristimo. Zaista, funkcije promatrane na
danasnji nacin sadrzane su medu funkci- 30}
jama prema navedenoj definiciji. Upravo
takav podskup skupa funkcija u navede-

401

201

nom je udzbeniku istaknut u idu¢em pot- 1ok

poglavlju pod naslovom .Jednoznacne i

nejednoznacne funkcije”: e — R E—
Funkcija fod S prema S, jednozna¢na Primjer grafa funkcije

je (uniformna) ako je za svako x € § pri- prema Definiciji 2.

padna vrijednost fx jedna jedina. Ako bar

zajedno x € S, fx moze imati bar dva znacenja, funkcija fje nejednoznacna u S. Skup
svih jednoznaénih preslikavanja f: § — S, oznacuje se sa S} (napomenimo kako se na
navedeni nacin i u danasnjim udzbenicima cesto oznacava skup svih funkcija izmedu
dvaju skupova).
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Vise o jednoznacnim i nejednozna¢nim funkcijama mozemo saznati iz sljedeceg
primjera, takoder sadrzanog u udzbeniku [5].

Primjer 1.

Tako na primjer funkcije x > x% cos x,sinx, x* te projiciranje jesu jednoznac¢ne
funkcije.

Pod projiciranjem autori ovdje smatraju preslikavanje koje tocki (x, y) koor-
dinatne ravnine pridruzuje projekciju te tocku na ordinatu, dakle preslikavanje
(6, y) = (x,0).

1
Naprotiv, funkcija x — x2 nije jednoznac¢na jer npr. njome broju 4 odgova-

raju dva znacenja funkcije, i to -2, 2. Dvije pripadne jednoznac¢ne funkcije tada bi

bilo smisleno oznaciti naglasavajuci koristeni predznak u svakome od slucajeva, tj.
1 1

X +x2 i x> —x2.

Prema ovoj definiciji funkcije drugog (kvadratnog) korijena, dolazimo da velike
razlike u poimanju ovog preslikavanja medu danasnjim udzbenicima i udzbenikom
[5]. Prema ovoj definiciji, drugi korijen nenegativnog realnog broja x jednak je svim
realnim brojevima y sa svojstvom da je y* = x, dok se danas za drugi korijen iz nene-
gativnog realnog broja x uzima jedinstven nenegativan realan broj y za koji vrijedi
y* = x. Time je i dobivena jednoznac¢nost te ¢injenica da drugi korijen predstavlja
funkciju. Vjerojatno je ovo i pravo mjesto za dodatno pojasnjenje slozenosti koncepta
tunkcije. Naime, vidjeli smo da se funkcija ne sastoji samo od pravila preslikavanja,
vec i od dvaju skupova koji su od esencijalne vaznosti za razumijevanje ovog pojma

1
— domene i kodomene. Napisati samo neku od oznaka za drugi korijen, tj. x2 ili V/x,
predstavlja tek navodenje pravila pridruzivanja, s obzirom na koje se vrijednosti ne-
zavisne varijable x pridruzuje (neki ili svaki) y za koji vrijedi y* = x. No, dodamo li da
je domena ove funkcije skup nenegativnih realnih brojeva te da je kodomena jednaka
domeni, upotpunili smo definiciju funkcije drugog korijena u danasnjem smislu.

40t 1 40¢
20F 1 20t
0 ot
20t . -20¢
-40t 1 40}
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Graf funkcije drugog korijena Graf funkcije drugog korijena
prema danasnjim udZbenicima promatrane kao dvoznacne funkcije
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Takoder, antiprojiciranje (obrat projiciranja) nije jednoznac¢na funkcija, navo-
di se u knjizi. Zaista, antiprojiciranjem se tocki (x, 0) pridruzuju sve tocke oblika
(x, ¥), gdje je y realan broj, tj. ¢itav pravac paralelan osi y. Na taj je nacin jednoj tocki
pridruzeno beskona¢no mnogo razlicitih vrijednosti.

Pogledajmo i jo$ jedan geometrijski primjer, takoder preuzet iz udzbenika [5].

Primjer 2.

2 2
Ako iz jednadzbe elipse % + % =1 izrazimo y, dobivamo

(2

gdje y moze poprimiti i pozitivnu i negativnu vrijednost. Prethodna jednadzba govo-
ri da je ordinata tocke na elipsi funkcija njezine apscise te propisuje postupak kojem
moramo podvréi vrijednosti argumenta x ako Zelimo odrediti pripadne vrijednosti
od y, koje mozemo smatrati funkcijom argumenta x. Vidimo da je podru¢je definicije
ove funkcije segment [—a,a].
Gledano kao viseznacna funkcija, vidimo da svakoj vrijednosti argumenta X u
1
2

2
otvorenom intervalu ( —a,a > pripadaju dvije vrijednosti funkcije y, i to b[ 1- %j

: x2 )2 . o . . 3 .
i -b| 1-= | , gdje u ovim izrazima uzimamo pozitivnu vrijednost drugog korijena.
a

Zato se moze reci da je funkcija dana s (1) dvoznacna funkcija na intervalu < —a, a> .S
druge strane, u tockama x = —a i x = a funkcija dana s (1) je jednoznacna.

Ovim gledanjem mozemo ¢itavu elipsu prikazati kao graf promatrane dvoznac-
ne funkcije, dok bismo, prema danasnjim definicijama i gledanjima, birajuci samo
jedan predznak u (1) mogli opisati samo dijelove elipse, tj. njenu gornju ili donju
polovicu.

Graf dvoznacne funkcije iz Primjera 2.

Postoje li prednosti i mane ovakvog nacina definiranja pojma funkcije? Naravno,
definicija iz starog udzbenika predstavlja drugaciji koncept od danasnjeg koncepta
funkcije i njome je dan jedan opcenitiji pojam koji se zapravo u upotrebi nije zadr-
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zao. No, to ne daje razlog za napadanje autora navedenog udzbenika jer ipak se radi
o pojmu oko kojeg su se dugo lomila koplja te koji je svoje konacne preinake dozivio
tek u drugoj polovici proslog stoljeca, u doba koje se otprilike podudara s vreme-
nom prvog izdanja navedenog udzbenika. S vremenom se i u nasim udzbenicima
promijenila definicija pojma funkcije te je takva ostala do danas, ne ostavljajuci za
sobom nikakvu vidljivu $tetu. Ipak se uc¢enicima srednjih $kola koncept funkcije niti
ne predaje kroz svu opcenitost svoje definicije - s jedne strane zato §to kao takav nije
niti potreban i mogao bi ucenicima biti zbunjujuci i prekompliciran, a s druge strane
zato $to su se ucenici kroz ranije $kolovanje vec sreli s brojnim primjerima funkcija,
stekavsi tako i polazni dojam o tom pojmu. Mozda se jedini pravi problemi na tome
mjestu i kriju medu primjerima funkcija parnih korijena, s kojima su se ucenici sreli i

ranije. Jednostavno, ako je ranije nauéeno i usvojeno da je vVa? jednako |a , pri cemu
je Jx oznaka za funkciju drugog korijena, takvo §to trebalo bi ostati nepromijenje-
no. Naravno, uz jasno naglasenu razliku izmedu rje$avanja jednadzbi, gdje se moze
pojaviti vise rjeSenja, i rada s funkcijama, c¢ije vrijednosti trebaju biti jednoznacno
odredene.

S druge strane, javlja se i situacija u kojoj danasnja definicija izaziva zbunjenost
kod ucenika, a koju takozvane visezna¢ne funkcije mogu otkloniti. To je upravo situ-
acija u kojoj se ucenici susrecu s inverznom funkcijom.

Podsjetimo, inverzna funkcija funkcije f: S — S, je funkcija f ' : S, — S defi-
nirana na nacin da je f ' (y) = x ukoliko je f (x) = y. Za kompoziciju funkcije i njoj
inverzne funkcije vrijedi (f "o f) (x) =xi(fof™) (y) =y, zasvex € Siye §.U
starom udzbeniku je motivacija za uvodenjem inverzne funkcije prikazana na nacin
da je svaka funkcija odredeni proces u kojemu se polazi od skupa D (domene) pa se
pridruzivanjem odredenih skupova (primijetimo - ne elemenata, nego skupova) ele-
mentima tog skupa izvodi novi skup (D) (antidomena). Medutim, ¢esto je potrebno
obrnuti taj proces, pri ¢emu se polazi od skupa f(D) kao domene te se pridruzivanjem
elemenata skupa D njegovim elementima izvodi skup D kao antidomena. Tako dobi-
vena funkcija zatim se naziva inverzna funkcija i oznacava s f ', te se napominje da bi
je se moglo zvati i antifunkcija ili protufunkcija.

S pojmom inverzne funkcije ucenici se sre¢u nakon samog pojma funkcije, iako
su ve¢ ranije vidjeli primjere takvih funkcija, poput trigonometrijskih funkcija i arkus
funkcija, eksponencijalnih i logaritamskih funkcija te op¢ih potencija. Prvo pitanje
koje se postavlja jest mora li uopce uvijek postojati inverzna funkcija. Na primjer, ako
postoje razliciti x, i x, € S takvi da je f (x) = f(x,) = y € S, nije moguce definirati
vrijednost f ' (y) jer bi morala biti (barem) jednaka i x, i x,, $to je u suprotnosti sa
samom definicijom funkcije. No, ucenici su u trecem razredu srednje Skole upoznati
s trigonometrijskim funkcijama za koje su vidjeli da su periodic¢ne te, prema tome,
za svaku trigonometrijsku funkciju f postoji ¢ak beskona¢no mnogo razlicitih x i
x, takvih da je f (x) = f (x,). Osim toga, vidjeli su i da postoje arkus funkcije koje
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su inverzne trigonometrijskim funkcijama. Time se dolazi do donekle paradoksalne
situacije da su ve¢ obradene funkcije ¢ija je egzistencija upitna, koja se moze rascistiti
pojasnjenjem da su arkus funkcije zapravo inverzne funkcije suzenja, tj. restrikci-
ja trigonometrijskih funkcija na manje intervale, ¢ime dobivamo funkcije koje su
injekcije. Time je, istina, donekle narusena definicija trigonometrijskih funkcija jer
se diralo u njihovu domenu, no pozadinska teorija postaje ispravna. Svakako se radi
o previse komplikacija na ovakvome mjestu na kojemu viseznacne funkcije problem
rjeSavaju na nacin koji je mnogo intuitivniji, ali, naravno, prema danasnjim definici-
jama i ne sasvim tocan.

Promatrano s gledista visezna¢nih funkcija, nema nikakvih prepreka niti po-
teSkoc¢a u definiranju inverznih funkcija. Jednostavno, ukoliko je dana funkcija
f:S—>S,zayeS cef! (y) biti svix € S sa svojstvom da je f (x) = y. Ukoliko je
f(x) =« tada ¢e f~' biti upravo funkcija drugog korijena iz Primjera 1. Ukoliko je
dana (jednozna¢na) funkcija sin x, tada ¢e njoj inverzna funkcija arcsin x = sin”'x
biti beskona¢nozna¢na funkcija koja ¢e npr. broju 0 pridruziti sve brojeve km, gdj je
k cijeli broj. Time su, u stvari, dana dva primjera jednoznacnih funkcija ¢ije inverzne
funkcije nisu jednoznacne.

Pogledajmo jos neke primjere koji se nalaze medu zadatcima u starome udzbe-
niku.

Primjer 3.

Mora li inverzna funkcija viSezna¢ne funkcije takoder biti viSeznacna? Primjeri:
a) y=(x— 2,
b) y =arccosx.

Inverzna funkcija viSezna¢ne funkcije ne mora biti viSeznacna, npr. inverzna
funkcija od y = (x —1)% je f7'(») = y*+1, koja je jednoznacna, dok je inverzna funkci-

ja od y = arccos x jednozna¢na funkcija f(y) =sin y.

Primjer 4.

1
Provjerite je li inverzna funkcija funkcije f(x)= %(4 —x?)2 isama dvoznacna.

1
Iz y= %(4 —x?)? kvadriranjem i prebacivanjem dobivamo 4x?+9y* =36, oda-

1
kleje f(y)= %(9 — y%)2, §to je dvoznaéna funkcija. Grafovi obiju funkcija su elipse.

Naglasimo kako pojam viseznacne funkcije nije sasvim izasao iz upotrebe nego
postoji i danas. Visezna¢ne funkcije ucestalo se pojavljuju prilikom proucavanja
funkcija kompleksne varijable, gdje je njihova upotreba neizbjezna, za razliku od

| 59

Poucak 57.indd 59 @ 1.4.2014. 12:04:40



Poucak 57

realnih funkcija realne varijable. U takvim situacijama uvijek se naglasava kako vi-
$eznacna funkcija nije prava funkcija te da je ona predstavljena skupom (jednoznac-
nih) funkcija koje ju potpuno odreduju te se nazivaju grane funkcije. Uvijek postoji
i posebno istaknuta grana funkcije koja se naziva glavna grana funkcije ili glavna
vrijednost funkcije te je na taj nacin viSeznacnoj funkciji pridruzena jednoznacna
funkcija. Naravno, ovakav je pristup prenapredan, a moze se smatrati i nepotrebnim
za srednjoskolsku matematiku.

Mozda se u tome moze i ogledati namjera autora starijih udzbenika, temeljnih
nastavnih sredstava nastajalih u vrijeme dok je i u samoj matematici na nekim mje-
stima vladao jo$ ne sasvim rasc¢i$¢eni kaos. Pojam funkcije uvodili su na nacin koji
se mogao smatrati korektnim te iz kojeg se lako dalo izdvojiti Sto se smatra pravom
funkcijom. Osim toga, uc¢enicima su ostavili dovoljno informacija za baratanje s ge-
neraliziranim oblicima poput grana funkcije, s kojima ¢e se neki od njih eventualno
susretati, dok su teskoce pri uvodenju inverzne funkcije glatko premoscene. Jasno, s
op¢im prihvac¢anjem nove, doradene definicije pojma funkcije, mijenjao se i pristup
autora udzbenika i njihov nacin izlaganja, pokazuju¢i spremnost za napredovanje i
promjene unutar same matematike.

Literatura

1. F. M. Brueckler, Povijest matematike 1, Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku,
2007.

2. B.Daki¢, N. Elezovi¢, Matematika 2, Element, Zagreb, 2004.

3. B.Daki¢, N. Elezovi¢, Matematika 4, 1. dio, Element, Zagreb, 2006.
4. B.Jagodi¢, N. Sarapa, Matematika 7, Skolska knjiga Zagreb, 1970.
5

. P. Kurepa, 1. Smolec, S. Skreblin, Matematika za IV. razred gimnazije, Skolska
knjiga Zagreb, 1970.

)

The MacTutor History of Mathematics archive, http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/

60 |

Poucak 57.indd 60 @ 1.4.2014. 12:04:40



