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SVOJSTVA KONVEKSNOSTI OBVEZNICA

BOND CONVEXITY PROPERTIES

SAZETAK: Analiza obveznica uobicajeno ukljucuje analizu modificiranog Macau-
layevog trajanja. Ono se interpretira kao linearna aproksimacija promjene cijene kao reak-
cije na promjenu kamatnog faktora. Kada su promjene kamatnog faktora veée, preporuca
se razmatrati Taylorov razvoj cijene obi¢ne kuponske obveznice kao funkcije kamatnog
faktora do zakljuéno drugog reda kao to¢nije aproksimacije reakcije cijene na promjenu ka-
matnog faktora, pri ¢emu se kao prva i druga derivacija funkcije cijene koriste Macaulayevo
trajanje i konveksnost obveznice. Cilj rada je razmotriti neka svojstva konveksnosti obvez-
nice s obzirom da ona utjece na reakciju cijene obveznice na promjene kamatnog faktora.

KLJUCNE RIJE(VZI: obveznice, konveksnost obveznice, Macaulayevo trajanje,
Taylorov red polinoma.

ABSTRACT: Bond analysis usually includes the analysis of modified Macaulay’s
duration. It is defined as a linear approximation of reaction of bond price to the changes in
interest rate (factor). When these changes are bigger, it is advisable to use a second order
Taylor series approximation where the first and second derivations are Macaulay’s duration
and bond convexity. The purpose of the paper is to observe the properties of bond convexity
because it affects the bond price reaction to changes in interest rate factor.
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1. UVOD

Investitorima je prilikom razmatranja o ulaganju u pojedine vrijednosne papire vazno
imati §to viSe dostupnih informacija o njima, pa se pri analizi obveznica, kao jednog od
osnovnih dugoro¢nih vrijednosnih papira, uobicajeno izmedu ostaloga analiziraju medu-
ovisnost cijene 1 prinosa obveznica. Porast zahtijevanog prinosa ¢e rezultirati smanjenjem
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cijene razmatrane obveznice, i obrnuto. Dakle, postoji obrnuto razmjeran odnos izmedu
spomenutih pojmova. Najpoznatiji koncept koji se koristi pri razmatranju obveznica jest
Macaulayevo (definirano u radu The Movements of Interest Rates Bond Yields and Stocks
Prices in the United States since 1856 iz 1938.) i modificirano Macaulayevo trajanje, koje
se racuna kao elasti¢nost cijene obveznice s obzirom na promjenu kamatnog faktora (ili
kamatne stope). Medutim, tako definirana mjera ima nedostatak jer jednako vrednuje pove-
¢anja i smanjenja kamatnog faktora i njegov utjecaj na promjenu same cijene obveznice, $to
je korisno u slucaju vrlo malih promjena kamatnog faktora, a to u stvarnome svijetu cesto
nije realna pretpostavka, posebice u turbulentnim vremenima.

Bilo je potrebno vise od 30 godina od izvodenja pojma trajanja dok investitori nisu
prepoznali njegovu vaznost. Razlozi su jednostavni — kamatne stope dugi niz godina bile
su stabilne i male, sve do 70-ih godina proSloga stolje¢a kada su se zbog znacajne inflacije
i kamatne stope pocele znacajno mijenjati pa investitori pocinju prepoznavati trajanje kao
vaZan instrument koji treba analizirati prije donoSenja odluka o ulaganju. Posljednjih ne-
koliko godina financijska trziSta ponovno se nalaze u sli¢noj situaciji. Stoga se preporuca
razmatrati Taylorov razvoj cijene obi¢ne obveznice u kojega uklju¢ujemo trajanje i konveks-
nost. Kako je konveksnost obveznice pojam koji se rijetko spominje u literaturi, cilj rada
je prikazati svojstva konveksnosti, s obzirom da ona utjece na promjene cijene obveznica s
obzirom na promjene kamatne stope.

Kako se u posljednjih nekoliko desetljeca, a posebice unazad par godina drasti¢no
razvijaju trziSta vrijednosnica, a s njima i same vrste vrijednosnica kojima se trguje na nji-
ma, ovaj rad Zeli doprinijeti postojecoj literaturi novim pogledima na ve¢ postojeée koncep-
te. Pokusat e se razjasniti moguée nedoumice vezane za svojstva konveksnosti obveznica.
Stoga je rad strukturiran na sljedeci nacin. Drugo poglavlje bavi se pojmom konveksnosti
obveznica i izvodom svojstava konveksnosti obveznica kao i ulogom konveksnosti u Taylo-
rovom razvoju cijene obveznice. Trece poglavlje zakljucuje rad.

2. TRAJANJE I KONVEKSNOST OBVEZNICE

2.1. Trajanje obveznice

Iskusnim sudionicima trZiSta vrijednosnica definicije trajanja obveznica zasigurno su
poznate. Macaulayevo trajanje se najceS¢e definira kao: ,,odnos vremenski ponderirane sa-
dasSnje vrijednosti obveznice i same sadaSnje vrijednosti obveznice* (Aljinovi¢, Marasovic,
Sego 2008:239), ,.tezinsko vrijeme do dospijec¢a obveznice, pri &emu su teZine kvocijenti tr-
7i¥ne vrijednosti nov&anih tokova i tekuée cijene obveznice* (Gardijan, Koji¢, Sego 2012:7).
To je koncept ,,koji predstavlja prosje¢no ponderirano vrijeme do dospijeca obveznice* (Or-
sag 2003:224) itd. Uz pretpostavku konstantne kamatne stope i do dospijeca obveznice,
trajanje kuponskih obveznica definirano je formulom:

_1& K

14 K,
B (g e @.1)

gdje D predstavlja Macaulayevo trajanje, B cijenu klasi¢ne kuponske obveznice, K, postnu-
merando isplate — kupone, te i kamatnu stopu. Izraz 1+i je dekurzivni kamatni faktor, . Me-
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dutim, analiza trajanja ne staje samo na tim definicijama, ve¢ se ono modificira i prikazuje
kao mjera rizi¢nosti individualne obveznice. Na taj naCin ova mjera pomaze investitoru pri
odluci o (ne)ukljucivanju pojedine obveznice u portfelj. Uz navedene pretpostavke trajanje
kao mjera rizi¢nosti obveznice ra¢una se formulom:

ds dp
_dr _ B __
Ep,=pg =0 =D 2.2)
r r
odnosno modificirano trajanje:
1dB__D _p, 2.3)

Bdi 1+i ™

Vazno je uociti razliku izmedu trajanja i derivacije cijene obveznice s obzirom na
kamatnu stopu. Naime, to nisu istovjetni pojmovi. Nadalje, trajanje kao mjera rizicnosti
ima sljedeca vazna svojstva: povecanje kamatne stope i uzrokuje smanjenje Macaulayevog
trajanja, ceteris paribus, povecanje vremena do dospijeca T uzrokuje povecanje Macaulaye-
vog trajanja, ceteris paribus itd.* Kao Sto je ve¢ spomenuto, za male promjene kamatnog
faktora trajanje je dobra aproksimacija promjene cijene. U tu svrhu zapi§imo izraz na slje-
deci nadin:

dB dr
£-_p=
3 p 2.4)

Ako je promjena kamatne stope dovoljno mala, izraz u (2.4) postaje:

AR _pAr 2.5)
B r

Nedostatak ove mjere jest $to je ona dobra za male promjene kamatnog faktora (ili
kamatne stope), ali i to $to jednako vrednuje utjecaj smanjenja i poveanja kamatne stope
na promjenu cijene obveznice. Stoga je u analizu potrebno ukljuciti konveksnost obveznice.

2.2. Konveksnost obveznice

Trajanje je kao mjera rizicnosti dobra mjera koja lokalno aproksimira uc¢inke promje-
ne’ kamatnih stopa na samu cijenu obveznice od interesa. Razmatranje samo prve derivacije
u uvjetima volatilnih kamatnih stopa nije dovoljno. Konveksnost obveznice je mjera pogres-
ke koju ¢inimo koriste¢i samo prvu derivaciju prilikom analize u€inaka promjene kamatne

3 Izvode formula (2.2) i (2.3) vidjeti u Aljinovié, Marasovic, gego (2011.).
Za ostala svojstva te dokaze vidjeti (Gardijan, Koji¢, Sego 2012.).
Dakle, za infinitezimalno male promjene.
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stope (Cvitanié, Zapatero, 2004.). U praksi je uoCeno da povecanje kamatne stope izaziva
manje smanjenje cijene obveznice nego $to je njeno poveéanje, kada se kamate smanje za
jednak postotni bod (Vujnovi¢-Gligori¢, Savié, 2011:93). 1z tih razloga potrebno je modi-
ficirati izracun rizi¢nosti obveznice, pa ¢emo razmotriti najprije drugu derivaciju cijene
obveznice s obzirom na kamatni faktor:

d dB | d I K, T K,
a(e ) a(ed) ) a(e )| & ()™ ;4Huagfz. 6)

Ocito je druga derivacija pozitivna, $to znaci da je krivulja cijene kuponske obveznice
konveksna. Sto je konveksnost veca, to ¢e aproksimacija rizi¢nosti pomoéu trajanja biti ma-
nje precizna. Sama konveksnost obveznice C, definira se kao omjer druge derivacije i same
cijene obveznice (moZe se uociti analogija s trajanjem):

1 d’B 1Y
Cb:E—. 5 :EZt(l‘—Fl)—‘tH—Z . 2.7
d(l+1) =1 (1+z)
Analizirajmo svojstva konveksnosti obi¢ne kuponske obveznice, s obzirom na njenu
vaznost u analizi rizi€nosti iste. U literaturi su ova svojstva zanemarena te se ne izvode.
StajaliSte autora jest da je od vaZnosti razmotriti ova svojstva s obzirom na implikacije koje
slijede iz njih. U nastavku ih iznosimo.

Svojstvo 1. Konveksnost kuponskih obveznica je uvijek pozitivna veli¢ina.

Ovo svojstvo nije potrebno posebno dokazivati jer je ocito iz (2.7) da se u izrazu za
konveksnost mnoZe i zbrajaju pozitivne veliine.

Svojstvo 2. Povecanje (smanjenje) kamatne stope dovodi do smanjenja (povecanja)
konveksnosti obveznice, ceteris paribus®.

Ovo svojstvo mozemo provijeriti derivirajuci funkciju C, s obzirom na kamatnu stopu
i ili na sljede¢i nacin. Poveéajmo kamatnu stopu za proizvoljan iznos 6> 0 i promotrimo
dobijenu vrijednost u odnosu na vrijednost funkcije C, prije povecanja stope i:
Vo lx K,
Cb(l)=ng(f+1) 2
t=1 (l + z)

te nakon povecanja i za iznos &:

qﬁ+@:%z4ﬁg__475.

6 U literaturi se ¢esto zanemaruje pretpostavka ceteris paribus prilikom navodenja nekog od svojstava.
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Razlika je

¢, i+6)-C,(i)=

Ucl~

it(t+l)L)t+2 —%;t(r+l)ﬁ

1=1 (1+1+5

——%{i (t+1)K, (m)zg}

A(1+i+o)” " (1+4)

Kako je
(1+i+8) " > (1+4) ™
slijedi
tt+1)K tt+1)K
(. )zi2< ( ')t+2t’Vt‘
(l+z+5) (1+z)
Stoga je

Cb(i+6)Cb(i)—l{§T: (+1)K, t(t+1)z<+o,

Bl (1+ i+5)t+2 (1+ i)HZ

¢ime je dokazano drugo svojstvo. Posljedica ovoga svojstva ukazuje da povecanje ili sma-
njenje kamatne stope nema jednak ucinak na promjenu cijene obveznice, dakle, trajanje i
nije jako pouzdana mjera s obzirom na svoju linearnost.

Svojstvo 3. Porast (smanjenje) vremena do dospijeca obveznice dovodi do povecanja
(smanjenja) konveksnosti obveznice, ceteris paribus.

Za dokaz ovoga svojstva razmotrimo razliku vrijednosti funkcije C, do dospijeca T+1
iT:

1< K,
Cb(T):E;t(t—H) l+i)t+2
i
¢ (re1)=L S ifeer) 2
B = 14 t+2
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T+l K T K
- t(H_l) tt+2 _ZI(H_I) tt+2 =
t=1 14 t=1 1+
1
ZE (T+1)(T+2) T+]1+3

Kako je posljednji izraz ocito pozitivan, vrijedi
C,(T+1)-c,(7)>0,

¢ime je dokazano svojstvo 3. To znaci da ona obveznica koja ima vece vrijeme do dospijea
uz sve ostale znacajke jednake u odnosu na neku drugu, njena cijena ¢e jaCe reagirati na
promjene kamatne stope.

Svojstvo 4. Povecanje (smanjenje) postnumerando isplata — kupona dovodi do pove-
¢anja (smanjenja) konveksnosti obveznice.

U svrhu dokazivanja ovoga svojstva promatramo razliku konveksnosti C,(K) i onu za
slucaj kada uve¢amo kupone za proizvoljan iznos 6 >0, C,(K +0):

(K ):lit(wl)L
b t Bt=l (1+i)t+2

Cb(Kt+5):_T’(H1) Kt+rf2
t=1 (l-l—l
Razlika je dana izrazom
1 <& K, +6 1 <& K
C (K +6)-C, (K |)=— 1) —— 1) — _ =

Li(t+1)(K,+8)-t({t+]1)K,
:% D ( )( ))z+2( ) _

=1 (1+i

Doista, povecanje postnumerando isplata dovodi do povecanja konveksnosti analizi-
rane obveznice (ceteris paribus), pa smo dokazali da vrijedi svojstvo 4. Posljedice ovoga
svojstva sli¢ne su kao kod prethodnoga. Dakle, ona obveznica koja ima vece postumerando
isplate i sve ostale znacajke jednake u odnosu na drugu, njena cijena Ce jaCe reagirati na
promjene kamatne stope.
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Svojstvo 5. Ona obveznica koju obiljezava veca konveksnost u odnosu na druge je
bolja investicijska prilika za investitora.

Svojstvo 5. ilustriramo slikom 1. iz koje je razvidno da ukoliko se kamatna stopa s
razine i, smanji na razinu i , onda se uocava da zbog vece konveksnosti obveznice Y dolazi
do veceg povecanja cijene B, u odnosu na obveznicu X, tj. B >B, ako je i <i . Stoga onaj in-
vestitor koji o¢ekuje da ¢e doci do smanjenja kamatne stope na razinu i, kupuje obveznicu Y
kako bi ju u buduénosti mogao prodati po ve€oj cijeni u odnosu na onu po kojoj je kupio ob-
veznicu. Pritom je ta cijena veca u odnosu na cijenu obveznice X koja je manje konveksna. S
druge strane, ukoliko ofekuje da ¢e doci do povecanja kamatne stope na razinu i,, priCekat
¢e s kupnjom jer ¢e do¢i do smanjenja cijene obveznice Y, i to u ve¢oj mjeri u odnosu na
promjenu cijene obveznice X.

A

Cijena By, By

Nav,
‘\
N
S ¥
Y
>
i1 i i Kamatna stopa i

Slika 1. Usporedba dvije obveznice s ve¢om i manjom konveksnoséu

Izvor: izradili autori.

2.3. Taylorov razvoj cijene obveznice kao to¢nija aproksimacija
rizicnosti obveznice

Samo trajanje i konveksnost obveznice ne razmatraju se odvojeno, ve¢ se koriste u
Taylorovoj formuli, kako bi se to¢nije aproksimirali uinci promjena kamatnih stopa na
cijenu obveznice. U tu svrhu prikazimo najprije Taylorovu formulu u opéenitom obliku,
koja se koristi za aproksimaciju realne funkcije f(x) u okolini toCke x, koja je derivabilna do
ukljucivo n-tog reda:

2
(¥~ )

2!

X=X
1!

f(x)zf(x0)+ Of'(x0)+ f"(xo)+...+Rn.
Taylorov razvoj cijene obveznice kao funkcije kamatnog faktora u okolini r, do za-

klju¢no drugog reda mozemo pisati ovako:

8(7) = Bl + = () UL o),
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odnosno
dB 1 2 d*B
B(r) = B(r0)+(r r0)$+5(r—r0) _dr2 R
to jest
dB 1 2d*B
B(r)—B(ro)z(r—ro)g+5(r—r0) F (2.8)
Sada mozemo izraz (2.10) preoblikovati u
2
ap=ar By lp2, 28 2.9)
dr 2 dr
gdje su
a8 __B
dr r
i
d*B
—=B-C,.
dr? b

Uvrstimo li posljednje dvije jednakosti u (2.9), dobijamo:

aB=-ArZp+La2pe, = Bl -+ Loat |
r 2 2

p (2.10)

Upravo smo pokazali kako Taylorov razvoj cijene obveznice ovisi 0 njenom trajanju
i konveksnosti. Prilikom empirijske analize svojstava cijene obveznice preporuca se kori-
Stenje izraza (2.10) kao tocnije aproksimacije utjecaja promjene kamatne stope na cijenu
obveznice. Kako izraz (2.10) ukljucuje i konveksnost obveznice, razmatranje njenih svojsta-
va je nuzno u ovakvoj analizi.

3. ZAKLJUCAK

Najcescée koriStene mjere rizi¢nosti obveznica, trajanje i konveksnost, omogucavaju
usporedbu rizi¢nosti kuponskih obveznica razli¢itih znacajki u smislu ocjene osjetljivosti
njihove cijene na promjene vrijednosti varijabli. Analizom analitickih izraza kojima se ra-
cunaju ove mjere moguce je izvesti njihova svojstva koja opcenito vrijede za sve kuponske
obveznice uz odredene pretpostavke. Tako su u radu pokazana svojstva i posljedice kon-
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veksnosti na samu cijenu obveznice, nakon ¢ega je ukazana vaznost Taylorovog razvoja do
zaklju¢no drugog reda cijene obveznice. Autori se nadaju da su u ovome radu otklonjene
nedoumice vezane za razumijevanje konveksnosti obi¢ne obveznice i njezinih svojstava.
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