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Sazetak

U ovom radu dajemo prikaz osnovnih rezultata o
kompleksnim kvadratnim matricama Cciji trag je jednak nuli.
Takoder karakteriziramo hermitske matrice traga nula i
dajemo ocjene za njihove norme.

1 Uvod

Neka je C™ unitaran prostor snabdjeven skalarnim produktom

n
(:B, y) = Z miz_/ia
=1

gdie su ¢ = (21,...,%,),y = (Y1,---,Y,) € C". Euklidska norma
vektora z = (z1,...,2,) € C" definira se kao

EENCERIO SN

Oznatimo s M, (C) algebru svih kompleksnih kvadratnih matrica reda
n. Poznato je da se algebra M, (C), preko standardne ortonormirane
baze (ei,...,e,) prostora C", poistovjecuje s algebrom B(C") svih
linearnih operatora koji djeluju na C". Vektore prostora C" shva¢amo
kao jednostupcane matrice.

Trag matrice A = (a;j) € M,(C), u oznaci tr(A), definira se kao
zbroj njezinih dijagonalnih elemenata

tr(A) = i Qij.
i=1

Pokazuje se da je trag matrice jednak zbroju njezinih svojstvenih
vrijednosti.

Preslikavanje A — tr(A) je linearan funkcional na prostoru M, (C),
tj. vrijedi

tr(aA + BB) = atr(A) + ptr(B)
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za sve A,Be M,(C) i sve a,B € C. Takoder, za kompleksne
kvadratne matrice A i B istoga reda vrijedi

tr(AB) = tr(BA),
tr(AT) = tr(A),

tr(A") = tr(A)

. T V.. . * . . .
gdje smo s A" oznadili transponiranu, a s A® adjungiranu matricu
matrice A. Prostor M, (C) je unitaran uz skalarni produkt definiran s

(A|B) = tr(B*4) (A, B < M,(C)).
Ovako definiran skalarni produkt je ekvivalentan euklidskom

skalarnom produktu na C™*".

U daljnjem ¢emo hermitski dio kvadratne matrice A, tj. matricu
%(A+A*), po analogiji s kompleksnim brojevima oznadavati s

Re(A). Prema tome, Re(4) = 2 (A + A*). Oznaku diag(\1, ..., An)

— 2
koristit ¢emo za dijagonalnu matricu reda n s elementima na glavnoj
dijagonali A1,...,A,. Sa o(A) oznalavat ¢emo spektar kvadratne
matrice A.

Pozitivan drugi korijen pozitivno semidefinitne matrice A uvodimo
koriste¢i spektralni radun. Neka je A=UDU*, gdje je
D = diag(A1,...,A,), spektralni rastav matrice A. Definiramo
dijagonalnu matricu

D2 = diag(A;%, ..., A/).
Tada je pozitivho semidefinitna matrica
A1/2 — UD1/2U*

jedinstveno pozitivno semidefinitno rjesenje jednadzbe X? = A, koje
nazivamo pozitivan drugi korijen matrice A. Apsolutnom vrijedno$éu
matrice A, u oznaci |A|, nazivamo pozitivan drugi korijen matrice

A*A. Dakle, |A| = (A*A)Y?. pokazuje se da za svaku kompleksnu
kvadratnu matricu A reda n postoji unitarna matrica U reda n takva
da je A = U|A|. Ovaj se rastav naziva polarni rastav matrice A (v.
Teorem 3.7 iz [24]).

U ovom radu dat ¢emo pregled osnovnih rezultata o kvadratnim
matricama ¢diji trag je jednak nuli. Pokazat ¢emo da je A matrica
traga nula ako i samo ako je A komutator dviju matrica. Takoder,
svaka je matrica traga nula unitarno slicna matrici Cija se dijagonala
sastoji od samih nula. Posebno ¢emo prouciti hermitske matrice traga
nula; okarakterizirati ih, te dati ocjene za operatorsku normu
takvih matrica.

Clanak se temelji na diplomskom radu [18], koji se pak temelji na
rezultatima koji se mogu nadiu [1, 7, 8, 11, 15, 16, 24].

2 Karakterizacije matrica traga nula

Bududi da je trag linearan funkcional na vektorskom prostoru Mn(C),

to je skup svih kvadratnih matrica reda n ciji je trag jednak nuli
potprostor prostora M, (C). Naime, ako su A, B € M,,(C), te ako je
tr(A) = tr(B) = 0, tada je
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tr(aA + BB) = atr(A) + ptr(B) =0

za sve «, B € C. Izra¢unat éemo dimenziju tog potprostora.

Propozicija 1. Vektorski potprostor V.C M, (C) svih kompleksnih
kvadratnih matrica reda n Ciji je trag jednak nuli ima dimenziju

dimV =n? — 1.

Dokaz.. Oznatimo s FEj;,i,j=1,...,n, matrice reda n Cdiji je
(4,7)-ti element jednak jedan, dok su svi ostali elementi nule. Neka je
M, =FE; —FE,i=1,...,n— 1. Tada su matrice
E;i,j=1,...,n, i # j, i matrice M;,i =1,...,n —1, elementi
prostora V. Lako se provjeri da je ovih (n? —n) 4+ (n —1) =n% -1
matrica linearno nezavisno. Nadalje, svaka se matrica

A = (a;;) € M,(C) &iji je trag jednak nuli moze prikazati kao

n—1
A= Z a; Eij + Zan‘Mz‘,
1<i#j<n i1
jer je tr(A) = 0 ekvivalentno s ap, = — Z;:ll a;;. Zakljuéujemo da
je dimV = n2 — 1 &to se i tvrdilo. m

Primjer 2. Nilpotentna matrica, tj. matrica A € M., (C) takva da je

AF =0 za neki k € N, je primjer matrice traga nula, buduli da su
sve njezine svojstvene vrijednosti jednake nuli.

Primjer 3. Jedina pozitivho semidefinitna matrica traga nula je
nul-matrica. Zaista, ako je trag pozitivno semidefinitne matrice
jednak nuli, tada su sve njezine svojstvene vrijednosti jednake nuli.
Prema tome, takva je matrica unitarno slicna nul-matrici, dakle i
sama je nul-matrica. Stovise, ako je A = BC umnoZak dviju
pozitivno semidefinitnih matrica B,C € M,,(C), pri &emu je
tr(A) =0, tada je A = 0. Naime, kako je B=T*T i C = S*S za
neke matrice T', S € M,,(C) (v. Teorem 7.3 iz [24]), to vrijedi

tr(A) = tr(BC)
= tr(T*TS*S)
= tr(ST*TS™)
= tr((T'S*)" (T'S")).

Ako je tr(A) =0, slijedi (TS*)"(T'S*)=0 jer je matrica
(T'S*)*(T'S™) pozitivno semidefinitna. Stoga je T'S* = 0 odakle pak
dobivamo A = BC =T*TS*S = 0.

Napomenimo da je umnoZak dviju hermitskih (odnosno pozitivno
semidefinitnih) matrica hermitska (odnosno pozitivno semidefinitna)
matrica ako i samo ako te matrice komutiraju (v. Korolar 10 iz [19]).
Inace, proucavanje umnoska hermitske i pozitivno semidefinitne
matrice je netrivijalno pitanje ([14, 21, 23]).

Definicija 4. Komutator kompleksnih kvadratnih matrica A i B reda
n, u oznaci |[A,B], je matrica koju definiramo formulom
[A, B] := AB — BA.

Kako je tr(T'S) = tr(ST), komutatori su primjer matrica &iji je trag
jednak nuli. Mozemo se zapitati opisuje li to svojstvo u potpunosti
komutatore, odnosno je li svaka matrica traga nula komutator dviju
matrica. Uoclimo najprije da je odgovor potvrdan za dijagonalnu
matricu A = diag(\1,...,A,) traga nula, buduéi da je jedan mogudi
izbor matrica T i S takvih da je A = [T, S] dan s
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0 1 0 0 0
00 1 0 0
000 0 0
T: . .
00 0 0 1
0 0 0 0 0.
0 0 0 0 0]
p 0 0 0 0
0 py O 0 0
S = _ ,
0 0 0 ... 0 0
0 0 0 ... p,, O

i
gdje su p; :Z/\j,izl,...,n—l.
j=1

Promotrimo sada matricu A = (a;;) € M,,(C) traga nula, takvu da je
a; = 0,6 =1,...,n. Izaberimo zatim matricu T = diag(t1,...,tn),
gdje su ti,...,t, proizvoljni, ali medusobno razliiti kompleksni
brojevi. Neka je S = (s;5) € M, (C), gdje je

a
Siji=1—7, 1<i#j<nm,
t—t;

a s;,t = 1,...,n, su proizvoljni kompleksni brojevi. Lako se provjeri
da je (4, j)-ti element matrice T'S — ST jednak (t; — t;)si; = aij, pa
je prema tome A =TS — ST. Time smo pokazali da je matrica &iji
su svi dijagonalni elementi jednaki nuli komutator dviju matrica.

Primijetimo da je svojstvo "biti komutator" invarijanta sli¢nosti.
Naime, ako je A = [T, S] za neke matrice T', S € M, (C), tada je

R 'AR=R (TS - ST)R
= (R'TR)(R'SR) — (R"'SR)(R'TR)
= [R'TR,R'SR]

za svaku regularnu matricu R € M, (C). Odavde slijedi da je i svaka

matrica A koja je sli¢na matrici ¢ija se dijagonala sastoji od samih
nula takoder komutator dviju matrica.

Kao primjer matrica traga nula naveli smo nilpotentne matrice. Prema
teoremu o Schurovoj dekompoziciji (teorem 3.3 iz [24]) svaka je
nilptotentna matrica unitarno slicna matrici ¢ija se dijagonala sastoji
od samih nula, pa su stoga nilpotentne matrice komutatori dviju
matrica. Pokazat ¢emo sada da ovaj rezultat vrijedi i opcenito,
odnosno da je svaka matrica traga nula unitarno slicna matrici Ciji su
svi dijagonalni elementi jednaki nuli. Dokaz ove tvrdnje je
netrivijalan, a temelji se na svojstvu konveksnosti numericke
slike matrice.

Numericka slika, ili kako se jo$ naziva polje vrijednosti, matrice
A € M,,(C) definira se kao skup

W(A) = {(Az,z):z € C",|z| = 1}.
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Skup W(A) je kompaktan, jer je slika neprekidne funkcije
z +— (Az,z) definirane na jedini¢noj sferi {x € C" : ||z|| = 1}, koja
je kompaktan skup. Takoder, za svaki A € o(A) postoji jedini¢ni
vektor € C" za koji je Axr= Az, odakle slijedi
A= (Az,z) = (Az,x) € W(A). Prema tome, numeritka slika
matrice sadrzi njezin spektar. Kao sto smo ve¢ napomenuli, jedno od
osnovnih svojstava numericke slike matrice, koje je dovelo do mnogih
interesantnih posljedica i korisnih primjena, je njezina konveksnost
([13, 22]). Vise rezultata o numerickoj slici matrice zainteresirani
Citatelj moze nadi u [15].

Konveksnom kombinacijom elemenata x,...,x, nekog vektorskog
prostora nazivamo svaki vektor oblika

tla:l + -+ tnxna

pri ¢emu je t; >0 zat=1,...,n ity +---+t, =1. Konveksan
skup sadrzi svaku konveksnu kombinaciju svojih elemenata
(propozicija 11, str. 37 iz [19]). Kako je W(A) konveksan, te
o(A) CW(A), zakljuujemo da skup W(A) sadrzi sve konveksne
kombinacije svojstvenih vrijednosti matrice A. Upravo na tom
svojstvu zasniva se dokaz sljedece tvrdnje o karakterizaciji matrica
traga nula.

Teorem 5. Za A€ M,(C) sljedeée tvrdnje su medusobno
ekvivalentne:

(a)

tr(A) = 0;

(b)

A je komutator dviju matrica;

(c)

postoji unitarna matrica U € M,,,(C) takva da su svi dijagonalni
elementi matrice U* AU jednaki nuli.

Dokaz.. Tvrdnje (b)=(a) i (c)=-(a) su ocite.

(a)=(c) Tvrdnju da postoji unitarna matrica U € M, (C), takva da

su svi dijagonalni elementi matrice U* AU jednaki nuli, dokazujemo
indukcijom po redu matrice n. Jasno je da tvrdnja vrijedi za n = 1.

Prepostavimo sada da tvrdnja vrijedi za sve matrice reda n — 1. Neka

jec(A) = {A1,..., A} . Prema pretpostavci je
1 1 1
— A+ + =X, =—tr(4) =0,
n n n

tj. 0 je konveksna kombinacija svojstvenih vrijednosti matrice A, pa
stoga 0 € W(A). Tada postoji = € C", |z| =1, takav da je
(Az,z) = 0. Neka je W € M, (C) unitarna matrica ¢iji je prvi stupac
vektor x; dakle We; = x. Tada vrijedi

(W*AWey,e1) = (AWey,Wey) = (Az,z) = 0,
pa je

W* AW = lo “}
v B

gdje suu,v € C" 1B € M,,_1(C). Kako je
0=tr(A) =tr(W*AW) = 0 + tr(B) = tr(B),



Matrice traga nula | math.e Vol. 26

prema pretpostavci indukcije postoji unitarna matrica V3 € M, _1(C)
takva da su svi dijagonalni elementi od V;*BV; jednaki nuli.
Definiramo U = WV, gdje je

V= [(1) ‘Hemn(m

unitarna matrica. Tada je

U*AU = (WV) A(WV) = V" (W* AW)V

10 lOu*]ll 0]
o v lv Bll0o W
o ww
| Vv VBV

matrica Ciji su svi dijagonalni elementi jednaki nuli.
(a)=(b) Pokazali smo da (a) povladi (c), a iz prijasnjih razmatranja
jasno je da tada vrijedi i tvrdnja (b). [

Napomena 6. Pokazali smo da za matricu A C&iji su svi dijagonalni

elementi jednaki nuli postoje matrice T i S, pri emu je T
dijagonalna, pa stoga i normalna matrica, takve da je A = [T, S].
Stovide, za svojstvene vrijednosti matrice T moZemo izabrati bilo
koje medusobno razli¢ite kompleksne brojeve. Prema prethodnom
teoremu svaka je matrica A traga nula unitarno sli¢na matrici &ja se
dijagonala sastoji od samih nula. Odavde zakljuCujemo da za svaku
matricu A traga nula postoji rastav A = [T, S, gdje za T moZemo

izabrati normalnu matricu s proizvoljnim medusobno razli¢itim
svojstvenim vrijednostima.

Kao ocitu posljedicu propozicije 1 i teorema 5 navodimo
sljededi rezultat.

Korolar 7. Skup svih komutatora dviju matrica reda n je vektorski
potprostor od M,,(C) dimenzije n® — 1.

3 Karakterizacije hermitskih matrica
traga nula

Vaznu klasu unutar komutatora c¢ine samokomutatori, tj. hermitske
matrice oblika [T"*, T'], gdje je T' € M,,(C).

Ako je A= [T*,T] samokomutator i U € M,,(C) unitarna matrica,
onda je

U'AU =U*(T*T -TT*)U
= U*T*U)(U*TU) — (U*TU)(U*T*U)
= (U*TU)"(U*TU) — (U*TU)(U*TU)*
= [(U*TU)*,U*TU],
pa je U* AU takoder samokomutator. Dakle, “biti samokomutator” je
invarijanta unitarne sli¢nosti.

Ako je A samokomutator, onda je tr(A) = 0. Pokazat ¢emo da je
svaka hermitska matrica, ciji je trag jednak nuli, samokomutator.
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Teorem 8. Za hermitsku matricu A € M,,(C) sljedeée tvrdnje su
medusobno ekvivalentne:

(a)

tr(A) = 0;

(b)

A je samokomutator.

Dokaz.. Tvrdnja (b)=>(a) je ocita.

(a)=(b) Kako je A hermitska matrica, to postoji unitarna matrica
U e M,(C) tako da je D =U*AU = diag(A1,...,A,), gdje su
A € o(A), te AL > Ay > >\ Stavimo
W, = Zé‘:l Aji=1,...,n—1. Buduéi da je tr(4) =0, vrijedi
p; >0zai=1,...,n— 1. Neka je

0 0 0o ... 0 0
/I 0 0o ... 0 0
0 Vs 0
T = _ - € M, (C).
0 0 0 0 0
i 0 0 0 [T 0_
Tada je

T*T —TT" = diag(py, Hy — B1s B3 — Has -y Hn1 — 2y —Hp_1)
= diag(/\l,/\z,)\,?,, .o 7/\n—17/\n)

= D,
tii D je samokomutator. Stoga je i A=UDU*
takoder samokomutator. [

U nastavku ¢emo dati joS neke interesantne karakterizacije
hermitskih matrica traga nula.

Teorem 9. Za hermitsku matricu A € M,,(C) sljedeée tvrdnje su
medusobno ekvivalentne:

(a)

tr(A) = 0;

(b)

A=P-UPU*, gdje je PeM,(C) pozitivno semidefinitna
matrica i U € M,,(C) unitarna matrica;

(c)

A = Re(N), gdje je N € M, (C) nilpotentna matrica.

Dokaz.. Tvrdnja (b)=-(a) je ocita.

(@a)=(b) Prema teoremu 8 postoji T € M,(C) tako da je
A=T*T —TT". Neka je T = U|T| polarni rastav matrice T'. Tada
je TT* = U|T|*U*, pa je A= |T|* —U|T|?U*, gdje je P = |T|?
pozitivho semidefinitna matrica.

(c)=(a) Kako je tr(N) = 0, vrijedi

tr(A) = tr(Re(N)) = % (tr(N) + tr(N*)) = % (tr(N) + tr(N)) = 0.
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(a)=(c) Kako je tr(A) =0 to je, prema teoremu 5, A=U*BU
gdje je U € M,(C) unitarna matrica, a B € M,,(C) (hermitska)
matrica s nulama na glavnoj dijagonali. Matrica B moze se zapisati
kao zbroj B:%(M—l—M*), pri ¢emu je M gornja trokutasta

matrica s nulama na glavnoj dijagonali, pa je prema tome M
nilpotenta matrica. Tada je N = U*MU nilpotentna matrica, te

vrijedi A=U*BU = § (N + N*) = Re(N). m

4 Ocjene za norme samokomutatora

Na M, (C) uvodi se matriéna (operatorska) norma inducirana
euklidskom normom na C";

|All = max ||Az|| (A € My (C)).

Ja]|=1
Ovako definirana matri¢na norma je submultiplikativna, tj.
IAB| < [[A[[[|Bl (A, B € M,(C)),
te unitarno invarijantna, tj.
[UAV]| = || Al
za sve unitarne matrice U,V € M, (C). Takoder vrijedi
1A%l = llAll, 14" Al = || Al
Ako je matrica A normalna, onda je
|Al| = max{|A| : A € o(4)}.

U ovoj toCki dat ¢emo gornju i donju ocjenu za matricne norme
samokomutatora.  Uo&imo, za samokomutator A= [T*,T]
vrijedi ocjena
2
[A| = T*T —TT"[| < |T*T|| + [|[TT*|| = 2| T|".

Medutim, ovaj pristup ne daje nam dobru gornju ocjenu. Fong [8] je
dokazao da se konstanta 2 u gornjoj ocjeni moze zamijeniti
konstantom 1.

Teorem 10. Ako je A = [T*,T), onda je || A|| < || T

Dokaz.. Kako je matrica A hermitska, to prema teorem 8.8 iz [24]
postoji jedini¢ni vektor z takav da (Az,z) = |4, ili postoji
jediniéni vektor y takav da (Ay,y) = — ||A|| . U prvom sluéaju imamo

IT|” > ||Tz|? = (Tz,Tz) = (T*Tz,z) = (TT*z,z) + (Az,z) > ||4]],
dok je u drugom slucaju
ITI1? = T > |IT*yl* = (T*y, T*y) = (TT*y,y) = (T*Tyy) - (Ay,y) > |A].

Time je teorem dokazan. [

Za donju ocjenu norme samokomutatora koristit cemo nejednakost
14+ Bl| < max{|| A, |B|} + [|A/*B"?| (1)

koja vrijedi za svake dvije pozitivho semidefinitne matrice
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A, B € M,,(C), a &iji se dokaz moze pronadi u [17].

Teorem 11. Ako je A=1[T*T), onda je
2

IA] = T|° — ||7*| > o.

Dokaz.. Neka je T = U|T| polarni rastav matrice T'. Buduéi da su
matrice |T'| i U|T|U™ pozitivno semidefinitne, prema (1) vrijedi

|IT*T + TT*|| = || IT* + UIT|*U*
= |[1T* + @iy
< max { |||, | @70} + | ITIOITIO*|
= |IT?| + |vITwITIUU|

= |T°T| + |UITUIT|
= I + |17

Odavde slijedi

Al = |T*T — TT*|
= |T*T + TT* — 2TT*||
> 2||TT*|| — |T*T + TT*||
> 2T — (|71 + |T2])
= |TI* - |7?|,

Sto se i tvrdilo. m

Napomena 12. (a) Primijetimo da za normalnu matricu T' imamo
A=[T*"T|=T*T—-TT* =0, pa teorem 11 kaZe da vrijedi

|T||> = |T?||, sto je dobro poznata &injenica (v. vidi str. 178 iz
[11]).

(b) Ocjene dane teoremima 10 i 11 su ostre. Zaista, za nilpotentnu
matricu T’ Ciji je indeks nilpotentnosti dva, postizu se jednakosti

IT|* = |72 = |T*T — TT*| = |T||*.

5 Generalizacije

Pojam traga ne moze se opcenito definirati za operatore koji djeluju
na beskonacno-dimenzionalnim prostorima. Ipak, prirodno se zapitati
mogu li se rezultati o karakterizaciji komutatora i samokomutatora
generalizirati i za takve operatore. Puno je zanimljivih radova
napisano na tu temu (v. [2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 20]). Jedna od
znacajnih karakterizacija komutatora moze se naci u [4, 12], gdje je
pokazano da je ograni¢en linearan operator A koji djeluje na
beskonaéno-dimenzionalnom Hilbertovom prostoru H komutator
dvaju operatora ako i samo ako A nije kompaktna perturbacija
(razli¢itog od nule) skalarnog operatora, tj. ako A nije oblika K + A,
gdje je A € C\ {0},K kompaktan operator na H, a I jedini¢ni
operator na H. (Ograni¢en linearan operator K na Hilbertovom
prostoru H je kompaktan ako i samo ako za svaki ograni¢en niz ()
u H, niz (Kz,) u H ima konvergentan podniz.) Takoder su vaZne
karakterizacije komutatora na beskonac¢no-dimenzionalnom
Hilbertovom prostoru dobivene u terminima njegove esencijalne
numericke slike, odnosno nul-dijagonalnih operatora ([2, 5, 6, 20]).
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