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Jedan problem globalne optimizacije

Petra Corn* Rudolf Scitovskif

Sazetak

U radu se promatra sljedeéi problem globalne optimizacije

+oo
argmin F'(a), F(a) = / e T (1 +aix+---+ anxn)Q dx.
G.E]R"
0

Pokazano je da ovaj problem ima jedinstveno rjesenje, koje se moze
odrediti rjesavanjem odgovarajuceg problema najmanjih kvadrata ili
kao specijalni slucaj jednog opcenitijeg problema najbolje aproksi-
macije u unitarnom vektorskom prostoru. U drugom slucaju pri-
mijenjeni su Laguerrovi ortogonalni polinomi. Rjesavanje problema
ilustrirano je s nekoliko numerickih primjera.

Kljucne rijeéi: globalna optimizacija, problem najmangih kva-
drata, najbolja aproksimacija, Laguerrovi polinoms

On a global optimization problem

Abstract
We consider the following global optimization problem
+00
argmin F'(a), F(a)= / e (l+az+--+ anx")Q dz.
acR"” 5

It is shown that this problem has a unique solution, which can be
determined by solving the corresponding least squares problem or as
a special case of a general best approximation problem in a unitary
vector space. In the latter case, Laguerre polynomials are applied.
The problem solving is illustrated by several numerical examples.

Keywords: global optimization, least squares problem, best ap-
proximation, Laguerre polynomials

*Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku, email: petra.corn@gmail.com
tOdjel za matematiku, Sveuéiliste u Osijeku, email: [scitowsk@mathos.hr


mailto:petra.corn@gmail.com
mailto:scitowsk@mathos.hr

James Joseph Sylvester
(1814.-1897.)

engleski matematicar,
temeljne doprinose dao
u matricnoj teoriji,
teoriji brojeva i
kombinatorici

PETRA CORN RUDOLF SCITOVSKI

1 Uvod

Promatramo sljedeéi problem globalne optimizacije

+o00

argmin F'(a), F(a)= / e (14 a1z + -+ ana™)? da, (1)
a€R™
0

gdje je a = (ay,...,a,)T € R™. Problem su prvi puta 1967. godine pos-

tavili Bowman i Gerard [3, str. 327]. Morell [§] je sljedeée godine na vrlo

jednostavan nacin dokazao da je m]}zn F(a) = %_H, ali nije odredio vektor
aclR™

a* € argmin F'(a). F. Smithies [I1] je 1970. godine za rjeSavanje ovog pro-

acR™
blema primijenio Laguerrove ortogonalne polinome i vrlo elegantno dobio

vrijednost F(a*), ali i vektor a* s komponentama

agzm@) k=1,...,n. 2)

Najprije primijetimo da je gradijent funkcije F' vektor

sgrad F(a) = Hpa + b, (3)
gdje je
21 31 . (n+1) 1
31 A (n+2) 21
Hp — . . : 7 b— |1 n
(+ 1) (a2 . o ot

a da je Hessian funkcije F' matrica 2Hpr. Prema Sylvesterovom kriteriju
(vidi primjerice [7]) matrica Hp je pozitivno definitna jer su svi njezini
glavni minori pozitivni:

2! v (k1) 2

k
=(k+1) (Hw) >0, k=1,...,n. (5)
i=1

Zato je F strogo konveksna funkcija koja ima jedinstvenu tocku globalnog
minimuma [12], a koju moZemo dobiti rjeSavanjem jednadzbe grad F(a) =
0,

Ae=| ... ... .
(k+1)! ... 2k

Hpa+b=0. (6)
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n a* F(a") det Hp cond Hp
R i 2 1

2 (-1, 57 3 12 54.31

3 (=3,3,-24)7 z 576 4679.59

5 (=5,3,—5, o — k)T s ~72x10°  14x10°8
7o (=L, - )T b ~1.26x10%% 153 x10%3

Tablica 1: Neka rjesenja problema

U Tablici [1| navedena su rjesenja problema za nekoliko vrijednosti od
n € IN, koja su dobivena koriStenjem programskog sustava Mathematica.
Moze se primijetiti da porastom n, determinanta Hessiana vrlo brzo raste.
Posebno je vazno analizirati broj uvjetovanosti Hessiana, koji se za la-normu
moze definirati na sljedeéi nac¢in [5] [0} [13]:
cond Hp = %’

gdje su o1, 0, najveca i najmanja singularna vrijednost matrice Hp. Kao
Sto se moze vidjeti u Tablici [1} ve¢ za n > 8, broj uvjetovanosti postaje
toliko velik da direktno rjesavanje jednadzbe @ viSe nema smisla. Zato se
prirodno postavljaju sljedeca pitanja:

e moze li se pronadéi opée rjesenje problema ?
U ovom radu pokazat ¢ée se (vidi t. [2) da se problem moze rijesiti kao
linearni problem najmanjih kvadrata ili kao specijalni sluc¢aj jednog opdce-
nitijeg problema najbolje aproksimacije u unitarnom vektorskom prostoru.

Ako se pri tome koriste Laguerrovi ortogonalni polinomi (vidi t. , lako se
dobiva opée rjesenje problema (vidi t. {3.1]).

2 Problem najbolje aproksimacije

Neka je C(IRy) vektorski prostor realnih neprekidnih funkcija definiranih
na [0,+00). Na tom prostoru definiramo skalarni produkt s tezinskom
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funkcijom w(z) = e~* na sljededi nadin
400

(1.9)= [w@)f@gla)ds. f.g€CRe), ()

0
te odgovarajuéu induciranu normu

+00
191 = (1) = [ @)@y, 1eCmy). (8)
0
Nadalje, ako je £ = L(p0,¢1,---,%n) C C(R4) potprostor razapet line-
arno nezavisnim funkcijama ¢;(z) = z*, i = 0,1,...,n, onda kazemo [4, ]

da je f* € £ najbolja aproksimacija funkcije f € C'(IR+) na potprostoru
L C C(Ry) ako vrijedi

Lf =<1 —ull, Vuecl (9)

Odrediti najbolju aproksimaciju funkcije f € C'(IR4+) na potprostoru £ C

C (R4 ) znadi pronaéi a* € R""!| takav da je G(a*) = min G(a), gdje je
acR™

2 +0o0 2

_ /w(z) (f(:z:) Zai@i(x)> de.  (10)
i=0

0

Gla)= Hf — > aipi
i=0

Nuzan uvjet za egzistencije vektora a* € R"™! (grad G(a*) = 0) vodi na
rjeSavanje sustava jednadzbi

(0, ®0)ao + (o, p1)ar + -+ (@0, on)an = (vo, f)
(¢1,90)a0 + (p1,01)a1 + -+ (01, 0n)an = (¥1, ) (11)

(&n, v0)ao + (n,p1)a1 + -+ (©n, @n)an = (¢n, f).

Matrica sustava jednadzbi u literaturi se naziva Gramova matrica i
oznacava s G(po, ¢1,...,¢n), a bududéi da su funkcije o, @1, ..., n line-
arno nezavisne [4], ona je pozitivno definitna (vidi primjerice [7]). Istovre-
meno, ta je matrica do na pozitivnu konstantu jednaka Hessianu funkcije
G. Dakle, funkcija G strogo je konveksna na skupu R"*!, pa postize je-
dinstveni globalni minimum [0, 2] na vektoru a* = (a},...,a})T, koji
mozemo dobiti rjeSavanjem sustava . Najbolja aproksimacija f* funk-
cije f na potprostoru £ je prema tome f* = a§po + a1 + - + ajon.
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Napomena 2.1. Determinanta Gramove matrice u oznaci I' (¢, ¢1, - .., ¢n),
je pozitivna [T, str. 347] ako su funkcije ¢, 1, - . ., @n linearno nezavisne.
Geometrijski, broj \/ T'(©0,%1,---,¢n) predstavlja volumen paralelotopa
odredenog vektorima ¢g, @1, ...,¢n. Osim toga, u tom slucaju vrijedi [7],
str. 381]

: _ : _ I(f,00,91-s¢n)
st Gla) = 1in | Glo) = 75, 00200 12)
Napomena 2.2. Funkcija F' iz problema u ovim oznakama moze se za-

pisati kao
2

F(a) =

)

n
14+ Z aip;
i=1

gdje je norma || - || zadana s (8), a optimizacijski problem (I) moze se
promatrati kao linearni problem najmanjih kvadrata [4, str. 101] ili kao
problem najbolje aproksimacije konstantne funkcije x + 1 na potprostoru
L C C(Ry) razapetom linearno nezavisnim funkcijama ¢;(z) = zt i =
1,...,n. Pri tome C(R4) je unitarni vektorski prostor sa skalarnim pro-
duktom definiranim sa @ Zato je u ovom sluc¢aju Gramova matrica po-
zitivno definitna i zadana s . Za razlicite n > 1 rjeSenja ovog problema
najmanjih kvadrata, odnosno problema najbolje aproksimacije u unitarnom
prostoru, podudaraju se s onima prikazanim u Tablici [T}

3 Odredivanje najbolje aproksimacije pomocu
Laguerrovih polinoma

Ako funkcije ¢g, ©1, - - - , n iz prethodne tocke ¢ine ortogonalan sustav funk-
cija, tj. ako vrijedi
(301790]):071#] i ||50lH7éoza svei=0,1,...,n, (13)

onda je matrica sustava dijagonalna, a rjesenje se moze eksplicitno
zapisati [9]

4G = (oo 1=0,1,...,n. (14)

Sustav ortogonalnih funkcija na prostoru C'(IR4) sa skalarnim produktom
(7, odnosno normom (8)), uz tezinsku funkciju w(z) = e~ ¢ine poznati La-
guerrovi'| polinomi koji se mogu definirati na sljedeéi nacin (vidi primjerice
1)

Ly(x) = lexgr—nn(x"efz), n=0,1,.... (15)

ol

IEdmond Laguerre (1834.—1886.), francuski matematicar

97



PETRA CORN RUDOLF SCITOVSKI

Laguerrovi polinomi mogu se dobiti Gram—Schmidtovinﬂ postupkom or-
togonalizacije baznih funkcija 1,x,...,2",... na unitarnom vektorskom
prostoru C'(IR4+) snabdjevenim skalarnim produktom ili kao rjesenja

linearnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda
2y +(1—2)y +ny=0, n=0,1,.... (16)

Nize je navedeno prvih pet Laguerrovih polinoma, a njihovi grafovi prika-
zani su na Slici [I} Neka njihova svojstva, koja ¢emo koristiti, navedena su

u Lemi 311

Lo(z) =1, Li(z)=-z+1, L3(z)= F(—2°+92% 18z +6),
Lo(z) = & (2 — 42+ 2) La(z) = L (a* — 1623 4 7227 — 967 + 24).
10-
5- L2,
- LO
NZA T ‘ ‘
- 10 15 20
. La
,Sj
Ly

-10 -

Slika 1: Grafovi Laguerrovih polinoma

Lema 3.1. Neka su Lo, L1,...,Ly,... Laguerrovi polinomi zadani s (|15)).

2Erhard Schmidt (1876.-1959.) estonsko-njemacki matematicar
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Tada vrijedi

+00
; . —x )0 ako jem #mn,
(1) (LumiLn) = 0/6 Ly () Lo ()i = {1 nermIr
(1) Lp(z) = Z (Z) (_kl,)kxk, n=0,1,..., (18)
k=0
(i91) Lpt+1(z) = n%_l (2n+1—2)Lp(z) —nlp—1(z)), n>1, (19)
(i) Lp(0)=1, ¥n=0,1,.... (20)

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju (7). Neka je n € IN proizvoljan. Poka-
zimo najprije da za m < n vrijedi

(o]

/e_xxan(x)dx =0. (21)
0

Primjenom metode parcijalne integracije, dobivamo

oo oo
—x_m 1 —z_m qn n _—x _om m—1 gn—1 n_—zx _
/e " L (z)dz = - /e " e (ae” V)de = & /a: ST (z"e " ")dx = ---

0 0

:(*1)”’”%‘!’/ A (aM e )da = (—1) e AT (afr’”’tf’)|goo =0.
0
Na slican nacin moze se pokazati da za m = n vrijedi
o0
/e_xx”Ln(x)dx =nl. (22)
0

Kombinirajuéi i dobivamo (17)). Prijedimo na dokaz tvrdnje (ii).
Koristec¢i Leibnizovu formulu [6] str. 142], dobivamo

1 N\ gk, n—k
Lp(z) = Eezz (k>jxk(8 P) = (™).
k=0

dnfk
dxn—k

Kako je dd%k (e™®) = (=1)ke ™ i
lako dobivamo (ii).

Dokaz tvrdnje (7iz) moze se vidjeti u [2, str. 837].

(™) = %}xk, iz prethodnog izraza
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Dokaz tvrdnje (iv) moze se provesti matematickom indukcijom. Odcigledno
vrijedi: Lo(0) = 1, L1(0) = 1. Pretpostavimo da vrijedi L;(0) = 1, za sve
0 < j < nidokazimo da je Ly11(0) = 1. Prema (7i:) vrijedi
Lyp41(0) = 537 (20 + 1)Ly (0) = nLyp-1(0)) = 737 (2n+1) —n) = L.
O

Primjer 1. Funkciju f : [0,400), f(z) = |z — 1| aproksimirat ¢emo po-
mocu Laguerreovih polinoma. Sukladno , najbolja lp-aproksimacija na
[0, +00) uz tezinsku funkciju w(z) = ™% je

n

fH(x) = (f, Li(2))Li(x).
=0

Na Slici [2| prikazane su aproksimacije funkcije f zan =0,1,2,3.

(a)n=1

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3C

(a) n=3

00 05 10 15 20 25 30

Slika 2: Najbolje l2-aproksimacije funkcije z — |z — 1| na [0, +o00) uz teZzinsku
funkciju w(z) = e™*

3.1 Rjesavanje optimizacijskog problema ({1) pomoéu
Laguerrovih polinoma

Bududi da je stupanj Laguerrovog polinoma L; jednak j, postoje brojevi
ko, k1,...,ky € R, takvi da vrijedi

14az+...+apnz” = koLo(z) + k1Lli(z) + ... knLp(z), VzeR. (23)
Specijalno zbog za 2 = 0 dobivamo
1= ko+ ki + ...+ kn. (24)
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Zato funkcija F' zadana s (1)) postaje

+00
F(a) = / e (1+a1z+-- + apz™)dz

0
+o00

— / e (koLo(x) + k1L1(2) + - + knLn(2))? da
0
=k3+E ..+ k2 =:Gko, k1, .., kn), (25)

gdje je koristeno svojstvo ortogonalnosti Laguerrovih polinoma. Zato
se problem svodi na sljedeéi problem uvjetnog ckstrema [10]:

argmin  G(ko, k1, ..., kn),
Ko,k kn €R (26)
uz uvjetko + k1 + ...+ k, = 1.

Problem rijesit ¢emo Lagrangeovom metodom neodredenih multipli-
katora. U tu svrhu definiramo pomoénu funkciju

D (ko, k1, .k, N) = kG R4+ E2 Ak + ko Hh3 ..+ Ey —1).

(27)
Iz nuZznog uvjeta lokalnog minimuma funkcije ® dobivamo jednostavni sus-
tav linearnih jednadzbi

2 =2ki+A=0, i=0,1,...,n,
ko+ka+ks+...+ky=1,

Cije je rjesenje

_ 2 _ _ _ _ 1
M= K =ki==k = (28)
Optimalna vrijednost funkcije G, odnosno F', je
1 1
G(kg, fr"akﬁ):(”“‘l)m:m- (29)
Pokazimo jo§ da su optimalne vrijednosti af,...,a;) koeficijenata, koji se

pojavljuju u zapisu funkcije F, zadane s (2)). Naime, koriste¢i u ,
dobivamo

l14+ajz+...+ayz"

1 2 n
1 —_1)k 2 _ 1)k n _1\k
= (1 +kio (k) S klg) o +,§70 <k> ( kl!) o +-~~+k§70 <k> ( k,l!) xk> :
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Izjednacavajuéi koeficijente uz jednake potencije, dobivamo

. kN (—1)f (k41 (—1)k n\ (—1)* S e (i
akznil(<,€>(kﬁ> +< ! >(;3!) *"'+<k>(k1!> >=ni1(£3 (k>
i=k

k=1,...,n.

Ako u prethodnom izrazu iskoristimo identitet

<;>:<ZE> 0<k<n, (30)

L[]

konac¢no dobivamo
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