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Polozaj nultocaka polinoma

Mandalena Pranji¢ * Rajna Raji¢

Sazetak

Prema Rolleovom teoremu, bilo koji segment ¢iji su krajevi medu-
sobno razli¢ite realne nultocke polinoma p : R — IR sadrzi barem
jednu stacionarnu tocku polinoma p. U radu su prikazani kompleksni
analogoni ovog teorema: Gauss—Lucasov teorem o polozaju staci-
onarnih toc¢aka polinoma p : C — C u odnosu na njegove nultocke, te
Jensenov teorem o polozaju ne-realnih stacionarnih tocaka polinoma
p : €C — C s realnim koeficijentima u odnosu na njegove nultocke.
Primjena ovih teorema ilustrirana je primjerima.

Kljucne rijeci: nultocke polinoma, stacionarne tocke, derivacija

Location of roots of polynomials

Abstract

By Rolle’s Theorem, any segment whose endpoints are mutually dis-
tinct real roots of a polynomial p : R — IR contains at least one stati-
onary point of the polynomial p. Complex analogues of this theorem
are presented in this paper: Gauss—Lucas Theorem on the location
of stationary points of a polynomial p : C — C with respect to the
roots of the polynomial itself, and Jensen’s Theorem on the location
of non-real stationary points of a polynomial p : C — C with real co-
efficients with respect to its roots. The application of these theorems
is illustrated by examples.
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1 Uvod

Pod pojmom polinoma podrazumijevamo funkciju p : R — R oblika
p(x) = ana™ 4+ an 12"+ + a1z + ao, (1)

gdje je n € INU{0}, a ag,...,ap realni brojevi koje nazivamo koeficijen-
tima polinoma. Ako je a, # 0, kazemo da je p polinom n-tog stupnja.
Polinom nultog stupnja nazivamo konstantnim polinomom ili konstantom.
Za polinom prvog stupnja uobicCajen je naziv afina funkcija. Polinom drugog
stupnja zovemo kvadratnom, a polinom treceg stupnja kubicnom funkcijom.
S afinim funkcijama susreli smo se jos u osnovnoj skoli, dok se s kvadratnim
funkcijama upoznajemo u srednjoj skoli.

Polinomi su najjednostavnije elementarne funkcije. Njihova je uloga zna-
¢ajna kako u matematici, tako i u primjenama. Pomodéu polinoma mogu
se dobro aproksimirati mnoge druge slozenije funkcije. Pri proucavanju
funkcija vaznu ulogu ima crtanje njihova grafa. Graf polinoma je krivulja
u ravnini ¢iji oblik ovisi o stupnju promatranog polinoma. Znamo da je
graf afine funkcije pravac, a kvadratne parabola. Grafovi polinoma viseg
stupnja slozenije su krivulje u ravnini. Da bismo ih skicirali (¢ime podra-
zumijevamo nalazenje nultocaka, tj. tocaka u kojima graf funkcije sijece
os apscisa, zatim intervala rasta, odnosno pada danog polinoma, tocaka lo-
kalnih minimuma i maksimuma itd.) potrebno je ovladati nekim znanjima
iz matematicke analize, prvenstveno osnovnim teoremima diferencijalnog
racuna.

Nultocke polinoma rjesenja su algebarske jednadzbe
ant™ + ap_12" + -+ a1z +ag = 0. (2)

Polinom prvog stupnja ima jednu realnu nultocku, koja iznosi —ag/aq. Poli-
nom drugog stupnja moze imati dvije razli¢ite realne nultoéke ili jednu dvos-
truku realnu nultocku ili nema realnih nultoc¢aka, ovisno o predznaku diskri-
minante kvadratne jednadzbe . Ako je diskriminanta D = a% —4dagag >
0, tada su nultocke kvadratnog polinoma realni brojevi

—a1:|:\/5

12 =
’ 2a9

Opéenito, svaki polinom neparnog stupnja ima barem jednu realnu nul-
tocku, dok polinom parnog stupnja ne mora imati realnih nultocaka. Pos-
toje formule za izracunavanje nulto¢aka polinoma treéeg stupnja (Carda-
nova formula), te polinoma cetvrtog stupnja (Ferrarijeva metoda). Opise
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ovih metoda zainteresirani ¢itatelj moze pronaéi u [3, [10]. N. H. Abel je
1824. godine dokazao da ne postoje opcée formule kojima bi se, primjenom
kona¢no mnogo operacija zbrajanja, oduzimanja, mnozenja, dijeljenja, po-
tenciranja i korjenovanja nad koeficijentima polinoma, mogle izracunati nul-
tocke polinoma ¢iji je stupanj veéi od cetiri. Stoga, opéenito gledano, jedini
nacin nalazenja nultocaka polinoma su iterativne metode. Iterativnim pos-
tupcima mogu se s unaprijed zadanom toc¢noséu priblizno odrediti nultocke
polinoma. No da bi se takvi postupci mogli primijeniti, potrebno je najprije
izolirati nultocku polinoma, tj. odrediti sto manji interval u skupu realnih
brojeva koji sadrzi to¢no jednu nultocku polinoma. Unutar tog intervala
bira se pocetna aproksimacija nultocke polinoma i zatim rekurzivnom for-
mulom zadaje niz brojeva koji ¢e, ukoliko zadani polinom na promatranom
intervalu zadovolji neke uvjete, konvergirati prema nultocki polinoma.
Nadalje, pri nalazenju tocaka lokalnih ekstrema funkcije, prvi je korak nala-
zenje stacionarnih tocaka te funkcije, tj. nultocaka njezine prve derivacije.
Dakle, i problem odredivanja ekstrema svodi se na problem nalazenja nul-
tocaka.

Mozemo se zapitati postoji li neka veza izmedu polozaja nultocaka polinoma
i polozaja njegovih stacionarnih tocaka. Promotrimo najprije kvadratni po-
linom

p(z) = asx® + a1z + ag.

Njegova je derivacija polinom
P (z) = 2a27 + ay.
Ako polinom p ima dvije razli¢ite realne nultocke

—a1 — 1/a% — 4asag —a1 + ,/a% — 4asag

o —
2a9 ’ 2a9 ’

xr] —

onda nultocka ¢ = —ay /(2az) polinoma p’ pripada segmentu ¢iji su krajevi
nultocke 1 1 z2 polinoma p. (Posebno, ¢ je poloviste segmenta [z1,z2].)
Vrijedi li ova tvrdnja opéenito, tj. za polinom proizvoljnog stupnja? Odgo-
vor je potvrdan. Prema Rolleovom teoremu, jednom od osnovnih teorema
diferencijalnog racuna, svaka funkcija f : [a,b] — R, a # b, neprekidna na
segmentu [a, b] i diferencijabilna na intervalu (a, ), za koju je f(a) = f(b),
ima barem jednu stacionarnu tocku ¢ € {a, b). Polinomi zadovoljavaju pret-
postavke Rolleovog teorema, pa stoga svaki polinom barem drugog stupnja s
najmanje dvije razli¢ite realne nultocke ima barem jednu stacionarnu tocku
koja pripada segmentu ¢iji su krajevi te nultocke. Ovo nam govori da poz-
navajuéi nultocke polinoma p mozemo priblizno odrediti polozaj njegovih
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stacionarnih tocaka.

Idemo sada korak dalje. Polinome smo definirali kao realne funkcije realne
varijable, odnosno kao funkcije ¢ija domena i kodomena su skup realnih bro-
jeva. Odsada pod polinomom podrazumijevamo preslikavanje p : C — C
zadano formulom

p(2) = apz" + an_12""1 4+ ai1z+ ao, (3)

pri ¢emu su koeficijenti polinoma ag, . .., a, kompleksni brojevi.
Nultockom polinoma p zvat ¢éemo svaki kompleksni broj ¢ takav da je p(c) =
0. Posebno, ako je c € R, kazemo da je ¢ realna nultocka polinoma p.
Prema osnovnom teoremu algebre svaki polinom p stupnja n > 1 ima barem
jednu kompleksnu nultocku. Kao posljedicu tog teorema, svaki polinom
(3) n-tog stupnja mozemo na jedinstven nacin prikazati kao umnozak n
linearnih faktora

p(2) = an(z = 21)(z = 22) - (2 = 2n),

gdje su z1, 22, .. ., 2z nultocke polinoma p (medu kojima mozZe biti i jedna-
kih).

Ako su svi koeficijenti polinoma realni brojevi, tada se ne-realne nul-
tocke tog polinoma pojavljuju kao parovi konjugirano-kompleksnih brojeva.
Dakle, ako je ¢ = a +ib, b # 0, nultocka polinoma p, onda je ¢ = a —ib
takoder nultocka od p.

Derivacijom p' polinoma (3)) n-tog stupnja (n € IN) nazivamo polinom
P(2) =na2" 1+ (n—1)ap 12" 2+ +az+a

(n — 1)-og stupnja.
Ako je p konstantni polinom, onda je p’ nul-polinom, tj. p’(z) = 0 za svaki
zeC.

Vidjeli smo da se stacionarne tocke polinoma realne varijable mogu locirati
ako su poznate njegove realne nultocke. Prirodno se postavlja pitanje pos-
toji li analogni rezultat za polinome p kompleksne varijable, tj. mozemo li,
poznavajuéi nultocke polinoma , odrediti polozaj njegovih stacionarnih
tocaka. Odgovor je potvrdan; i zapravo je mnogo zanimljivih radova napi-
sano na temu lociranja stacionarnih toc¢aka polinoma kompleksne varijable
(v. npr. [1,[2],[4,[5],[7,18],[9],[13]). U ovom radu prezentiramo neke od
najvaznijih rezultata iz ovog podrucja.
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2 Gauss—Lucasov i Jensenov teorem

Prvi kompleksni analogon Rolleovog teorema iskazao je Gauss 1836. godine,
a dokazao francuski inzenjer Lucas 1874. godine. U literaturi se rezultat
spominje pod nazivom Gauss—Lucasov teorem. Pri odredivanju polozaja
stacionarnih tocaka polinoma, ovaj teorem je od temeljnog znacaja. Prije
nego Sto ga dokazemo, uvest ¢emo pojam konveksne ljuske skupa.

Skup S C C je konveksan ako sadrzi svaki segment ¢iji rubovi su elementi
tog skupa. Konveksna ljuska skupa S, u oznaci co S, je najmanji konveksni
skup koji sadrzi S. Uoc¢imo da je konveksna ljuska konacnog skupa S naj-
manji konveksni poligon koji sadrzi S.

Za dokaz Gauss—Lucasovog teorema treba nam sljede¢i pomoc¢ni rezultat.

Lema 2.1. Neka su dani kompleksni brojevi w; = rjeiej, j=1,....n, pri
cemu je
r; >0, v<0;<y+4, j=1,...,n,

gdje su 7,9 realne konstante, § < w. Tada je njihova suma
n
w = Z U)j
j=1

razlicita od nule.

Dokaz. Dovoljno je promatrati slucaj kada je v = 0. Opdi slucaj se jed-
nostavno dobiva rotacijom za kut . Za v = 0 imamo 0 < 6; < § za

. . ; . i sin(0—6; e e s
j=1,...,n. Tada je w; = x; +yjel5, gdje su z; = % pozitivni i
7 sin 6 .. . .. . ..
yj = ~L55* nenegativni realni brojevi za j = 1,...,n. Oznac¢imo
n n
T=) i, Y=y
7j=1 Jj=1
Tada je
n n n
w=wy = 3w (Lw)e = o +ye
j=1 j=1 j=1

Pretpostavimo da je w = 0. Tada je

0=we ™ = mefi‘s—i—y =xcosd+y—izxsind,

odakle slijedi xsind = 0. Medutim, to je nemoguée buduéi da je x > 0 i
sind > 0. Prema tome, w # 0. O
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Teorem 2.1 (Gauss—Lucas). Nultocke polinoma p’ pripadaju konveksnoj ljusci
skupa nultocka polinoma p.

Dokaz. Nekajep(z) = an(z—21) -+ (2 — 2p,). Logaritmiranjem ovog izraza
dobije se
Inp(z) =lnap +In(z—21) + -+ In(z — 2p),

a zatim deriviranjem

n

Pl(z): 1 4 1 :Z 1 , 2€C\{z1,...,z2}. (4)

p(z) z—= e
Pretpostavimo da polinom p’ ima nultoc¢ku % & co{z1, ..., 2, }. Buduéi da je
co{z1,...,2n} konveksan poligon, to postoje realne konstante v i J, gdje je

0 < m, takve da za argumente kompleksnih brojeva z; — Z = pjelef vrijedi
v <0; <vy+0 zasvaki j =1,...,n. (Primijetimo da pritom kompleksne

. ~ . o e .
brojeve z; — Z mozemo shvacati kao vektore Zz;; Slika )
z

21—2

Z572

Z5

Z2
z3
Z4
Slika 1: Ilustracija Gauss—Lucasovog teorema
Definiramo brojeve w; = rjeieﬂ', gdje je r; = p%_ za j =1,...,n. Tada je
1 1 .
wj = — == J=1...,n

pje Zj—Zz
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Odavde i prema slijedi

$to je nemoguée prema lemi Prema tome, sve nultocke polinoma p’ leZe
u co{z1,...,2n}, ¢ime je teorem dokazan. O

Gauss—Lucasov teorem odnosi se na polinome s kompleksnim koeficijentima.
Sada ¢emo promatrati polinome kompleksne varijable s realnim koeficijen-
tima. Hoce li nam ovo dodatno ogranicenje omoguciti bolji zakljucak o
raspodjeli stacionarnih toc¢aka? Potvrdan odgovor na ovo pitanje daje nam
Jensenov teorem kojeg dokazujemo u nastavku.

Neka je p polinom kompleksne varijable s realnim koeficijentima. Kao
Sto smo rekli, ne-realne nultocke takvih polinoma javljaju se kao parovi
konjugirano-kompleksnih brojeva. Za svaki konjugirano-kompleksni par
z = x+1iy i Z = x — iy nultocaka od p, konstruiramo krug sa sredistem
u tocki x i polumjerom |y|, tj. krug ¢iji dijametar spaja tocke z i Z. Tako
konstruirani krugovi nazivaju se Jensenovi krugovi polinoma p.

Teorem 2.2 (Jensen). Ako je p polinom s realnim koeficijentima, tada svaka
ne-realna nultocka od p' lezi u nekom od Jensenovih krugova polinoma p.

Dokaz. Neka je p polinom n-tog stupnja s nultockama zi,...,z,. Neka
je w = x + 1y proizvoljan ne-realan kompleksan broj koji lezi izvan svih
Jensenovih krugova polinoma p. Jasno je da je p(w) # 0. Pokazat ¢emo
da je i p'(w) # 0. Kako je

p(z) = an(z —21) - (2 — 20),

to se logaritmiranjem, pa zatim deriviranjem tog izraza dobije

j=1 J

n

1

Neka je wj = =—za j =1,...,n. Ako je 2 = zp +iyr 1 21 = T — 1Y

111



MANDALENA PRANJIC RaAJNA RAJIC

konjugirano-kompleksni par nultocaka polinoma p, onda je

Im(wy +w;) = Im(wg) + Im(w;)

VK= SEWESS

|w — 2|2 w— 2z

Yk —Y B Yk +y

(@—m)?+ (y—w)®  (@—ax)>+ (y+ue)?

=2y [(z — 2p)* +v° — ui?]
(@ —2)? + (y —we)?] [(z — 28)* + (y +yr)?]
Kako w = = + iy lezi izvan Jensenovog kruga sa sredistem u x; i polumje-
rom |yg|, tj. kako je |w — k| > |yk|, odnosno

(x—xp)? + 92 > y,%,

zakljucujemo da je

sgn(Im(wg +w;)) = —sgn(y). (6)
S druge strane, ako je z; realna nultocka polinoma p, onda je
Im wy; = 7_?! s
(o= 2+
pa je stoga
sgn(Imw;) = —sgn(y). (7)

Kako je prema

1 1 1
P(w)zzw_zjz Z, . > P STowi+ D wy,

Im 2;=0 Im z;#0

slijedi da je

ImP(w)zIm( Z wj)—i—Im( Z wj)a

Im 2z;=0 Im z;#0

pa su prema @ i brojevi Im P(w) i y suprotnog predznaka. Zaklju-
¢ujemo da je P(w) # 0, pa je stoga i p'(w) # 0. Ovime smo pokazali
da ne-realni kompleksni brojevi koji leze izvan svih Jensenovih krugova ne
mogu biti nultocke polinoma p’. Drugim rije¢ima, svaka je nultocka poli-
noma p’ unutar nekog Jensenovog kruga polinoma p. O
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3 Primjeri

U ovoj tocki na primjerima ilustriramo primjenu Gauss—Lucasovog i Jense-
novog teorema.

Primjer 1. Neka je dan polinom p(z) = ¢z — 2+ 1, gdje je ¢ # 0, a
n € N\ {1}. Pokazite da polinom p ima barem jednu nultocku Z za koju
je |Z—1] <11i barem jednu nultocku 2 za koju vrijedi |2 — 1| > 1. Pritom
moze biti Z = 2.

Rjesenje. Promatrajmo najprije slucaj n = 2. Neka je w = z — 1. Tada
dobivamo polinom drugog stupnja

q(w) :==p(z) = plw+1) = cw? + (2c— Dw +¢,

¢ije nultocke oznac¢imo s w i w. Kako je umnozak nultocaka jednak 1, slijedi
da ili obje nultocke polinoma ¢ leze na kruznici sa sredistem u ishodistu
polumjera 1, tj. |@| = |®| = 1, ili pak jedna nultocka lezi unutar kruga sa
srediStem u ishodiStu polumjera 1, tj. |@| < 1, a druga izvan tog kruga, tj.
|@| > 1. Prema tome, |Z—1|=|2—-1|=1,1li |Z-1] <1, |2—1| > 1, gdje
suZ=w+1i2=w+ 1 nultocke od p.

Neka je n > 3. Derivacija polinoma p(z) = cz™ — z + 1 jednaka je
p'(2) = nez"~! — 1, pa su nultocke polinoma p’ rjesenja jednadzbe

_ 1
=
ne
Dakle, sve nultocke od p’ leZe na kruznici polumjera ﬁm sa sredistem u
n|c

ishodistu. Kako je n — 1 > 2, barem jedna nultocka od p’ leZi u poluravnini
{z € C: Rez < 0}. Prema Gauss—Lucasovom teoremu, nultocka od p’ mora
pripadati konveksnoj ljusci skupa nultocaka od p. Stoga mora postojati
nultocka 2 od p koja se nalazi u poluravnini {z € C : Rez < 0}, pa prema
tome zadovoljava nejednadzbu |2 — 1| > 1. Jos nam preostaje pokazati
da p ima nultocku Z za koju vrijedi |Z — 1| < 1. Drugim rije¢ima, uz
zamjenu w = z — 1, treba pokazati da jednadzba c(w + 1)" —w = 0 ima
rjeSenje w = 2 — 1 za koje vrijedi |@| < 1. Oznacdimo li v = %, jednadzba
c(w+1)" —w = 0 poprima oblik

c(v+1)" ="t =0. (8)

Stoga treba pokazati da postoji rjesenje o = = jednadzbe (8] za koje vrijedi
|5] > 1. Konacno, za v = u — 1, jednadzba (8) je oblika

" — (u—1)""1 =0, (9)
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pa trazimo rjeSenje & = ¥+ 1 tako da je |& — 1] > 1. Neka je co S kon-
veksna ljuska skupa rjesenja jednadzbe @D Prema teoremu co S mora
sadrzavati obje nultocke derivacije (n — 2)-og reda

odnosno obje nultocke polinoma

2 _u+1.

cn

U o
Pokazali smo da ovaj polinom drugog stupnja ima nultocku @ za koju vri-
jedi |4 — 1] > 1. Kako je osim toga @ € colS, slijedi da postoji rjesenje
i jednadzbe @ takvo da je | — 1| > 1. Zakljucujemo da za nultocku
Z = =15 41 polinoma p(z) = cz" — z + 1 vrijedi |2 — 1| < 1.

Primjer 2. Odredite polozaj stacionarnih to¢aka polinoma p(z) = 2* +
B4+22+z2+1.

Rjesenje. Zelimo locirati nultocke polinoma
q(z) =p'(2) = 42° + 322 + 22 + 1.
Pomnozimo li polinom p sa z — 1 dobivamo
(z—1)p(z) = 2° — 1.
Stoga su nultocke polinoma p

zk:cos%—ﬂqLisian—ﬂ, k=1,2,3,4.
5 5

Pri tome je z3 = Z3, 24 = Z1. Prema Gauss—Lucasovom teoremu nultocke
od ¢ leze u co{z1, 22, 23, 24}, tj. unutar poligona ¢iji su vrhovi z1, 29, 23 i
Z4.

Uoc¢imo da je ¢ strogo rastuca funkcija na IR, buduéi da je njena derivacija
q'(z) = 1222 +62+2 > 0 za svaki z € R. To znaci da polinom ¢ ima
tocno jednu realnu nultocku Z;. Prema Jensenovom teoremu konjugirano-
kompleksne nultocke 22 i Z3 polinoma ¢ leze u nekom od Jensenovih krugova
polinoma p; dakle u krugu ¢iji dijametar spaja tocke 27 i z4, ili u krugu ¢iji
dijametar spaja tocke z i z3. (Unutar iscrtkanog podruéja na Slici [2| nalazi
se par konjugirano-kompleksnih nultocaka Zs i Z3, dok realna nultocka Z;
lezi u konveksnom poligonu s vrhovima 21, 22, 23 1 24.)

Nekom od numeric¢kih metoda za priblizno odredivanje nultocaka polinoma
(v. npr. [3, 6, 14]) moze se pokazati da su nultocke polinoma q :

211 ~ _07 617

2~ —0,0740,647, z3~ —0,07—0,64:.
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Slika 2: Ilustracija primjera
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