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QR dekompozicija koriste¢i Givensove
rotacije i primjene

Zoran Tomljanovi¢* Matea Ugrica

Sazetak

U ovom ¢lanku ¢emo opisati Givensove rotacije i njihove primjene.
Predstavit ¢emo osnovna svojstva Givensovih rotacijskih matrica i nji-
hovu primjenu na izrac¢un QR dekompozicije dane matrice 3to se moze
koristiti za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi ili rjeSavanje line-
arnog problema najmanjih kvadrata. Givensove rotacije imaju vaznu
ulogu ako je promatrana matrica specijalne strukture, stoga smo opi-
sali koriStenje Givensovih rotacija kod strukturiranih matrica poput
tridijagonalnih ili Hessenbergovih matrica. Na primjerima su ilustri-
rane Givensove rotacije i njihova primjena.

Kljuéne rijeci: Givensove rotacije, QR dekompozicija, linearni pro-
blem najmanjih kvadrata

OR decomposition using Givens rotations and applications
Abstract

In this paper, we describe Givens rotations and their applications. We
present basic properties of Givens rotation matrices and their applica-
tion to calculation of QR decomposition of the given matrix which can
be used for solving linear systems or the least squares problem. Givens
rotations play an important role if the matrix considered has a special
structure; thus, we additionally describe usage of Givens rotations for
structured matrices such as tridiagonal or Hessenberg matrices. Gi-
vens rotations and their application are illustrated by examples.
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1 Uvod

Rastav matrice na produkt jednostavnijih matrica vrlo je prouc¢avana tema
iz podrucja numericke linearne algebre. Osnovna ideja rastava je da se
matrica zapiSe kao produkt jednostavnijih (strukturiranih) matrica ¢ime
se ubrzava rjeSavanje raznih problema, poput problema odredivanja svoj-
stvenih vrijednosti, rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi i rjeSavanja line-
arnog problema najmanjih kvadrata.

U ovom radu posebno ¢emo promatrati rastav matrice na produkt ortogo-
nalne i gornje trokutaste matrice. Ako je A € R"*" matrica, tada rastav
matrice na produkt ortogonalne matrice Q € R "™ i gornje trokutaste
matrice R € R™*", tako da vrijedi A = QR nazivamo QR dekompozicija
(rastav) matrice A.

Napomenimo da je realna kvadratna matrica Q ortogonalna ako vrijedi
QT Q = I, a matricu R zovemo gornje trokutastom ako su joj elementi is-
pod glavne dijagonale jednaki nula. Za ne-kvadratnu matricu Rredam x n
s elementima Yijs kazemo da se elementi r;;, i = 1,...,min{m, n} nalaze na
glavnoj dijagonali.

QR dekompozicija moZe se izracunati na vise razli¢itih nac¢ina. Gram-
Schmidtov postupak ortogonalizacije jedan je od tih na¢ina, ali je numericki
nestabilan, zato se za QR dekompoziciju najcesée koriste Householderove
transformacije (za oba nacina vidi [4]). Givensove rotacije su jos jedna me-
toda dobivanja QR dekompozicije koja je posebno korisna kod strukturi-
ranih matrica i upravo ta metoda bit ¢e obradena u ovom radu, zajedno sa
nekim njenim primjenama.

Jednom kada je izra¢unata QR dekompozicija matrice tada se mnogi pro-
blemi mogu vrlo efikasno rijesiti. Na primjer, rjeSavanje sustava linearnih
jednadZbi i rjeSavanje linearnog problema najmanjih kvadrata mozZe se ba-
zirati na QR dekompoziciji matrice sustava. U poglavlju s primjenama ilus-
trirat éemo primjenu QR dekompozicije kod navedenih problema te ¢emo
pokazati kako se Givensove rotacije mogu iskoristiti kod nekih strukturi-
ranih matrica.

U ovom radu, a posebno u algoritmima ¢emo koristiti oznake kao u pro-
gramskom paketu Matlab. Konkretno, za matricu A oznaka A([i, k], :) pred-
stavljat ¢e matricu sa dva retka koja se sastoji od i-tog i k-tog retka matrice
A. Analogno oznaka A(:, [i, k]) predstavljat ¢e matricu sa dva stupca koja
se sastoji od i-tog i k-tog stupca matrice A.
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2 Givensove rotacije
U ovom poglavlju uvest ¢emo pojam matrice rotacije u ravnini i Givensove

rotacije te ¢emo pokazati neka od osnovnih svojstava.

2.1 Matrice rotacije

Matrica A € R?*? je matrica rotacije u ravnini za koju vrijedi

_ [ cos¢ —sing ]

sing  cos¢

gdje je ¢ kut rotacije suprotan smjeru rotacije kazaljke na satu.

Pokazimo da je ovako zadana matrica A stvarno matrica rotacije. Neka je s

a
A— | f11 012
a1 a2
zadana matrica rotacije. Promotrimo 3to dobijemo rotiranjem vektora ka-
nonske baze za kut ¢ u pravokutnom koordinatnom sustavu (Slika 1).

Slika 1. Rotacija u koordinatnom sustavu
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Primijetimo da ée vektor ¢, nakon rotacije biti ¢y = [ cosa  sina ]',ada
bi ga zapisali pomoc¢u kuta ¢ koristimo adicijske formule i vrijedi sljedece:

T T LT .
cosa = COs (E+¢> :COSECOS(P—SIHESIHQDZ—SID(P
. . 7T T . . 7T
sinae = sin (E—HP) :coszsmq)—i—smacosq):cosq).

Iz Slike 1 vidimo da rotacijom vektorae; = [ 1 0 ]T, dobivamo vektor
ef = [ cos¢p sing ]T, a rotacijom vektora e, = [ 0 1 ]T, dobivamo

vektorej) = [ —sin¢ cos¢ | Tiz ¢ega slijedi da matrica A mora zadovo-

ljavati sljedece:
ar ag 1 o COs (P
a ayp 0| | sing
a1 a2 0] | —sing
ay; ax 1| | cos¢ |-
Pa lako vidimo da je a1 = cos ¢, ay; = sin¢, a;p = —sin¢, ax = cos ¢, {j.

A— [ cos¢ —sing }

sing  cos¢
Za matricu rotacije A € R2*? vrijedi:

1. Matrica A je regularna.

cos¢p —sing

detA = sing  cos¢

=cos?p+sin®p=1#0.

2. Matrica A je ortogonalna, tj. vrijedi A~! = AT.

| cos¢p —sing cos¢p sing | |1 0|
AAT = [ sing cos¢ } { —sin¢g cos¢ } - { 01 } =ATA.

3. Matrica A ¢uva euklidsk1T1 vektora.
Nekajex = [ x; x2 |, tada je euklidska norma dana sa ||x|| =

\/x% 4+ x3. Naime, djelovanjem matrice A na vektor x dobivamo vek-
tor

Ay — [ cos¢p —sing } [ x1 ] _ [ X108 ¢ — xp8in ¢ }

sing cos¢ X2 X1 8in¢ + xp cos ¢
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te vrijedi:

||Ax||? = (x1 cos ¢ — xpsin )% + (x1 sin + x cos ¢)?
= x% cos? ¢ — 2x1Xp COs P sin @ + x5 sin” ¢
+ x7 sin? ¢ 4 2x1x7 sin ¢ cos ¢ + x3 cos> P
= x2(cos? ¢ 4 sin® ) + x3(cos? ¢ + sin? ¢)

= a1 + x5 = [[x[|%

4. Produkt matrica rotacije je opet matrica rotacije.
Nekasu A, B € R?*2 matrice rotacije za kut ¢ i 1, redom. Pogledajmo
kako ¢e izgledati njihov produkt.

AB — [ cos¢p —sing cosyp —siny

sing  cos¢ siny  cosy
cos¢costp —singsiny — cos@siny — sin¢gcosyP
singcosyp +cosPsiny —singsiny + cos ¢ cos P

_ [ cos(¢p+y) —sin(¢+y) ]
sin(p+¢) cos(¢p+v) |’

Dobivena matrica je matrica rotacije za kut ¢ 4 1.

Jednako tako moZzemo pokazati da je matrica M(i, k,¢) € R"*" matrica
rotacije za kut ¢ (u ravnini odredenoj kanonskim vektorima i i k) ukoliko
je zadana na sljede¢i nacin:

0 COS¢ _Sln4) 0
M(ik¢)= 1|+ - : : S
0 Sln(P COS(P 0

cos¢p —sing

ri ¢emu se podmatrica .
P P sing cos¢

nalazi na presjeku i-tog i k-tog
retka odnosno stupca.

Za ovako zadanu matricu vrijede ista svojstva kao i za matrice rotacije iz
R2%2
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2.2 Givensove rotacije

Givensove rotacije G € IR>*? su matrice rotacije koje rotiraju vektore u rav-
nini tako da drugu komponentu poniste ili postave na nulu, tj. ako imamo

vektor x = [ x1 X }T € R? matrica G ¢e na njega djelovati na sljededi
nacin:

o[ 3 (5]

sing cos¢ X2 0
1z ovog sustava odredujemo koliki su sin ¢ i cos ¢.

X1COS¢p — xpsin¢ = 11, (@)
x1sin¢ + xpcos¢p = 0. (2)

Iz (1) i (2) slijedi da je u slu¢aju kada je x, = 0 matrica G jednaka jedini¢noj
matrici I, inace imamo da je

Xpcos¢p = —xysing (©)]

i iskoristimo li jednu od osnovnih trigonometrijskih jednakosti sin® ¢ +
cos? ¢ = 1 imamo:

Xpcosp = —xysing = —x11/1 — cos? .

Kvadriranjem dobivamo:
x% cos’ ¢ = x% — x% cos? ¢
x} = (x§ +x3) cos? ¢,
tezax?+x3 £0,4. [|[ 11 x ]T || # 0 vrijedi
x% +x

55, tj. cosp = ————.
X+ X3 \/ X3+ %3

Ukoliko Zelimo da y; bude pozitivan uzimamo da je cos¢ =

cos? ¢ =

X1

T
2. 2
NE R
—x2 X} + x5

atadajeiz (3)sing = ——=——, 4. 11 = 2_ i dobivamo vektor
x2 4 x3 x2 4 x3

y=[wn 0]T~
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Jednako tako i za matrice iz R"*" moZemo konstruirati odgovarajuce Gi-
vensove rotacije. To bi bile matrice oblika

0 COS(P _Sln(P 0
Glk)=|: = 1 i
0 Sln(P COS(P 0

cos¢ —sing
sing  cos¢
retka odnosno stupca, ostali dijagonalni elementi su jednaki 1, a preostali
elementi izvan dijagonale su jednaki 0. Vrijednosti sin ¢ i cos ¢ racunaju se
na prethodno opisani na¢in, tj. za x € R”

pri ¢emu se podmatrica [ } nalazi na presjeku i-tog i k-tog

Xi —Xk

\/ X+ a2 NEGE
Tada djelovanjem Givensove rotacije G € IR"*" na vektor x dobivamo vek-
tor y € IR” oblika:

cos ¢ = sing = 4)

Xj, zaj#i,j#k,
0, zaj=k,
Yi= xl.z—i—xi ,

————, zaj=|,
/2 2
xi+xk

odnosno ponistavamo k-tu komponentu vektora x, i-tu mijenjamo dok os-
tale komponente ostaju nepromijenjene.

U praksi postoje i efikasniji na¢ini ra¢unanja sin¢ i cos¢ od (4). Primjer
je i sljededi algoritam koji nam osigurava da nece do¢i do "overflow-a". Za
viSe detalja vidjeti [4].

-
Mozemo primijetiti da se u algoritmu (1| zapravo cos ¢ = ———— dijeli

NEE
veéim od brojeva x; i x; kako bismo osigurali da ne¢emo imati dijeljenje s
nekim jako malim brojem.

Takoder primijetimo da prvi i drugi korak algoritma [1| obuhvacaju slucaj
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Algoritam 1 (za izra¢unavanje kuta rotacije)

Ulaz: x;, x;

Izlaz: cos ¢, sin¢
1: if x; = 0 then
22 cos¢p =1,sin¢p =0
3. else if |x;| > |x;| then

—Xl' . 1 .
4 T=—,sin¢ = ——,Ccos¢ =sin$t
Xk ¢ V1412 ¢ ¢
5: else
6 T=_k cos¢p = 1 sing = cos ¢T
. x; V112
7. end if

kada je x; = 0, tj. kada se nema $to poniStavati pa je matrica G jednaka
jedini¢noj matici I.

2.2.1 MnoZenje matrica Givensovim rotacijama

Kao sto smo pokazali u prethodnom poglavlju matrica Givensovih rotacija
se samo u dva retka, odnosno stupca razlikuje od jedini¢ne matrice. Zbog
te strukture kad mnozimo s takvim matricama slijeva (zdesna) mijenjaju se
samo odgovarajudi redci (stupci), a to se moZze efikasno implementirati kao
8to ¢emo ilustrirati u ovom poglavlju.

Neka je A € R™*" i G(i,k,¢) € R™*™ pri emu s G (i, k, ¢) oznatavamo
Givensovu matricu koja u I-tom stupcu ponistava k-ti element, a samo i-ti
mijenja u I-tom stupcu. Zbog jednostavne strukture matrice G vidimo da
mnoZenjem matrice A slijeva matricom G utjeemo samo na dva retka

. .1 N _ | cos¢p —sing ajp A4ip - dig
Gl(l/kr(l))A([l/k]/') - sir14> COS¢ :| |: ag1 Qg+ g

Neka su A € R™*" neka opéenita matrica i G;(i,k, ¢) € R™*™ Givensova
matrica rotacije gdje je ¢ racunat za zadane a;; i ay;, $to znaci da ¢emo po-
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niStavanje u ovom primjeru vrsiti u i-tom stupcu. Tada imamo

Gi(i,k,p)A =
[ 1 e 0 e 0 0 1T a1l aq; aqy
0 s COS(P — Sil’lfp a1 aij; Ajj
0 --- sing cos ¢ ax ag; gk
L O 0 0 1L am Api Aok
[ a1 ay a1k a, | [ an ay a1k
! !/ ! ! ! ! !
i ajj ik iy i ajj ik
! ! ! ! ! !
A Ay Ak Ay A 0 Ak
L Am1 Aypi Ak Amn L m1 Ani Ak
pri ¢emu su
[ _ . s
a;; = ajjcos g —agising, j=1,...,n, )
/ . .
ay; = ajjsing +-agjcosp, j=1,...,n. (6)

Vidimo da se ponistava komponenta koja se zadaje kao druga pri izracu-

navanju kuta ¢.

Ovaj postupak zahtijeva 6n operacija. Imamo 2 retka sa n stupaca matrice
A koji sudjeluju u mnoZzenju. U 4. redu algoritma imamo dva mnoZenja i
oduzimanje, a u 5. redu imamo dva mnoZenja i zbrajanje, $to je 6 operacija
za svaki stupac. Djelovanjem na svih n stupaca dobivamo 6n operacija.

Vrlo sli¢no, mnoZenjem matrice A zdesna s GIT(i, j, ¢) utjetemo samo na

dva stupca
aii
) Ti: A2
A(, [lrk])Gl (ij¢) =
Ami

1k

A2k cos¢ sing
—sing cos¢

Amk

i ono zahtijeva 6m operacija. Do broja rac¢unskih operacija dolazimo kao
i u prethodnom algoritmu, samo $to u ovom slucaju imamo 2 stupca s m
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redaka.

Analogno mnoZzenju slijeva moZzemo organizirati mnozenje zdesna. U tu
svrhu neka je A € R™*" neka opdenita matrica. Matrica GlT(i, k,¢) e u
I-tom retku poniStavati k-ti element, a mijenjati i-ti gdje je ¢ racunat za za-
dane a;; i aj;. Tada vrijedi

AG;(i,k,¢)T =

an e ai; e arg an 1 e 0 0
an e aj e ajx e ain o --- COS(P e Sln(P
ax e Ay gk Apep o --- _su‘lq) COS(p
| Am1 e Api Ak Amn | _O 0 0
r / / T r !/ /
an uli ulk a1 an ali ulk
/! ! /
an a; ay iy aj| ag 0
! ! ! !
ap aki akk Ay, ap aki akk
! ! ! !
L A1 ami amk e A | L A1 ami amk

pri ¢emu su

aji:ajicoscp—ajksincp, j=1,...,m, (7)
a}k:ajisin¢+a]-kcos¢. ji=1,...,m. (8)

Mozemo zakljuditi da se mnoZenjem slijeva ponistavanje vrsi po stupcima
dok se mnozenjem zdesna ponistavanje vrsi po redcima.

Takoder primijetimo da smo uveli oznaku stupca u kojem poniStavamo
kada mnozimo slijeva (tj. retka kada mnoZzimo zdesna), s obzirom da imamo
djelovanje na matricu, a ne na jedan vektor.

Opisana mnoZzenja mogu se jednostavno implementirati u Matlabu koris-

te¢i naredbu ":" jer ona jednostavno pristupa odgovarajué¢im stupcima ili
redcima matrice.
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2.3 OR dekompozicija koristeéi Givensove rotacije

Kako smo ve¢ spomenuli u uvodu, QR dekompozicija je rastav matrice A
na dvije matrice A = QR, za koje vrijedi da je Q ortogonalna, a R gornje
trokutasta.

Teorem 2.1. Za bilo koju matricu A € R"™*", gdje je m > n postoje matrice
Q € R™™iR € R™*" takve da je A = QR, pri ¢emu je Q ortogonalna, a
R gornje trokutasta matrica.

Dokaz ovog teorema pomoc¢u Gram-Schimidtovog postupka ortogonaliza-
cije moZete naci u [4) str. 84], a u ovom poglavlju ¢emo pokazati kako se QR
dekompozicija moZze izra¢unati pomocu Givensovih rotacija.

Neka je A € R™*" matrica, gdje je m > n. Pomocu Givensovih rota-
cija odredimo QR rastav matrice, odnosno odredimo ortogonalnu matricu
Q € R™*™ i gornje trokutastu R € R"*" tako da vrijedi A = QR.

Kako Givensove rotacije ponistavaju samo jedan element u matrici koju
mnozimo mi ¢emo s G(i,k,¢) € R™ ™ oznaliti matricu koja ponistava
element ay; (element u k-tom retku i /-tom stupcu), a kut ¢ izra¢unava za
zadane a;; i ay;. PoniStavanje ¢emo vrsiti po sljedeéem algoritmu:

Algoritam 2 (QR dekompozicija pomo¢u Givensovih rotacija)

Ulaz: A € R™*"
Izlaz: R € R"*" gornje trokutasta, Q € R"*" ortogonalna
LR=AQ=1I
22 forI=1,...,ndo
3 fori=1,...,I+1do
4 izra¢unati kut ¢ (j. elemente Givensove rotacije G;(i — 1,1, ¢))
5: R = G;(i — 1,i,¢)R (ponistava element ;)
6: Q=0QG(i—1,i,¢)"
7.
8:

end for
end for

Napomena 2.1. Istaknimo da se u koraku 5 i 6 mnoZenje Givensovim ma-
tricama treba implementirati tako da se mijenjaju samo odgovarajuci redci,
odnosno stupci, kao $to je opisano u formulama , @, i(8).

127



ZoraN Tomrjanovié  Matea Ucrica

Koriste¢i ovaj algoritam za poniStavanje elemenata u prvom stupcu matrice

a1 4 o p

a1 daxp - Agp
A pu—

Am1 Am2 - Amn

potrebno je pomnozZiti matricu A redom matricama Gy (m —1,m, ¢),G1(m —
2,m—1,¢),..,Gi(1,2,¢). Na taj nacin ¢emo dobiti matricu A’.

“(1)1 “/12 ay,
a a
A =Gi(1,2,¢) - Gy(m—1,m p)A = 2 2

0 a1/112 T a;nn

Analogno, za poniStavanje elemenata u j-tom stupcu mnozit éemo pret-
hodno dobivenu matricu redom matricama G;(m —1,m, ¢),G;(m —2,m —

L¢),..., Gi(j,j+1,¢).

U zadnjem koraku imamo ponistavanje elemenata u zadnjem stupcu i to
mnozedi matricama G, (m —1,m,¢), Gy(m —2,m —1,¢), ..., Gu(n,n +
1, ¢) i na taj na¢in smo dobili gornje trokutastu matricu R.

R=Gu(mn+1,¢) - Guim—1,m¢)---Gi(j,j+1¢)--
Gi(m—1,m,¢)-- Gi(1,2,¢) - Gy(m—1,m,)A

r ! ! ! / —
ayq ”/12 T ”/1,;171 ”}n
0 ayp - a4y, 4 o
=QTA=| 0 o0 a a
n—1n—1 n71,n
0 0 0 a,
L 0 0 0 0

Napomenimo da se navedena struktura nula javlja u zadnjih m — n redaka
ako je m > n, a u sluaju m = n je matrica R kvadratna gornje trokutasta.

S obzirom da su Givensove matrice rotacije ortogonalne matrice vidimo da
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je matrica Q koja zadovoljava jednakost A = QR jednaka
Q= (Gu(nn+1,9) -+ Gulm— L, )+ Gy(jj +1,9)
Gj(m—1,m,¢) - Gi(1,2,¢) - Gy(m—1,m,¢))"
=Gi(m—1,m,¢)" - Gi1(1,2,¢)" - Gj(m —1,m,¢)"
- Gi(jj+1,¢)" - Gu(m = 1,m, )" - Gu(n,n+1,9)"
Na taj nacin dobili smo traZene matrice Q € R™*™ iR € R™*",

Napomena 2.2. Svaka matrica G; ima "svoj" kut ¢, tj. ne radi se o istom
kutu, ali radi jednostavnosti pisanja smo koristili istu oznaku.

Izratunavanje matrice R u ovom primjeru zahtijeva 3n2(m — %) operacija,
vidi [2] (bez obzira $to u mnoZenju sudjeluju samo dva stupca matrice
koju ponisStavamo). Zbog toga se Givensove rotacije puno ¢e$ée primje-
njuju kada su u pitanju strukturirane matrice s puno nula ispod glavne
dijagonale, ali o tome viSe u sljede¢em poglavlju.

3 Primjena

QR dekompozicija ima velik broj primjena, a u ovom poglavlju ¢emo ilustri-
rati primjenu na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi i linearni problem
najmanjih kvadrata te éemo pokazati kako se Givensove rotacije mogu is-
koristiti kod strukturiranih matrica.

Sustavi linearnih jednadZzbi i problem najmanjih kvadrata imaju $iroku pri-
mjenu. Neke od tih primjena su: obrada digitalnog signala, aproksimacija
nelinearnih problema u numeric¢koj matematici, linearno programiranje i
razli¢ite procjene i predvidanja. Pripadni algoritmi su vaZan dio nume-
ricke linearne algebre i imaju istaknutu ulogu u fizici, kemiji, inZinjerstvu,
racunarstvu i ekonomiji.

3.1 Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi

Kao $to je u uvodu ilustrirano, rjeSavanje sustava linearnih jednadZzbi je va-
zan matematicki problem koji se u primjeni javlja vrlo Cesto, stoga je vazno
imati algoritme koji efikasno rjeSavaju ovaj problem. RjeSavanje sustava
linearnih jednadZbi jedan je od najstarijih matematickih problema, ali i u
danasnje vrijeme taj problem se vrlo intenzivno proucava sa stajalista efi-
kasnih algoritama koji rjeSavaju sustave velikih dimenzija. U ovom poglav-
lju pokazat ¢éemo kako se sustav moZze rjeSavati koriste¢i QR faktorizaciju
koja je izra¢unata pomoc¢u Givensovih rotacija.
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Sustav 1 linearnih jednadzbi s n nepoznanica oblika

ap Xy +apxy + -+ agpxn, = by
Ay X1+ apxs + -+ apx, = by
Ap1X1 + amXo + -+ appXy = by

jednostavnije zapisujemo Ax = b, gdjeje A € R"*" kvadratna matrica reda
n,a x,b € R" n-dimenzionalni vektori. Dakle, sustav linearnih jednadZzbi
mozemo zapisati kao produkt matrica

a1 4aip o Ap X1 by
a» axp -+ Ay X2 by
apl An2 - Qun Xn by,

Ukoliko promatramo problem Ax = b, tada rjeSavanje moZemo podijeliti
u nekoliko koraka. Prvi korak odgovara QR dekompoziciji matrice A koja
se moZe izracunati koriste¢i Givensove rotacije. Uo¢imo da ako je matrica
A regularna tada je regularna i matrica R. Tada se rjeSavanje sustava svodi
na rjeSavanje gornje trokutastog sustava

Rx = Qb
koji se lako rjeSsava metodom povratnih supstitucija.

Metoda povratnih supstitucija se bazira na ¢injenici da je matrica sustava
trokutasta pa se rjeSavanje sustava s #n jednadZzbi s n nepoznanica svodi na
n jednadZzbi s jednom nepoznanicom koje se rjeSavaju sukcesivno od "kraja
prema pocetku".

Naime, bududi da je sustav trokutast moZemo jednostavno odrediti zadnju
komponentu kao rjesenje jedne jednadzbe s jednom nepoznanicom, tada
mozemo odrediti predzadnju komponentu sustava itd. Na kraju ¢emo iz-
racunati cijelo rjeSenje sustava. Bududi da je matrica R regularna takav
sustav ¢e imati jedinstveno rjeSenje.

Algoritam povratnih supstitucije zapisan je u algoritmu 3} a viSe detalja o
rjeSavanju trokutastih sustava moze se pronaci u [3] i [4].

Istaknimo takoder da pri izratunu desne strane u promatranom sustavu
Q”b, formiranje matrice Q nije potrebno jer mozemo automatski mnoziti i
vektor b s Givensovim rotacijama. Ukoliko se pri izra¢unu QR faktorizacije
matrica A mnozi matricama Q1,Q», ..., Q, odnosno

R =0 - 0Q1A,
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Algoritam 3 (Povratne supstitucije)

Ulaz: A € R"*" gornje trokutasta matrica i vektor b € R”
Izlaz: rjeSenje jednadZbe Ax =b
1. xp = u—”

: forj:m;z—l,...,l do

2
. R | . _yn .
3 xj= 2 (b] Zk:jﬂ a]kxk)
4: end for

tada direktno mnozedi jednakost Ax = b slijeva s Qy - - - Q2Q1 dobivamo

Rx = Q- --Q2Q1b

Stoje trokutasti sustav, a poznavanje same matrice Q nije ni potrebno. Stoga,
u algoritmuliniju 6 moZemo zamijeniti linijom b = G;(i — 1,i,¢) b1 time
¢emo automatski dobiti gornje trokutasti sustav koji se rjeSava povratnim
supstitucijama.

lustrirajmo navedeno sljede¢im primjerom.

Primjer 1. Rijesite sustav Ax = b pomoc¢u QR dekompozicije koristeéi Gi-
vensove rotacije, gdje je

13 4 X 3
A=[213], x=|x|, b=|2
2 8 4 X3 6

Odredimo najprije QR dekompoziciju matrice A. Da bismo to napravili
prvo trebamo izra¢unati matricu G1(2,3, ¢1) koja ponistava tre¢i element
prvog stupca matrice A. Primjenom algoritma 1. na x;, = 21ix; = 2, dobi-
jemo traZenu matricu, a kada njome pomnoZimo matricu A dobivamo

1 0 0 1 3 4
Al =Gi(2,3,¢)A=|0 ¥ L 21 3
0o ~Z vz ||28 4

2
1 3 4
OMQ
2 2

Sada u novonastaloj matrici poniStavamo drugi element u prvom stupcu
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N
pomocu matrice G1(1,2,¢,) = ¥ —1 o |te dobivamo
0 0 1
1 3 4
Ar=Gi(1,2,¢2)A1 = Gi(1,2,¢2) | 2v2 %2 Ty
0 W2 A2
2 2
-3 -7 -6
— | 0 £ 32
= 2 2
0 V2 V2
2 2

Za matricu G(2,3, ¢3) dobivamo

0 0
0 _y50 _7v50
50 50 ,
0 7V50 /50
50 50

koja ponistava treci element u drugom stupcu pa mnoZenjem matrice Ay s
matricom Gy(2, 3, ¢3) dobivamo

-3 -7 —6
G2(2,3,¢3)G1(1,2,¢2)G1(2,3,¢1)A = 0 -5 -1 | =R
0 0 2

Tada je matrica Q = (G2(2,3,$3)G1(1,2,¢2)G1(2,3,¢1))7, a rjesenje sus-
tava dobijemo povratnim supstitucijama jer smo dobili gornje trokutasti
sustav

_19

3
T

Rx=Q'v=| -1 |,

8

15
. . 1 8 4 T
aonomnoswc:[§ = E] .

3.2 Linearni problem najmanjih kvadrata

U ovom poglavlju objasnit éemo ukratko $to je linearni problem najma-
njih kvadrata te kako se za njegovo rjeSavanje koriste Givensove rotacije,
tj. OR dekompozicija. Metoda najmanjih kvadrata se koristi kada u sus-
tavu Ax = b ima viSe jednadZbi nego nepoznanica Sto ¢emo ilustrirati u
sljede¢em primjeru.
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Primjer 2. Neka su zadane tri to¢ke u ravnini

x‘-Z 1 2
y‘Z 2 3

kao na slici 2. Kada bi imali jedinstveni pravac koji prolazi kroz sve zadane
tocke, tada bi za svaku tocku (x;,y;), i = 1,2,3 vrijedilo kx; + 1 = y;.

4l . . . . . .

3t . ]
2F + . i
1k _
D 1 1 Il 1 1 1 1

4 3 2 1 0 1 2 3 4 ¥

Slika 2. Zadane toc¢ke u ravnini

U navedenom primjeru to bi nam dalo sljededi sustav:

—2k+1=2,
lk+1=2,
2k+1=3.

Ovaj sustav s tri jednadzbi i dvije nepoznanice k i | ima sljede¢i matri¢ni
oblik

-2 1 2
1 1 { Ilc ] =12
2 1 3

odnosno imamo sustav Ax = b, gdje je

-2

1 k 2
A= 1], x:[l}, b=y=| 2
1 3
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Kada bi ovaj sustav imao rjeSenje, tada bi vrijedio Ax —b = 0, tj. ||Ax —

b|| = 0. No, kako ovaj sustav nema rjeSenje cilj nam je minimizirati rezidual

r = Ax — b, §j. minimizirati normu ||Ax — b|| i na taj na¢in dobiti pravac

koji "najbolje" aproksimira zadane podatke.

Minimizacija norme ||[Ax — b||, ekvivalentna je minimizaciji kvadrata te

3

iste norme, tj. minimiziramo ||Ax — b||> = ¥ (kx; + — y;)?. Naziv pro-
i=1

blem najmanjih kvadrata slijedi iz ¢injenice da minimiziramo sumu kva-

drata razlike dobivenih vrijednosti kx; + [ i pravih vrijednosti y;.

Primjer éemo rijesiti u nastavku rada.

Navedeni problem iz prethodnog primjera moZe biti i viSedimenziona-
lan. Tada imamo matricu A € R™*", takvu da je m > n ("dugacka" ma-
trica) i vektor b € R™, a trazimo x € R" koji minimizira normu reziduala
r = Ax — b, tj. normu ||Ax — D||.

Postoje razli¢iti nacini rjeSavanja linearnog problema najmanjih kvadrata
(LPNK). Neki od njih koriste sustav normalnih jednadZzbi i rjeSavanje po-
mocéu dekompozicije na singularne vrijednosti (vidi [4]), ali u nastavku
¢emo pokazati kako se LPNK rjeSava pomocéu QR dekompozicije.

Kako smo ve¢ rekli, rjeSavanje LPNK svodi se na minimizaciju norme re-
ziduala, tj. na minimizaciju norme ||Ax — b||, gdjesu A € R"™*", m > n,
ib € R™ Nekajerang(A) = r4 < n < m rang matrice A, te neka je
A = QR, QR dekompozicija matrice A dobivena pomoc¢u Givensovih ro-
tacija.

Kako matrica A ne mora biti punog ranga stupaca (r4 < n), razlikujemo
dva slucaja. U slucaju kada matrica nije punog ranga stupaca rjesenje x
LPNK nije jedinstveno, za viSe pogledati u [1]], a u ovom radu promatrat
¢emo samo slucaj kada je matrica A punog ranga stupaca.

Matrica A je punog ranga po stupcima, ali ne mora biti kvadratna, stoga za
nju ra¢unamo reduciranu QR dekompoziciju
!/
a—or-lo @] |-ow.
To znadi da smo za matricu A € R"*", gdjeje m > n, dobili A = Q'R’, gdje
je Q" € R™*" ortogonalna (sadrzi prvih n stupaca matrice Q), aR’ € R"*"
gornje trokutasta matrica (sadrzi prvih n redaka matrice R).

Napomena 3.1. U Matlabu bismo reducirane Q' i R’ zapisali na sljede¢i
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nacdin:

Q' =Q(,1:n),
R'=R(1:n,1:n).

Kako smo rekli da promatramo matrice koje su punog ranga po stupcima,
nekajery, = nix € R". Kakoje Q matrica rotacije ona ¢uva normu vektora,
pa stoga mozemo pisati

[I7]l = [|Ax = || = [|QRx — b]| = ||Q(Rx — Q"b)|| = ||Rx — Q"¥]|.

Zapigimo vektor QTb na sljededi nacin:
b
T, _ | 01
gdje je by 14 - dimenzionalni vektor, tj. by = Q’ Th. Tada imamo
R'x b
B2 — _oTp12 — 012
bl =R - QTP = 11| ] - | 5| 1B
=|[R'x = b1 []* + [[ba]?,

iz ega slijedi da ¢e rezidual biti minimalan kada je R’x = b; = Q'"b. Tada
se rjesenje x LPNK dobije rjeSavanjem trokutastog sustava R'x = Q' .

Sljedeci algoritam sluZzi za rjeSavanje LPNK u sluc¢aju matrice punog ranga
stupaca.

Algoritam 4

Ulaz: A € R"*"rangan, m >n,b e R"

Izlaz: x € R" koji minimizira ||Ax — b||
1: izratunaj reduciranu QR dekompoziciju matrice A = Q'R’
2. izratunaj Q''b € R"
3: rijesi R’x = Q'"b pomocu povratnih supstitucija.

Rijesimo sada Primjer
Imamo za rijesiti sustav Ax = b, gdje je

-2

1 r 2
A= 1], x:[l}, b=y=| 2
1 3
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Prvo ¢emo ponistiti element a;3 i to pomo¢u matrice G (2,3, 4)), koja glasi
1 0 0
Gi1(2,3,¢)=| 0 —04472 —0.8944 |.
0 08944 —0.4472

MnoZenjem matrice A i vektora b s G1(2, 3, ¢) dobivamo

A'=G(2,3,¢)A = | —22361 —1.3416

0 0.4472

—2.0000 1.0000 ]

2.0000
V' =Gi(2,3,¢)b= | —35777 |.
0.4472

Zatim Zelimo ponistiti element a1, i za to ponistavanje éemo koristiti ma-
—0.6667 —0.7454 0
tricu G1(1,2,¢) = | 0.7454 —0.6667 0 | te dobivamo
0 0 1

0 1.6398
0 0.4472

A" =G1(1,2,4)G1(2,3,¢)A =

3.0000 0.3333 ]

1.3333
V' =Gi(1,2,¢)G1(2,3,¢)b = | 3.8759 | .
0.4472

Preostalo nam je jo$ jedno ponistavanje i to elementa ap3. Givensova ma-
trica koju ¢emo koristiti za to poniStavanje glasi

1 0 0
G2(2,3,¢)=| 0 09648 02631 |,
0 —0.2631 0.9648

te dobivamo

R =G(2,3,¢)G1(1,2,¢)G1(2,3,)A = 0 16997

0 0

3.0000 0.3333 ]

1.3333
—0.5883

Q"b = G,(2,3,¢)G1(1,2,¢)G1(2,3,¢)b = [ 3.8570
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. I - T .
Sada povratnim supstitucijama rijesimo sustav R'x = by = Q'" b, gdje je

, [ 3.0000 03333 o, [ 13333
R‘[ 0 1.6997]' Q b_[3.8570]

Trazeno rjeSenje ovog LPNK je

0.1923
22692 |-

3.3 Racunanje QR dekompozicije strukturiranih matrica

U ovom poglavlju ¢emo prikazati kako se Givensove rotacije koriste u iz-
rac¢unavanju QR dekompozicije strukturiranih matrica kao $to su matrice
u Hessenbergovoj formi i tridijagonalne matrice. Prednost Givensovih ro-
tacija u odnosu na metodu koja koristi Householderove transformacije je u
tome Sto se moZzemo posvetiti ponistavanju konkretnih ne-nul elemenata
$to ubrzava postupak ra¢unanja QR dekompozicije.

Definicija 1. Za matricu A € R"*" ¢emo redi da je u gornjoj Hessenbergo-
voj formi ako vrijedi a;; = 0,zai — j > 2, tj. matrica A je gornje trokutasta
i ima jo$ jednu sporednu dijagonalu ispod glavne.

Nustrirajmo primjerom ideju za izra¢unavanje QR dekompozicije.

Primjer 3. Neka je A € IR matrica u gornjoj Hessenbergovoj formi.
Tada je ona sljedeceg oblika

a1 di12 413 414 4ais

a1 dzp a3 dp4 425

A= | 0 ax a3 a3y ass
0 0 ag3 ag ags

0 0 0 as4 0d55

S obzirom da trebamo ponistiti samo elemente na sporednoj dijagonali is-
pod glavne, ponistavanje ¢emo vrsiti dijagonalno, te na taj na¢in izbjeéi ne-
potrebna mnoZenja.

MnoZenjem matrice A slijeva, redom Givensovim matricama G1(1,2,¢) i
G»(2,3,¢) dobivamo matricu

ay ”ilz “i13 “:14 ‘1:15

0 ay ay ay ay

G2(2,3,¢)G1(1,2,¢)A=| 0 0 a}y afy as
0 0 a3 au ags

0 0 0 as4 ds5
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Stoga mnoZenjem jo$ s matricama G3(3,4, ¢) i G4(4, 5, ¢), dobivamo gornje
trokutastu matricu

R = Gy4(4,5,¢)G3(3,4,¢)G2(2,3,4)G1(1,2,$)A

11 T2 "3 T4 115

0 rp r3 Tu 125

=1 0 0 7rs 13 735
0 0 0 Y44 745

0 0 0 0 ¥s5

Tada je matrica Q iz QR dekompozicije jednaka

Q = (G4(4,5,¢)G3(3,4,9)G2(2,3,9)G1(1,2,¢))"
=G1(L,2, (P)TGZ (2,3, (P)TG3 (3.4, (P)TG4 (4,5, (P)T
te smo QR dekompoziciju dobili s Cetiri jednostavna mnozenja.

Mozemo primijetiti razliku izmedu ove strategije da dijagonalno ponista-
vamo elemente i strategije primijenjene u algoritmu 4 gdje su se elementi
ponistavali po stupcima odozdo prema gore, pocevsi od zadnjeg elementa
u prvom stupcu. Stoga u slucaju kada imamo matricu A € R"*" u gor-
njoj Hessenbergovoj formi koristimo sljedeéi algoritam za ra¢unanje QR
dekompozicije:

Algoritam 5 (QR dekompozicija za matrice u gornjoj Hessenbergovoj
formi)

Ulaz: A € R"*" matrica u gornjoj Hessenbergovoj formi

Izlaz: R € R"*" gornje trokutasta i Q € R"*" ortogonalna
LR=A0Q=1I

cforj=1,...,n—1do

izratunati ¢ za matricu G;(j,j + 1, ¢;)

R= G]-(j,j + 1,49]-)R

Q =QG;(j,j+1,9)"

end for

AU S

Primjer 4. Matrica

0 12 5 3 0
1 3 9 0 31
H=|0 4 4 7 17
0 0 3 8 5
0 0 0 6 1
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je u gornjoj Hessenbergovoj formi. Odredite njenu QR dekompoziciju.

Koristeéi algoritam za QR dekompoziciju matrica u gornjoj Hessenbergo-
voj formi uz pomo¢ Givensovih rotacija kao rezultat dobijemo H = QR,
gdje su

0 0.9487 0.1878 —0.0072 —0.2544

—1.0000 0 0 0 0
Q= 0 03162 —0.5633 0.0216  0.7631
0 0 —0.8047 —0.0168 —0.5935
0 0 0 —0.9996  0.0283
—1.0000 —3.0000 —9.0000 0 —31.0000

0 12.6491  6.0083 5.0596 5.3759

R = 0 0.0000 —3.7283 —-9.8169 —13.5988
0 0 —0.0000 —6.0024 —-10.7127
0 0 0 0 10.3155

pri ¢emu smo zaokruzivali na Cetiri decimale.

Osim odredivanja QR dekompozicije pomocu Givensovih rotacija, opce-
nite matrice se mogu svoditi na gornju Hessenbergovu formu. Tada u al-
goritmu 4 u 3. koraku umjesto fori = m : —1 : [ + 1 piSemo fori = m :
—1: I 4 2 ina taj nacin ¢e se ponistavanje vrsiti do elementa ispod dijago-
nale i matricu éemo svesti na gornju Hessenbergovu formu.

Definicija 2. KaZemo da je matrica T € R"*" tridijagonalna ako je t;; = 0
za |i — j| > 1, tj. matrica T ima glavnu i obje sporedne dijagonale.

Primjer 5. Matrica

—

N
N O O
Qo o o

=
Il
SO O o
—_
@

SO DN
S W W\WOwo

a1
—_
—_

je tridijagonalna. Odredite QR dekompoziciju.

Primjenom istog koda kao u prethodnom primjeru, za matrice Q i R dobi-
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vamo
[ —0.1240 09386 —0.2349 —0.1550 0.1564
—0.9923 —-0.1173 0.0294 0.0194 —0.0196
Q= 0 0.3245 0.6900 0.4554 —0.4595
0 0 0.6840 —0.5135 0.5182
i 0 0 0 —0.7103 —0.7039
—8.0623 —3.4730 —8.9305 0 0
0 12.3263 —0.0824 2.2716 0
R = 0 0 43863 13.7217  3.4198
0 0 0 —7.0395 —10.3807
i 0 0 0 0 —5.1523

pri ¢emu smo zaokruZzivali na Cetiri decimale.

Primijetimo da se izra¢unavanje QR dekompozicije tridijagonalnih matrica
provodi na isti nacin kao i kod Hessenbergovih matrica.

4 Zakljucak

U ovom ¢lanku smo obradili osnovna svojstva Givensovih rotacijskih ma-
trica i njihovu primjenu. Givensove rotacije smo koristili za izra¢un QR
dekompozicije dane matrice pri ¢emu smo posebno promatrali struktu-
rirane matrice poput tridijagonalnih i Hessenbergovih matrica. Obradili
smo primjenu QR dekompozicije na rjeSavanje sustava linearnih jednadZzbi
i rjeSavanje linearnog problema najmanjih kvadrata. Na primjerima smo
ilustrirali Givensove rotacije, a potrebne algoritme smo napisali u formi
pseudokoda koji se jednostavno mogu implementirati u programskim pa-
ketima poput Matlaba ili Mathematica-e.
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