RUESAVANJE JEDNADZBI POMOCU POZNATIH NEJEDNAKOSTI

RjesSavanje jednadzbi pomocu
poznatih nejednakosti

SEFKET ARSLANAGIC!

Rjesavanje raznih vrsta jednadzbi za veéinu je ucenika oduvijek bio zanimljiv
i drag posao. No, ako se radi o npr. iracionalnim jednadzbama, to moze za ucenike
(paistudente) predstavljati problem jer se nakon oslobadanja od korijena dobije jed-
nadzba viSeg stupnja koju nije lako rijesiti. U ovome ¢lanku ¢emo pokazati kako se
koristenjem poznate nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva
ili vi$e pozitivnih brojeva, rjeSavanje takvih «nezgodnih”jednadzbi prili¢no pojedno-
stavni. To ¢emo demonstrirati kroz viSe raznih primjera.
Primjer 1. Rije$imo jednadzbu
2
+13x+4
A N
x+2
Rjesenje: Ocigledno mora biti x >0. Najprije ¢emo dati uobicajeno rjesenje. Uvest
¢emo zamjenu x =t; t 0. Dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
£ +13t" -4 =6t (¢ +2)
ottt -6’ +13t2 —12t+4=0
o (# -2t +1)(£ -4t +4)=0
= (t —1)2 (t —2)2 =0, a odavde
t—1=0 v t-2=0, tj.

t=1 v t=2,
odnosno

x=1v x,=4.

Sada ¢emo dati rjesenje za koje ¢emo koristiti nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine (A > G) za dva pozitivna broja:
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“Zi’z Jab; (a,b>0)
gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je a=b.

Koristedi (1) dobivamo:

x2+13x+4_(x2+4x+4)+9x_(x+2)2+ 9x 3
xX+2 - x+2 - x+2

x+2_
(xr2) 42X 50 f(xr2) 2 — 6,
xX+2 xX+2

gdje se jednakost dostize ako je x+2 = 9—xz, tj. ako je
X+

(x+2)2 =9x & x’ —5x+4=0<(x—1)(x—4)=0,aodavde x, =1, x, =4.

Primjer 2. Rijesimo jednadzbu

2
aro1=X "3
4

1
Rjesenje: Mora biti 2x-120,tj. x € [5,+00J. Imamo

2
P2x-1= al :3/4

& 256(2x-1)=(x* +3)
& 512x—256 = (x4 +6x° +9)2

< 512x-256 = x° +36x* +81+12x° +18x* +108x>
< x®+12x° +54x* +108x* —512x +337 =0.

Koriste¢i Hornerovu shemu dobivamo:

(1)

1 1 0 12 0 54 0 108 -512 337
1 1 1 13 13 67 67 175 -337 0
1 2 15 28 95 162 337 0

Dakle, x = 1 dvostruko je rjeSenje gornje jednadzbe pa imamo:

(x=1)" (x° +2¢" +15x" +28x° +95x* +162x +337) =0,

1
Zbog x € {5,4-00] imamo samo jedno rjeSenje dane jednadzbe x = 1.
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Primjer 3. Rije$imo jednadzbu
Vo #1445 —1 =57 +x+1.

Rjesenje: Mora biti x* + 1 2 0i x> - 1 > 0, odnosno (x+1)(x2—x+1)20 i

(x—l)(x2 + x+1) >0, a odavde je x e[l, +00). Nakon kvadriranja dane jednadzbe

dobivamo:
120 +1Ax -1+ %7 —lz(x2 +x+1)2

S22 20X =T =xt + % +142x7 +2x% +2x

S —1=x*+3x* +2x+1,

a odavde nakon kvadriranja:
4(x6 —1) =x° +9x* +4x” +1+6x° +4x° +2x* +12x° +6x7 +4x

<8 +2x0 +4x° +11x* +12x° +10x* +4x+4 =0,

a ova jednadzba zbog x € [l, +oo) ocigledno nema rjesenja u skupu realnih brojeva.
Sada ¢emo dati mnogo elegantnije rjesenje za koje se koristi nejednakost (1).
Na osnovi nejednakosti (1) imamo:

\/3637+=\/(x+1)(x2—x+1) < (x+1)+(x2_x+l) = X2 >

2 2

te

Ny sy o Pl wihica B 23

2 2

Sada za lijevu stranu dane jednadZbe imamo ocjenu:

Voo +1-vx* —1<x* +x+1.

Dana jednadzba zadovoljena je kada u gornjoj ocjeni vrijedi jednakost. To je
moguce ako istodobno vrijedi:

x+1=x>—x+11ix—1=x* +x+1, .
x*—2x=0i x2+2=0,
a ove posljednje dvije jednadzbe nemaju zajednicko rjesenje ni za jedno x € R. Da-

kle, dana jednadzba nema rjesenja u skupu R.
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Primjer 4. Rije$imo jednadzbu

\/x2+x—1+\/x—x2+1 =x*—x+2.

Rjesenje: Mora biti x* +x—-1>01 x—x +1>0, 4.

“1-/5 | | -1++5 1-+/5 1+4/5
x | —oo, 5 U 4o | te x e T, 5 ,aodavde

2
xe{—1+\/§ 1+\/§}

>

2 2

Na osnovi nejednakosti (1) dobivamo:

2 2
Vo +x—1+x—x" +1 =\/(x2 +x—1)-1+\/(x—x2+1)-1 <z +x2—1+1+x—x2+1+1 =x+

Jednakost vrijedi ako je x> + x - 1 = x - x* + 1, a odavde x* = 1, tj. x = 1. Alj, za
x =1 vrijedi x + 1 = x> - x + 2. Dakle, dana jednadzba ima rjesenje x = 1.

Sada ¢emo dati ono uobicajeno .dugo” rjesenje za koje necemo koristiti nejed-

nakost (1). \/’ \/’
|Z—1+ 5 1+ 5}
5 ,

Nakon kvadriranja dane jednadzbe (uz uvjet xe

P —x+2>0 (Vx € R)) dobivamo:

3

2

x2+x—1+2\/(x2+x—1)(x—x2+1)+x—x2+1=x4+x2+4—2x3+4x2—4x

<:>2,[x2—(x2—1)2 =x'+x7+4-2x +4x7 —6x/2

2
= 4(—x4 +3x° —1) =(x4 —2x> +5x2 —6x+4)
o 4(—x4 +3x2 —1) = x® +4x° +25x* +36x% +16—4x” +10x° —12x°
+8x* —20x° +24x* —16x° —60x> + 40x* —48x

< x®—4x” +14x° —32x° +61x* —76x> +64x* —48x+20=0.

Na osnovi Hornerove sheme imamo:

1 1 -4 14 -32 61 -76 64 -48 20
1 1 -3 11 -21 40 -36 28 -20 0
1 -2 9 -12 28 -8 20 0
a odavde

x® —4x” +14x° —32x° +61x* —=76x> +64x* —48x+20 =
=(x=1)" (x°—2x" +9x" —12x° +28x* ~8x+20) =0

=x=1
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(jer je x° —2x" +9x" —12x° +28x> =8x+20 = (x° +9x" +28x" +20) —(2x° +12x° +8x) >0,

~1+5 1+\/§}

za sve X € >
{ 2 2

Dakle, rjeSenje dane jednadzbe je x = 1.
Sigurno ¢emo se sloziti da je ovo drugo rjeSenje kudikamo «napornije” od onog
prvog.

Primjer 5. Rijesimo jednadzbu
2
X 1

5o 4o’

=1

Rjesenje: Mora biti 9-x*>0 i 3-v9-x"#0, tj. xe[-3,3] i x#0, te
X e[—3,0) ) (0, 3]. Dat ¢emo prvo uobicajeno rjesenje. Nakon racionaliziranja obaju
nazivnika u danoj jednadzbi, dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:

#(-r) 5o

2 2
X 4x

<:>4x2(3—\/9—x2)+3+ 9—x* =4x’
<:>8x2+3:(4x2—1)\/9—x2 ,

1
a odavde, nakon kvadriranja, uz uvjet da je 4x*> —1>0, t. |x| >— ili

1 1
X e| —00,— |U| —,4+00 |:
2 2

64x" +48x% +9 = (4x2 —1)2 (9—x2)

1

& 64x* +48x% +9 = (16x4 —8x? +1)(9—x2)
< 16x° —88x" +121x* =0

<:>x2(16x4—88x2 +121):0
o i (4x2 —11)2 -0,

a odavde, zbog x #0,

4x* - 11 =0, tj.
xziﬂ.
2
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Sada ¢emo dati krace rjesenje za koje cemo koristiti nejednakost (1). Na osnovi
(1) imamo:

x* 1 x? 1

SO ey | FUN e N ey

Ovdje jednakost vrijedi ako je:

=1.

x? 1

3+\/ﬁ_4(3—\/ﬁ)

Primjer 6. RijeSimo sustav jednadzbi

2x—1
-1 y+2
y+2 2x-1

x+y=12.

Lo 2x—1 . .

Rjesenje: Mora biti 5 > 0. Prvo rjesenje je uobic¢ajeno; uvodimo zamjenu
y+
2x—1 . . .
= t; (t > 0) . Iz prve jednadzbe danog sustava dobivamo:
y+
1
t+;=2<:>t2 —2t+1=0
= (t-1) =0,4.
t=1,
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a odavde
2x—1
AlnE RS R}
y+2
2x-1=y+2,
a odavde
2x -y =3.

Sada iz sustava jednadzbi
2x—y=3
x+y=12,
dobivamo rjesenje x =5,y =7.

Drugo rjeSenje zasniva se na nejednakosti (1), pa dobivamo:

2x-1 +2 -
X +\/y >9 2x 1-y+2,tj
y+2 2x-1 y+2 2x-1

2x —

x 1+ /y+2 >,

y+2 2x-1

2x -1 +2

X :\/y ,t]

y+2 2x-1

2x—1 _ y+2
y+2 2x-1"

gdje vrijedi jednakost ako je:

te
(2x-1) =(y+2). 4.

2x—1]=|y+2|,
odnosno zbog x + y = 12:
[2x—1]=[14-x].
Ova jednadzba ima dva rjeSenja: x, = =13 i x, = 5, te y, = 251 y, = 7. Rjedenje

(x, ) = (=13, 25) ne zadovoljava dani sustav, dok je rjesenje (x, y) = (5, 7) ispravno.
Primjer 7. Rijesimo jednadzbu s dvije nepoznanice:
x*+yt :2xy—§,

gdje x,y e R.
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Rjesenje: Na osnovi nejednakosti (1) imamo:

4 4
X +y > ’x4'y4,tj.

2

xt+yt =247y (2)
Kako je

2x°y* > 2xy —% (3)

< 4x’y’ —4xy+1>0
= (ny—l)2 >0,
to iz (2) i (3) slijedi: 1
x* +y4 22xy——,
2
gdje vrijedi jednakost ako je x* = y* i 2xy =1, a odavde

x=t-—, y=t-—, 4.
27T 272 272

Preporucujemo da sami rijesite sljedece jednadzbe koriste¢i nejednakost (1):

1 V1-x" +31-x+Y1+x =3; (Rj.x=0).
+1 -3 2 _2x-3
2. 2 X0 | 2T (Rjx=-11).

2x—3 3x-2 Vex*—13x+6

3. V1-x® +41-x* 142t =3; (Rj. x=0).

3+3x* +63 y+2-(y+2)+6

4. =18; (Rj. (x,y) €{(1L.-1),(-1,-1),(1,-3),(-L-3)}).
Yo
L+L=xyy

5. |\ Jx

a-3

x“+y" =8(xy) 2 ;(aeR), (R_] x=y =3/Z)

6. Zakoje a € R jednadzba
(\/x2 —2ax+7 +\/x2 —2ax+5)x +(\/x2 —2ax+7 —\/x2 —2ax+5)x :Z(ﬁ)x

ima jedinstveno rjeSenje? (Rj. a € (\/g NG ) ).
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