Do RJESENJA NA MNOGO NACINA

Do rjeSenja na mnogo nacina

7ELJKO BREIE!

Sazetak: Zadatak o kojemu je u nastavku teksta rije¢ bio je postavljen na ovogodis-
njem Drzavnom natjecanju iz matematike u Sibeniku, u konkurenciji u¢enika osmih
razreda osnovne skole. Vecina ucenika uspjesno je rijesila zadatak, no zanimljivo, ni-
jedan ucenik nije zadatak rjesavao na identican nacin. Mnostvo raznolikih putova pri
rjesavanju jednog zadatka potaknulo me da te razlicite metode pokusam objediniti i
prikazati na jednome mjestu, u clanku koji upravo Citate.

Nastavnici u¢enicima Cesto naglasavaju da u matematici nije bitan samo rezultat
nekog zadatka, nego i nacin njegovog rjeSavanja. Potpuno razumijevanje svih poje-
dina¢nih koraka pri rjesavanju nuzno je jer ponekad tek mala promjena u pocetnim
uvjetima zadatka zahtijeva sasvim drugaciju strategiju u samom postupku rjesavanja
zadatka. Posebno su zanimljivi i vrijedni zadaci koji se mogu, koristeci razli¢ite ma-
tematicke postupke, rjeSavati na vise nacina. Matematicari su, naravno, svjesni da
rijesiti vec rijeSeni zadatak na neki drugi nacin svakako nije gubitak vremena. Mozda
neki slican zadatak nece biti moguce rijesiti na ve¢ koristeni nac¢in, a mozda je neki
alternativni postupak ucinkovitiji, brzi ili jednostavno ljepsi.

U ovome ¢lanku opisan je zadatak s ovogodi$njeg Drzavnog natjecanja iz ma-
tematike, odrzanog u Sibeniku. Zadatak je bio postavljen u kategoriji osmih razreda

osnovne $kole i nije narocito tezak. No, njegova je vrijednost u ¢injenici da se moze
rjeSavati na mnogo razli¢itih nac¢ina. Neke od njih iznosim u daljnjem tekstu.

Zadatak. Duljine stranica pravokutnika ABCD su |AB| =33 emi |BC| =3cm.

Neka je tocka E sjeciste simetrale kuta ZCAD i stranice CD. Izrac¢unaj povrsinu tro-
kuta ACE.

1Zeljko Bréi¢, OS Zrinskih, Nustar
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Rjesenje ovoga zadatka moze se podijeliti u tri etape.
« racunanje duljine dijagonale AC pravokutnika ABCD
« racunanje duljina drugih dviju stranica trokuta ACE (CE i AE)

 racunanje povrsine trokuta ACE

1. duljina dijagonale AC (Pitagorin poucak)
Bez obzira kojim putem kasnije krenuli u rjesavanje postavljenog zadatka, poce-

tak svakako mora biti racunanje duljine dijagonale AC pravokutnika ABCD. Ta dija-
gonala ujedno je i stranica trokuta ACE pa njezinim izra¢cunom prelazimo s pocetnih
podataka (duljina stranica pravokutnika ABCD) na ono $to treba rijesiti (povrsinu
trokuta ACE).

Trokut ABC je pravokutni trokut i na njega primijenimo Pitagorin poucak.

Viijedi |AC|” =|AB| +|BC| = (3\5 )2 +3 =27+9=36,|AC|=6 cm.

Nakon izracuna duljine dijagonale, slijedi druga etapa u rjesavanju zadatka koja
je u ovom tekstu napravljena na tri razli¢ita nacina. Budu¢i da je zadatak postav-
ljen u kategoriji osmih razreda, u¢enicima je najblize koristenje Pitagorinog poucka.
Drugi je nacin koriStenje sli¢nosti trokuta, ¢ime se zadatak spusta na razinu sedmih
razreda. Treci je nacin kori$tenje jednog svojstva simetrale kuta i to je mozda najbrzi,
ali i najtezi nacin rada. Simetralu kuta ucenici obraduju jo$ u Sestom razredu (dakle
relativno davno), a bitno je naglasiti da se svojstvo simetrale kuta koje im u postupku
rada treba ne spominje u redovitoj nastavi matematike, nego se eventualno obraduje
na dodatnoj ili izbornoj nastavi.

2.1. duljine stranica AE i CE (Pitagorin poucak)

Primijetimo da je |BC| =3 cm, a da smo izra¢unali |AC| =6 cm. Dakle, u trokutu

ABC duljina stranice AC dvostruko je veca od duljine stranice BC, iz ¢ega se moze
zakljuciti da je trokut ABC polovina jednakostrani¢nog trokuta AC’C (vidi sliku).

D E/ C
A B
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C
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Dakle, |LBAC| =30° (polovina kuta od 60°). Onda je |LCAD| =90°-30°=60°,
1
odnosno |4EAD| = E -60° =30°.

Sad promotrimo trokut AED. Njegovi su kutovi 30°, 90° i 60°, $to znaci da je i
trokut AED polovina jednakostrani¢nog trokuta, odnosno da vrijedi |AE| = 2|ED|.

Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut AED slijedi |AE|* = |ED|* +
+ |DAJ?* odnosno 4 - |[ED|* = |ED|* + |DA|*. Iz toga slijedi da je 3 - |ED|* = 9, pa je
|ED|? = 3, odnosno da je |[ED| = V3 cm.

Dalje je |CE| = |CD| - |ED| = 3/3=+/3, paje |CE| = 24/3 em i |AE| = 2|ED| =
=23 cm.

2.2. duljine stranica AE i CE (slicnost trokuta)

Prvi dio ovoga rjesenja identi¢an je pocetku prethodnog. Dakle, iz poznatih du-
ljina stranica |[AB| = 3/3cmi |BC| = 3 c¢m, Pitagorinim pou¢kom dobije se duljina
dijagonale |AC| = 6 cm. Takoder se, na opisani na¢in, moze zaklju¢iti da su trokuti
ABC i AED pravokutni trokuti s kutovima 30°, 60° i 90°. To znaci da su trokuti ABC
i AED sli¢ni trokuti.

Buduc¢i da je AABC = AAED, slijedi da su odgovarajuce stranice trokuta propor-
cionalnih veli¢ina. Vrijedi:

|AB|: |BC| : |AC| = |AD| : |DE] : |AE|

BC|-|AD| 3.
1z |AB| : |BC| = |AD| : | DE| slijedi da je | DE| = [BAAD] _ 33 -2 _fiem

AB 33 3
Opet se vidi da je |CE| = |CD| - |DE| = 33 -3, paje |CE| = 243 em.

AC|-|AD| ¢-3 6
| | | | = -~ =23¢m.
PN
Naravno, primje¢ujemo da su dobivene duljine trazenih stranica trokuta ACE u
oba postupka jednake.

Sli¢no, iz |AB| : |AC| = |AD| : |AE]| slijedi da je |AE|=

2.3. duljine stranica AE i CE (svojstvo simetrale kuta u trokutu)

U oba do sada ponudena rjesenja koristile su se veli¢ine kutova trokuta ABC
i AED (30°, 60°, 90°). Do istih rezultata moze se do¢i i bez tog zakljucivanja, pri-
mjenom jednog svojstva simetrale kuta koje, kako je ve¢ receno, nije dio redovitog
osnovnoskolskog programa, ali se ¢esto obraduje na dodatnoj ili izbornoj nastavi
matematike.

Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu na dva odsjecka,
¢ije se duljine odnose kao duljine drugih dviju (odgovarajucih) stranica trokuta.
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B
Dakle, uz oznake kao na slici, vrijedi: |AB| : |AC| = |BD| : |CD|.

U nasem zadatku, pravac AE je simetrala ZCAD i on na stranici CD trokuta

ACD odsijeca duzine CE i DE, ¢ije se duljine odnose kao duljine pripadnih stranica
ACi AD. Dakle, vrijedi:
|AC| : |AD| = |CE| : | DE|.

Kako je |AC| = 6 cm, |AD| = 3 cm, a |DE| = |CD| - |CE| = 3v/3 - |CE|, imamo:

6:3 =|CE| : (33 - |CE|), iz ¢ega se daljnjim racunanjem redom dobiva:
18v/3 - 6|CE| = 3|CE|, 9|CE| = 18/3 , tj. |CE| =243 cm.

Duljina trece stranice AE trokuta ACE moze se dobiti, bez do sada koristenih
Pitagorinog poucka i slicnosti trokuta, na sljedeci nacin:

u trokutu ACE imamo dva jednaka kuta: | ZCAE| = 30° i | ZACE| = 30°, $to znadi da
je trokut ACE jednakokracan. Stoga su mu i duljine stranica nasuprot spomenutih
kutova jednake, odnosno: |AE| = |CE| =2+/3 cm.

Nakon $to su, na bilo koji od prikazanih nacina, izra¢unate duljine svih triju
stranica trokuta ACE, moguce je prijeci i na racunanje njegove povrsine. U nastavku
teksta to je napravljeno na sedam manje ili vi$e razli¢itih nacina (uz napomenu da
zasigurno postoje jo$ neki drugi, ovdje neprikazani nacini rada). Prva tri prikazana

nacina racunanja povrsine trokuta odnose se na klasi¢nu formulu s jednom strani-
com i njoj pripadaju¢om visinom.

3.1. povrsina trokuta ACE (stranica CE i visina E)

D E C

/A B
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U ranijim razmatranjima (na tri razli¢ita nacina) izrac¢unata je duljina stranice
|CE| =2+/3 cm. Sa slike se vidi da je visina trokuta ACE iz vrha A na stranicu CE,
zapravo duzina AD. Bududi da je poznato da je |[AD| = 3 cm, moze se izraunati i

traZena povrsina.
WACE — |CE|'2|AD| = 2\/25‘3 =33 em?

3.2. povrsina trokuta ACE (stranica AC i visina ﬁ)

Ako u formuli za racunanje povrdine trokuta ACE krenemo od stranice AC,

onda je potrebno izracunati i duljinu visine EF nacrtane iz vrha E na stranicu AC,
pri ¢emu je tocka F oznaka za noziste spomenute visine.

D E/ C

A B

Promatrajmo trokute AAFE i AADE. Oni imaju zajednicku stranicu AE, a kako
je ta stranica simetrala kuta ZFAD , vrijedi | ZFAE| = | ZEAD)|. Oba trokuta imaju po
jedan pravi kut, pa je i | ZAEF| = | ZAED)|.

Prema K-S-K poucku, AAFE = AADE, iz ¢ega slijedi da je |EF| = |DE| = Y3 em
(koristimo podatak izra¢unat u drugom koraku).

Poznate su, dakle, duljine stranice i njoj odgovarajuce visine, pa se moze racunati
povrsina trokuta:

e |AC|2-|EF| _ 6.2\5 3 emt

3.3. povrsina trokuta ACE (stranica AE i visina ﬁ)

Tre¢a moguca kombinacija racunanja povrsine trokuta ACE je pomocu duljine
stranice AE ina slici prikazane visine CH povucene iz vrha C na produzetak stranice

AE.
H
D c E C
d b
A a B
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Promatrajmo sada trokute AAHC i AABC. Oni imaju zajednicku stranicu AC, te
dvajednaka odgovarajuda kuta uz tu stranicu. Vrijedi, naime, | ZCAH| = | £BAC| = 30°,
te | ZACH| = | ZACB| = 60° (zbog toga $to oba trokuta imaju po jedan pravi kut).

Prema K-S-K pouc¢ku, AAHC = AABC, iz ¢ega slijedi da je |CH| = |BC| = 3 cm.
Ranije je pokazano da je |AE| =2+/3 cm, pa je trazena povrsina:

Piace = |AE|JCH| = 2\/25.3 =33 cm”.

3.4. povrsina trokuta ACE (pravokutnik umanjen za dva pravokutna trokuta)

D E C

A B

Povrsinu trokuta ACE moguce je izracunati i na neizravan nacin, tako da se izra-
¢una povrsina cijelog pravokutnika ABCD, te da se zatim umanji za veli¢inu povrsine
pravokutnog trokuta ABC i pravokutnog trokuta AED. Za to nam, pored zadanih
pocetnih veli¢ina, treba jo§ samo duljina |DE| koja je izra¢unata u drugom koraku.

Pagep = |AB| : |BC| = 3\/5'3 =9\/5 cm?
1 ENER
Papc= EPABCD = —2 cm?.

Za povrsinu trokuta AAED koristimo da je |DE| = J3 em:

_[ADLpE 3B s
pAAED— 2 - 2 - 2

Konacno je

Pace = Pagep = Pasc ™ Papp = 9

3.5. povrsina trokuta ACE (zbroj povrsina dvaju trokuta)

D E/ c
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Za pocetak, ponovit ¢emo dio rasudivanja koristen pri racunanju visine EF (u
koraku 3.2).

Promatramo trokute AAFE i AADE. Oni imaju zajednicku stranicu AE, a kako
je ta stranica simetrala kuta ZFAD , vrijedi | ZFAE| = | ZEAD)|. Oba trokuta imaju po
jedan pravi kut, pa je i | ZAEF| = | ZAED)|. Prema K-S-K pouc¢ku, AAFE = AADE, pa
jepAFE :pAED'

Promotrimo sada trokute AFE i CFE (koji zajedno ¢ine trokut ACE). Oni imaju
zajednicku stranicu EF, a jednaki su im i kutovi uz nju. Vrijedi | ZAFE| = | ZCFE|
(oba su pravi kutovi), te | ZFEA| = | ZFEC]| (oni moraju biti po 60° jer vrijedi | ZFAE]|
= |ZFCE| = 30°). Ponovno, prema K-S-K poucku, AAFE = ACFE, i vrijedip, . = p -

Tada zaklju¢ujemo:

AD|-|DE 3.\/5
pACE:pAFE+pcpE=2'pAFEZZ'PADEZ2'| | | |=2' =3\/gcrn2.

2 2
3.6. povrsina trokuta ACE (dio pravokutnika)
D E/ C
F
A B

U proslom odjeljku pokazana je sukladnost triju trokuta koji ¢ine trokut ACD.

Vrijedi AAFE = AADE = ACFE, pa je ocito da je

2 1 1 1
Pace :gpACD = gpABCD :§|AB|'|BC| 25'3\/5'3 =33 cm?.

3.7. povrsina trokuta ACE (polovina paralelograma)

D ¢ E C

A a/F B

Tockom C nacrtajmo pravac usporedan s pravcem AE, pa sjeciSte tog pravca i
stranice AB oznadimo s F. Cetverokut AFCE ocito je paralelogram kojemu je duzina

EC stranica, a duzina AD visina.

Bududi da je |EC| = 23emi |AD| = 3 cm, dobivamo p, .. = 23:3=643 em2.
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Dijagonala AC dijeli paralelogram na dva jednaka dijela pa vrijedi:

1
Pace = E'ADAFCE = 3\/5 cm’,

U ¢lanku je do sada pokazano da se stranice trazenog trokuta ACE mogu dobiti
na tri nacina, a zatim pomocu njih izracunati povrsina trokuta na sedam nacina. Kao
$to je vec ranije receno, postoji jos mnogo sli¢nih, a vjerojatno i sasvim drugacijih
varijanti zakljucivanja, no u tekstu sam se ogranicio samo na ucenicke ideje iznesene
u rjeSenjima na drzavnome natjecanju. I bez daljnjeg $irenja, jednostavnim kombini-
ranjem iznesenih varijanti u drugom i trecem koraku dolazimo do impresivne brojke
od dvadesetak nacina rjesavanja jednog jedinog zadatka.

Na kraju dodajmo da zadatak ima sasvim drugacije rjeSenje ako se zamijene du-
ljine stranica pravokutnika, odnosno ako zadatak glasi ovako:

D Ej c
Zadatak. Duljine stranica pravokutnika ABCD
su|AB|=3cmi|BC|= 343 em. Neka je tocka E sje-
ciste simetrale kuta ZCAD i stranice CD. Izracunaj
povrsinu trokuta ACE.
Sada slika izgleda ovako kao na slici desno:
A B

U ovom slucaju, navest ¢u samo jedan nacin rjesavanja, i to onaj najucinkovitiji
(ostale varijante ¢itatelji mogu potraziti sami).

Pitagorinim pouckom izracuna se duljina dijagonale

Ona ocito ostaje ista, dakle |AC| = 6 cm.
Simetrala kuta ZCAD dijjeli stranicu CD trokuta ACD na dva dijela, tako da
vrijedi:
|AC| : |AD| = |CE]| : |DE].
Primijetimo da je |DE| = 3 - |CE| i uvrstimo pocetne podatke:
6: 33 = |CE|: (3 - |CE])

Rjesavanjem razmjera dobije se |CE| = 12 - 6~/3 cm, a zatim i traZena povrsina:

_[cE[]AD| _(2-6v3)3\3
2

Parce =— =183 -27 cm?.
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