Poucak 60

Trigonometrijske formule
- ,Sve” iz jednog trokuta i jos ponesto

+Os8troumni zakljucci iz tupokutnog trokuta
i iz-skok trokutomjernih funkcija iz trokuta”

ViapiMmiR CEPULIC!, KRISTINA PENZAR®

Uvod

U ovom su ¢lanku, polaze¢i od samih definicija, izvedene temeljne Cinjenice o
trigonometrijskim funkcijama u trokutu i razmotrena poopcenja tih funkcija na sve
realne vrijednosti kuteva. Pri tome je polaziste jednostavna i pregledna slika dopu-
njenoga tupokutnog trokuta (sl. 3), sa svega 5 tocaka i sa 5 duzina koje ih spajaju.
Ta se slika pokazala vrlo plodnim sredstvom neposrednoga dokazivanja svih cetiriju
temeljnih trigonometrijskih formula - sinusa i kosinusa zbroja, kao i sinusovog i
kosinusovog poucka.

Formule za sinus i kosinus zbroja omogucuju prosirbu podrucja definicije ovih
funkcija s prvotnog otvorenog intervala 0,% na cijeli skup R. Takav pristup mo-

gao bi ucenicima srednjih $kola olaksati razumijevanje pripadnih dokaza, a onda i
pamcenje ili samostalnu izvedbu tih formula. Takoder posvijestiti si povezanost alge-
barskoga i geometrijskoga znacenja tako prosirenih funkcija.

1. Trigonometrijske funkcije u pravokutnom trokutu. Kao $to znamo, polazno
se trigonometrijske (.trokutomjerne”) funkcije definiraju u pravokutnom trokutu
kao omjeri njegovih stranica, a u ovisnosti od njegovih kuteva. Pri tom ima vaznu
ulogu Pitagorin poucak koji izrice da je plostina kvadrata nad hipotenuzom (.suprot-
nicom’, jer je nasuprot pravom kutu) jednaka zbroju plostina kvadrata nad kateta-
ma (okomicama” — one zatvaraju pravi kut, medusobno su okomite). Uz uobicajene
oznake imamo ovu sliku pravokutnoga trokuta:
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TRIGONOMETRIJSKE FORMULE

B
B Temeljne trigonometrijske funkcije sinus i kosinus defini-
c . raju se formulama:
(1) sina =2 2) cosa:%. Iz (1) i (2) slijedi:
| (1Na=c-sina 2Yb=c-cosa.
A b C

Slika 1.

Po Pitagorinom poucku je a*+b* =c?, pa je

2 2
(3) sin2a+cosza=(%) +(£j =1.

c

Opve su tri formule temelj za sva daljnja .zbivanja” u trigonometriji.

Prve dodatne definicije su

sinx

4) tga = _ cosa _ b
cosa

a . . o
— i (5) ctga=——-=—, anjihova je vazna sveza
b sina a

6)tga-ctga =1.

«Oslobadajuci” se konkretnih oznaka, sinus kuta definiran je kao omjer duljina
kutu suprotne katete i hipotenuze, a kosinus kao omjer duljina katete uz kut i hipo-
tenuze. Stoga je za kut f3:

. b
sinff=—=cosa,
c

a_ . . . 7 .
cos f =—=sina, pri ¢emu je ﬁz;—a, dakle je
c

(7) sin(%—ajzcosa

J .
COS(?—QJZSIHQ

U dnevnoj uporabi formule (1) i (2') rabe se ¢e$¢e od samih definicija (1) i (2),
a govore da je duljina katete umnozak duljine hipotenuze i sinusa kuta nasuprot toj
kateti, doticno umnozak duljine hipotenuze i kosinusa $iljastog kuta uz tu katetu.

2. Trigonometrijske funkcije i trigonometrijska kruznica. Sljedeci korak koji je
temelj za poopcenje definicija trigonometrijskih funkcija je promatranje tih funk-
cija na trigonometrijskoj kruznici — kruznici polumjera 1 sa srediStem u ishodistu
pravokutnoga koordinatnoga sustava XOY (v. sl. 2). Za svaki kut ¢ koji je naneSen u
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ishodiste tako da mu je os OX prvi krak, drugi krak kuta sijece tu kruznicu u nekoj
tocki koju oznacimo s T (x , y,), a njezinu projekciju na os OX kao T . Neka je kut

a u prvom kvadrantu, 0 < <z (vidi sl. 2). U trokutu OT'T je sina P Y,
2 a o 1 a
X .
cosazTazxa, paje

(8) Ta(xa,ya)ETa(cosa,sina)

dakle je za takve kuteve u prvome kvadrantu cos « jednak x-koordinati, a sin « je-

dnak y-koordinati pripadne tocke T .
A)Y

Slika 2.

Ova okolnost navodi na pomisao prosirbe definicija trigonometrijskih funkcija
na kuteve izvan prvotnog raspona, 0 < ¢ < - preko koordinata pripadnih to¢aka na
trigonometrijskoj kruznici. Nu je li to smisleno s obzirom na izvorne definicije - bit-
no povezane s pravokutnim trokutom, i matematicki plodno? Pokazalo se da jest i to

je dalo novi zamah matematickim istrazivanjima. U traZenju odgovora na ova pitanja
vaznu ulogu imaju formule za sinus i kosinus zbroja kuteva.

3. Formule za sinus i kosinus zbroja kuteva u ovisnosti o sinusima i kosinusima
kuteva pribrojnika najvaznije su otkrice za daljnje sagledavanje naravi tih funkcija i
njihovo poznavanje. Potrazimo sliku trokuta na kojoj ¢e se uz kuteve i 8 neposred-

no pojaviti i kuta + 8, s vrijedno$éu 0 <a+ f < % . Znamo da je «vanjski” kut troku-
ta jednak zbroju nutarnjih dvaju kuteva koji nisu s njime sukuti. Kako je zbroj kuteva

u trokutu a + 8 + y =7, iz navedenoga zahtjeva slijedi da treba biti y > %, to jesty je

tupi kut kojemu je sukut & +  u navedenim granicama. To nas vodi na sljede¢u sliku:

B

P c ) A Slika 3.
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TRIGONOMETRIJSKE FORMULE

U tupokutnom trokutu ABC s tupim kutem y produljimo stranicu b preko vrha
C i spustimo okomicu iz vrha C na stranicu c, te iz vrha B na stranicu b. Pripadna
nozista oznac¢imo s D i E. Kut £ ECA = a + f3, pa je u pravokutnom trokutu CEB.

9) ﬁza-sin(oﬁﬂ), &za-cos(oﬁﬁ)
Iz pravokutnih trokuta ADC i BDC o¢itavamo:
(10) C_Dza-sinﬂ=b-sina,ﬁ=b-cosa, Eza-cosﬁ,paje
C=E=E+E=b-cosa+a-cosﬁ.
U trokutu AEB je pak AE=c-cosa, EB=c-sina.
Stoga je ﬁza-sin(oﬁﬂ):c-sina=(b-cosa+a-cosﬁ)-sina=
=b-sinacosa+a-cosfsina =(po(10))=a-sin fcosa+a-cosfsina.
Podijelivsi drugi i zadnji izraz u ovoj jednakosti s a, dobiva se:
(*) sin(a + ) =sin a cos B + cos & sin 8
formula za sinus zbroja dvaju kuteva.
Iz sl. 3. takoder vidimo da je
&=a~cos(a+ﬂ)=c~cosa—b=(b~cosa+a-cosﬁ)'cosa—b=
= b(cosza—1)+a-cosacosﬂ =a-cosacosff—b-sin*a=(po (10)),
=a-cosacosf —a-sinasin f,
te opet, dijeleci drugi i zadnji izraz u jednakosti s a, dobivamo:
(%) cos(a+ﬁ) =cosacos B—sinasin 3,

formulu za kosinus zbroja kuteva.

4. Sinusov i kosinusov poucak

Primjenjujuci Pitagorin poucak na .dopunski” trokut CEB sa sl. 3. jednostavno
dobivamo kosinusov poucak za stranicu a:

—2 _—2 —2
CB =a*>=CE +EB =(c'cosoc—b)z-l—(c-sinoc)2 =
=c?cos’a—2bc-cosa+b*+c*sin*a, tj.
a’>=b>+c*>-2bc-cosa.
Posve sli¢no se iz trokuta ADC, uzimljuéi u obzir da je AD = c—a-cos 8 dobiva
b* =a?+c*—2ac-cos 3, kosinusov poucak za stranicu b.

Promatraju¢i pak «nutarnje” trokute ADC i CDB trokuta ABC sa sl. 3. vidjeli smo
u (10) daje CD=a-sin 3 =b-sina, odakle slijedi sinusov poucak
a:b=sina:sinf.

Oba smo poucka zasad razmotrili za slucaj stranica nasuprot $iljastim kutevima jer
su polazno trigonometrijske funkcije definirane samo za takve kuteve. Ostaje pitanje mo-
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gucnosti prikladnog prosirenja valjanosti tih poucaka i na slucaj stranica nasuprot kutu
koji nije $iljast. To omogucuje prosirba trigonometrijskih funkcija i na takve kuteve.

5. Poopéenje trigonometrijskih funkcija na bilo koje kuteve p, -0 < ¢ < +.
Po izvornoj definiciji u pravokutnom trokutu, funkcije sin & i cos a definirane
su za kuteve , 0 < & < % Za pripadne tocke T’ na trigonometrijskoj kruznici, kako
smo vidjeli u 2., vrijedi
Ta(xa,ya ) = Ta(cosa,sina) )

Formule (*) i (**) mozemo formalno protegnuti i na druge vrijednosti ¢, na pri-
mjer svaki se pozitivan broj moze dobiti susljednim, uzastopnom zbrojidbom malih
brojeva, recimo jedinica 1 i ostatka manjeg od 1. Pitamo se, medutim, o smislenosti
tako dobivenih vrijednosti i kakvo je njihovo geometrijsko znacenje? Pokazat ¢emo
da su rezultati za cos ¢ i sin ¢, koje na taj na¢in daju formule (*) i (**) za bilo koji kut
¢, neovisni o pribrojnicima u jednakim ukupnim zbrojevima i da su upravo jednaki:
cosp=x, singp = Y,z tocku Tq) (x(p, yw).

U dokazivanju tih ¢injenica bit ¢e nam vi$e puta potrebno rjesavati sustave dviju
linearnih jednadzba s dvije nepoznanice. Podsjetimo, op¢i takav sustav

ax+by=c
ax+by=c,
ima rjeSenja ($to se lako provjeri):
— Dl — DZ
=DV D
pri¢emuje D, =cb,—cb, D,=ac —ac, D=ab —ab,.

U daljnjem ¢e nam biti korisne formule za sinus i kosinus razlike kuteva:
3

> dobivamo na temelju

Izraze za sin(a - f3), cos(a - fB), uslucaju 0 < f < & <
definicijske formule za razliku
(a-p)+p=q.
Primijenimo formule (*) i (**):
sin & = sin 8 cos(a - fB) + cos 8 sin(a - §)
cos & = cos f§ cos(a - ) - sin B sin(a - B)
pa je za cos(a - f8) i sin(a - ) namjesto nepoznanica x i y u gore navedenom opéem
sustavu:
D, = sin a(-sin ) - cosa cos B, D, = sin B cos a - sin a cos f3,
D = sin B(-sin §) - cosf cos § = -1, dakle vrijedi da je

() cos(a - B) = cos « cos B + sin « sin 3,
sin(a - ) = sin a cos f§ - cos & sin 3.
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Sad ¢emo, kako je najavljeno, pokazati da su za sve @, vrijednosti cos ¢, sin ¢

ra¢unane s pomoc¢u formula (*), (**) 1 (***) upravo koordinate tocaka TW (xw, yw), tj.
daje T(p(x(p, yw) = Tw (cos @, sin ).

51Za¢p=0je T, (1,0) = T,(cos0, sin0):

Ovo slijedi iz ¢injenice da je & + 0 = « za svaki «, dakle vrijedi da je

cosa = cos(a +0) =cosa cos 0 - sina sin 0
sin = sin(a + 0) = sin & cos 0 + cos & sin 0

$to je sustav dviju linearnih jednadzba s nepoznanicama cos 0 i sin 0. Lako se provjeri
da su rjesenja doista cos 0 = 1 isin 0 = 0.

5.2 T’;(O’l)ET;’(COS%’Sm%j
Po (7), (*) i (**) imamo:

T I T . . T
cos—=cos| a+| ——a =COSaCOS| —— & |—SInaSm| ——a |=
2 { (2 ﬂ (2 J (2 j

=cosasina - sina cosa =0,

A 7 . T (7
sSiIn—=sm| a+| ——«a =SImacos| ——oa |+cosasm| ——oa |=
2 2 2 2
=sina sinf + cosa cosa = 1.

Vidimo da je rezultat neovisan o pribrojnicima.

5.3 Svrnimo opet pogled na trigonometrijsku kruznicu. Iz sl. 4. vidimo da

je uz Ta(xa,ya)ETa(cosa,sina) za 0 < a < %, takoder Tn_a(—cosa,sina),
T

i (—cosa,—sina), T, . ( cosa,—sina ) = T, (cosa,—sina ). Pokazat ¢emo da

nas formule (*) i (**) vode upravo na te vrijednosti kao sinuse i kosinuse pripadnih

kuteva.
Ay
T T,

1

4 Ve 1.

O \X T, x

T... T,,..=T.,
Slika 4.
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54 T,_,(—cosa,sina)=T,_, (cos(7 —a),sin(r —a)):
Naime,

x (= n 7 x . (z
cos(m—a)=cos| =+ =—a | |=cos=cos| ——a |-sinsin| ——a |=

=0-sina—1-cosa=—cosx

sm(n—a):sm[?J{?—aj}=sm?cos(?—a}rcos?sm(?—aj=

=1-sina+0-cosa =sina.

55T, (—1,0 ) =T, ( cosn,sinn):

COSJT = COS £+£ :coszcosl—sinlsinl:0-0—1-1:—1
2 2 2 2 2 2

sin 7T = sin £+£ =sin£cos£+cos£sin£=1-0+0-1=0.
2 2 2 2 2 2
5.6 Tma(—cosa,—sina)ETma(cos(nﬂz),sin(nvLa)):
Sad je
cos(n+a)=cosncosa—sinnsina=—1-cosa—0-sina=—cosa

sin(n+a)=sinncosa+cosnsina =0-cosa—1-sina=-sina.

57T, (0,-1)=T (cos—,sin—j.

2 2
Iz (*) i (**) slijedi:

cos3—n=cos Jt+£ =cosncos£—sinnsin£:(—1)-0—0-1=0
2 2 2 2

sinﬂzsin n+£ =sinncos£+cosnsin£=O-O+(—1)-1=—1
2 2 2 2

Sli¢no je:
58 T, (cosa—sina)=T, (cos(2r-a),sin(2r-a)):
cos(2n—a)=cos[n+(7t—a)]=cosncos(n—a)—sinnsin(n—a)=
=(—1)-(—cosa)—O-(—sina)zcosa
sin(M—a):sin[n+(ﬂ—a)}:sinncos(n—a)+cosnsin(ﬂ—a):

=O-(—cosa)+(—1)-sina=—sina
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5.9 TM( 1,0 ) =T (cosZﬂ,sinZn):

27

cos 27t = cos( 7 + 77 ) = cos7t cos —sinz sinzw =(—1)-(~1)-0-0=1

):
sin27 =sin (7 +7)=sinz cosw+cosmsinz =0-(=1)+(-1)-0=0

5.10 cos (& + 27) = cos @, sin (a + 2) =sina, uskladus T =T :
cos (@ +27m) =cosa cos 2 —sina sin 2w =cosa - 1 —sina - 0 = cos a,

sin (@ + 27) =sin & cos 2t + cosa sin 2w =sina - 1 + cosa - 0 = sin c..

Potpunom indukcijom lako se pokaze da je opcenito
cos(a + k- 2m) = cos a, sin(a + k - 2) = sin za svaki k € N,

dakle su funkcije kosinus i sinus periodi¢ne, a temeljna perioda im je 27.

5.11 Ove se funkcije mogu jednostavno prosiriti i na podrucje negativnih vri-
jednosti kuta ¢.

Pritomeje T (cosg,—sing)=T, (cos(—(p),sm(—(p)), za sve :
U algebri je - ¢ definiran relacijom (—p )+¢=0. Po (*), (**) i po 5.1 je:
cos0 = cos[<p+(—<p)] = cospcos(—p ) —singsin(—p ) =1
sin0 = sin[<p+(—<p)] =singpcos(—p )+cospsin(—p)=0
Iz ovih dviju linearnih jednadZba s nepoznanicama cos(-¢) i sin(-¢) dobiva se
rjeSenje:
cos(—p)=cosp, sin(—p)=—singp.

Operacija razlike a - f§ definira se u algebri kao @ - 8 := a +(-f3), §to sad daje
drugi nacin izvedbe formula (***):

cos(a—ﬂ):cos[aJr(—ﬂ)} :cosacos(—ﬂ)—sinasin(—ﬁ) =
=cosacos f—sina(—sin B ) =cosacos f+sinasin
sin(a—ﬁ)zsin[a+(—ﬁ)]=sinacos(—ﬂ)+cosasin(—ﬂ)=

=sinacos[3+cosa(—sinﬂ)=sinacosﬂ—cosasinﬁ.

6. Dobra definiranost opcenitih trigonometrijskih funkcija

Pokazimo jo$ i to, da su ovako prosirene trigonometrijske funkcije sinus i kosinus
dobro definirane formulama (*) i (**). Sto ¢e to ovdje znaiti? Kako vrijednost funk-
cije zbroja racunamo s pomocu funkcija pribrojnika, ta vrijednost ne smije ovisiti o
izboru pribrojnika, dakle ako je & + f =y + 0, treba biti i cos (a + ) = cos (y + 9),
sin (a + ) = sin (y + 9).
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Neka je dakle p = + f =y + . Ako je a # y, moZemo (ne smanjujuci opceni-
tost) pretpostaviti dajea >y, pajeondaa =y +¢ zanekie >0, astogaff =0 - ¢.

Imamo:
cos a+ﬁ = [(y+£ )}=cos()/+€)cos(6—8)—sin(y+s)sin((5—s)=
=(cosycose—smysme)(cosécose+sinésin8)—
—(smycose+cosysm8)(sinécose—cosésine)=
:coszs(cosycosé—sinysind)+sin2s(cosycosé—sinysin6)+
+sin£cose(cosysiné—sinycosé+sinycosé—cosysin(3)=
=c0528cos(y+5)+sin28cos(y+6)+sinscoss-0=cos(y+é),
dakle je

cos(a+ﬂ)=cos(y+6).
Sli¢no se pokazuje da je:
sin(a+,8):sin[(y+s)+(6—e)]:sin(y+8)cos(6—£)+cos(y+e)sin(6—8):...:
coszesin(y+5)+sinzssin(y+(3)+sinecose-0=sin(y+6),
¢ime su obje tvrdnje dokazane.

7. Sinusov i kosinusov poucak za slucaj tupokutnoga trokuta s obzirom na
trigonometrijske funkcije tupoga kuta

Vratimo se nasoj slici br. 3. Znamo kako se u $iljastokutnom trokutu dokazuje
sinusov i kosinusov poucak. Pokazat ¢emo sada da se iste formule .prosiruju” i na
slucajeve tupokutnoga trokuta uzimlju¢i u obzir prosirbu podrucja definicije trigo-
nometrijskih funkcija.

Iz slike 3., uzimljuéi u obzir da je L ECB = & + § = — 7, olitavamo
) — 2 — _ 2 —2 2 . 2
¢*=AB =AE +EB =(EC+b) +EB =(acos(a+p)+b) +(asin(a+p)) =

=(a-cos(wr -y) +b)*+(a-sin(mr -v))*=(-a-cosy + b)*+ (a-siny)?

tj. 1 u slucaju tupoga kuta y vrijedi ista formula kosinusovog poucka kao i za $iljaste
kuteve,

cc=a>+b*-2ab-cosy.

Nasslici 3. vidimo takoder daje EB=c-sina =a-sin(a +8) = a - sin(w -y) = a - siny,
stoga jeiopeta:c=sina :siny, pajeiza tupokutni trokut sinusov poucak oblika:

a:b:c=sina:sinf:siny.
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