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GUBICI U ZUBIMA U ASINKRONIM STROJEVIMA

Stjepan Stefanko, Zeljko Hederié¢

Ilzvorni znanstveni ¢lanak

Izvedene su formule za proracun gubitaka vrtloznih struja u pravokutnim zubima. Pokazano je da se, uz pretpostavke da su permeabilnost i vod-
ljivost lima konstantni, ukupni gubici vrtloZnih struja mogu racunati kao zbroj pulzacijskih i povrsinskih gubitaka. Date su upute kako se mogu
racunati ukupni gubici u zubima za sve oblike zuba uzimajuci u obzir potiskivanje toka u limovima, prigusenje toka u zubima, te faktore obrade
lima i paketa limova.

Kljuéne rijeéi: asinkroni strojevi, gubici vrtloZnih struja, gubici histereze, pulzacijski gubici, povrSinski gubici
Teeth Losses in Induction Machines

Original scientific paper
Formulas that have been derived are used for calculation of eddy current losses in square teeth. It is shown that, assuming that permeability and

conductivity of iron are constant, the overall eddy current losses can be calculated as the sum of pulsation and surface losses. Directions have
been given on how to calculate the overall teeth losses for all forms of teeth taking into consideration skin effect of flux in lamination, damping

of teeth flux and factors of iron sheet and core processing.

Keywords: induction machines, eddy current losses, hysteresis losses, pulsation losses, surface losses

1
Uvod
Introduction

U asinkronim strojevima pored gubitaka u
namotima, gubitaka u konstrukcijskim dijelovima
strojeva i mehanickih gubitaka nastaju i gubici u
statorskim i rotorskim paketima limova. Gubitke u
limovima dijelimo na osnovne gubitke, koji su
uglavnhom vezani uz glavni harmonik indukcije u
zraénom rasporu, i na dodatne gubitke, koje uzrokuju
visi ili nizi harmonici indukcije u zra¢nom rasporu [1,
2]. Prema mjestu nastajanja osnovne gubitke, koji se
jo§ nazivaju gubicima magnetiziranja, i dodatne
gubitke dijelimo na povrSinske gubitke u zubima,
pulzacijske gubitke u zubima, te pulzacijske gubitke u
jarmovima. Pri prora¢unu osnovnih gubitaka obi¢no se
zanemaruje komponenta od povrSinskih gubitaka. Polje
u asinkronim strojevima je rotacijsko, pa ipak se smatra
da gubici u zubima nastaju uslijed izmjeni¢nog polja,
dok se samo za gubitke u jarmovima smatra da nastaju
uslijed rotacijskog polja.

Prora¢un gubitaka u statorskim i rotorskim
paketima limova ne moZe se provesti egzaktno zbog
nelinearnosti  krivulje prvog magnetiziranja, pojave
histereze i utjecaja obrade limova i paketa limova.
Proracun oteZava sloZena geometrija limova i pojava
povrSinskog ucinka (skin efekta). Sve navedene
utjecaje trebalo bi za to¢an proracun uzeti istovremeno,
§to je nemoguce, pa ¢e se u ovom ¢lanku istraziti samo
utjecaj geometrije limova na gubitke vrtloZnih struja u
zubima, a ostali utjecaji mogu se uzeti u obzir naknad-
no s odgovarajucim faktorima, izborima odgovarajucih
podataka (permeabilnost) i eksperimentalnim podacima
(gubici histereze, obrada lima) [1, 3, 4].
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Prema dostupnoj literaturi (na primjer [1, 2, 3])
gubici u zubima racunaju se prema manje ili vise
sloZenim izrazima i to tako da se neovisno racunaju
povrsinski i pulzacijski gubici, bez dokaza da je to
dopusteno. Medutim, polje u zubima je jedinstveno i
potrebno je dokazati da se povrSinski i pulzacijski
gubici mogu racunati neovisno i naravno izvesti Sto
tocnije formule za proracun gubitaka.

2
Polje u zubima
Field in teeth

Zbog matematickih teSkoca koje se javljaju pri pro-
racunu polja i gubitaka u zubima sloZenijih oblika, po-
voljno je prvo prema sl. 1. odabrati polje i gubitke u
pravokutnom zubu. Na sl. 1. naznacene su i vrijednosti
permeabilnosti u zubima i jarmu, koje se pretpostavlja-
ju pri prora¢unu polja u zubima. Zbog pretpostavljene
beskonacne permeabilnosti u jarmu, moze se smatrati
da je na granici zuba i jarma skalarni magnetski poten-
cijal jednak nuli.

Pri proracunu polja u zubima polazi se od polja
(indukcije) u zra¢nom rasporu. Na sl. 2. skicirano je
stvarno polje u zraénom rasporu za harmonik polja ¢iji
je polni korak mnogo ve¢i od utorskog koraka, zatim
pojednostavljeni oblik polja, te poloZaji koordinatnih
sustava koji su koristeni pri proraéunu polja i gubitaka
u zubima. Pri odredivanju polja u zubima polazi se od
harmonika indukcije u zraénom rasporu (opcenito) ne-
poznatog porijekla. Za indukciju u zra¢nom rasporu
smatra se da je pozitivha ako je usmjerena od statora
prema rotoru. Medutim, kako je povoljno smatrati da
indukcija iz zra¢nog raspora ulazi u statorski zub, pret-
postavlja se jednadZba indukcije u zraénom rasporu
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b, (x,t) =—B,cos(ux—aw, t-9,), (1)

odnosno u koordinatnom sustavu 0&n (za mali zragni
raspor)
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Sl. 1. Geometrijski oblik statorskog lima s pravokutnim zubima
Fig. 1. Geometric shape of the stator lamella with rectangular teeth
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Sl. 2. Polje u zracnom rasporu i koordinatni sustavi (a - stvarno po-
lje u utorskom koraku, b - pojednostavljeno polje na utorskom kora-
ku i ¢ - koordinatni sustavi)

Fig. 2. Field in the airgap and coordinate systems (a - real field on
the slot step, b - simplified field on the slot step and ¢ - coordinate
systems)
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Koordinata x na sredini zra¢nog raspora u (1) mjeri
se u radijanima, dok se koordinata x na sl. 2. ¢) mjeri u
metrima. Rotirajuci val prema (1) moZe se rastaviti na
dva oscilirajuca polja (stojni valovi)

b, = Bucos(w#tﬂp#)cos(%n}
@)
+B,sin(w, t+ (pu)sin(%n)

Na sl. 3. skicirane su komponente polja u zubu us-
lijed indukcije prema (3). Polje u zubu mozZe se odrediti
iz Laplaceove jednadzbe za skalarni magnetski potenci-
jal
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Sl. 3. Komponente polja u zubu (a - srednja vrijednost polja od kosi-
nus komponente indukcije, b - ostatak polja od kosinus komponente
indukcije i ¢ - polje od sinus komponente indukcije)

Fig. 3. Field components in the tooth (a - field mean value of the co-
sine induction component, b - remaining fields of the cosine induc-
tion component and c - field of the sinus induction component)

Na sl. 4. nacrtan je zub, koordinatni sustav i nazna-
¢eni su rubni uvjeti. Laplaceova jednadzba za skalarni
magnetski potencijal, u ovom sluc¢aju, moze se rijeSiti
separacijom varijabli, tako da se pretpostavi da je rje-
Senje produkt funkcija samo jedne varijable

@ (%) =X(X) Y(y). (%)
Uvrstenjem (5) u (4) dobije se

2
+$‘;Z=o. ®)
y

1.d°X
X dx?
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Sl. 4. Pravokutni statorski zub i rubni uvjeti
Fig. 4. The rectangular stator tooth and boundary conditions

JednadZba (6) je zadovoljena za

1 d?X .

dez=k2>0| )
2

%ij:—k%o. (8)
y

RjeSenja (7) i (8) su
X =Ash(kx)+Bch(kx) i 9)
Y = Csin(ky) + D cos(ky) . (10)

1z rubnih uvjeta za stjenke zuba i za korijen zuba
nm

dobijesedajeB=C=0i k =k, =T’ pa je rjeSenje
za potencijal

0 (% Y)= 3 ADsh(k,X)cos(k,y) =

n=0,1,...

Za odredivanje konstanti E,, treba izraz za polje u
zubu

__ 99 _
HX(XI y) - aX - (12)

za koordinatu x = h, izjednaciti sa zadanim poljem na
granici

hyFe (y,t)=

~1, b - )
= ly Lok, {Byg1 () COS[%(Y _E)] +BLg, (1) Sln{%(y _EJ]}

(13)

U (13) je I, efektivna duljina paketa limova, a |,
duljina Zeljeza, dok su

g,(t) =cos(w,t+¢,) i (14)

g,(t) =sin(w,t+9,) . (15)

Uz oznake kg, =1,/I. , teuz

B .
Hi=—F—0g,()=H,0,(t) i (16)
kFenuo:ur
Bll
H, = 9.(t)=H, 9,(), (17)
kFe:uo:ur

nakon razvoja polja na granici prema (13) u Fourierov
red, te izjednacavanja koeficijenata s koeficijentima iz
(12) dobije se rezultat

(11) * * *
3 X Y) =0, (X, ¥)+0,(X,Y), 18
= Y E,sh(k,x)cos(k,y) @ (%Y) =0 (% Y)+0,(X,y) (18)
=0,1,...
n gdje su
sin ,U% . 47# sin(‘uzlj
(P:(X,Y)=H1 X+ H1 2 bR Sh nﬂ-i CcoS! nn-l , (19)
b K 2 2 h b b
Hoo n=2de () [T} 22 ch| n
2R R b | b b
v il
P, (X, y)=H, Y bR sh(nng)cos(nn%). (20)

n=13,..( 1 2_ nrz ’ ALY mrD
R) (b)) b b
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U posebnim slucajevima kada je u:nRTﬂ, po-

tencijali se odrede po L'Hospitalovom pravilu. Iz
H=-V¢" dobije se magnetsko polje

H=iH, +]H,, (1)
Hx=Hlx+H2x’ (22)
H,=H,+H,, (23)
gdje su

4 o T\
Hy (X, y) =-H, —H,—a,sinl o, | > | .
y T T 2 =2.4,. (052 _nz)ch(nﬂ?h)
vy 1 b
. . ch(nnﬁ)cos(nﬂ;/)
/4
mdnw=4t;%ﬁmﬁmflx h) :
13, (055 - nz)ch(nﬂb)
_ sh(nnﬁ)sin(nﬂg)
Hyy (X y)=H, g’ Sin(aﬂ _l 2 h)’ -
24 (ai nz)ch(nﬂb)
. sh(nnz)sin(nﬂg)
/4
H y(X, y)=H, ;au COS(OCH _lz h)' "
=13,.. (ai — nz)ch(nﬂfb)

o, =
n=H Rz

3
Gubici u zubima
Teeth losses

Za odredivanje gubitaka u zubima paketa limova
potrebno je prvo odrediti trenutacni iznos gubitaka u
jednom zubu jednog lima

1
Kre

(29)

Pagu (V) = J‘Jﬂj(x’ Y, Z,l‘)rdV )

Pravokutni zub (jedan lim) i poloZaj koordinatnog
sustava prikazani su na sl. 5. Za prora¢un gubitaka
prema (29) potrebno je odrediti vektor gustoce struje

12

J . Za poznatu raspodjelu magnetskog polja u zubu
H(x, y,t) gustoéa struje moze se odrediti iz jednadzbi:
ot E=—%8

o, (30)
B= Ho Uy H ) 31)
J=xE. (32)

RjeSenje treba zadovoljiti i jednadzbu

divJ =0. (33)
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v
SI. 5. Jedan pravokutni zub jednog lima i koordinatni sustav
Fig. 5. One rectangular tooth of one lamella and coordinate system

Uz zanemarenje utjecaja vrtloznih struja na ras-
podjelu indukcije u zubu, moZe se pretpostaviti da se J,
linearno mijenja s koordinatom z i naknadno uzeti u
obzir efekt potiskivanja toka u limu. Takoder, moze se

pretpostaviti da je vektor jy proporcionalan s I:IX, ali
vremenski pomaknut za 90", Dakle, sukladno izrazima

za polje u limu moze se za J, komponentu gustoce
struje napisati

Jy(xy,z,t)=

(34)
= {klgz(t) +KoF (X, )9, (1) + ksF, (X, Y)gl(t)}z

gdje su

X y
B ch(nnb)cos(nﬂb)
Fxy)= Y | : (36)

Valne duljine za proracun gubitaka znacajnih har-
monika u pravilu su mnogo vec¢e od debljine lima, pa
se moZe zanemariti J, komponenta gustoce struje. U-
vritavanjem (34) u (30) dobije se

JX(X,y,Z,t)Z{k2F3(X, y)gz(t)+k3F4(X7 y)gl(t)}z I (37)
sinf o, —
2
JZ(X,y,Z,t)= I(l_:uFe Kre T Hu o, gz(t)y+
o, —
2
4 . T
+|:k2 ~Hpe Kre ;a,u Sln(ay E)Hy wu:| g,(t) _[F1 (X, y) dy +
4 /4
+{ Ko b Ko —ar, c08 0, = H, @, 19,0 sz(x, y)dy=0, (38)
gdje su JednadZba (38) je uvijek zadovoljena ako su
B sh(nnz)sin(nn;/) -
Rxy)= Y ol (39) Sinl o, |
n=24.. (ocj - nz)ch(nnb) K = UpeKpe - H,0,, (41)
o, —
2
sh(nn;()sin(nng) 4 ) P )
F, (% y) = : (40) K, = U Kre ;%Hu o, sm(au E] i (42)
1 (o2 —nz)ch(nnb)
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4 n
Ky = —UrKre ;% H, o, cos(a# ?)' (43)

Trenuta¢na vrijednost gubitaka u jednom zubu
jednog lima je

Pagu () = KLFG_\[”

a srednja vrijednost tih gubitaka je

32 +37|dxdydz , (44)

2n
o
ddul = _[pdd,ul dt =
S 2n (45)
2 bh o
=KLFe i JJoe (02 + 22)at cxeye
510047 o

. T
s e B o T sm!a#l
__6 {Fe Z “] hb 2| +Rb it (46)
u

P
o 24K, Kee T
a J—
h2
gdje je
80 | = sinz(a#;r) h - cos?| o % o
K(u)=—*~ thlnr— |+ > th{ nz— [t (47)
7’ |n2i.. n(n? —a? b)) 45 n(n?-a?f b

U viti¢astoj zagradi na desnoj strani jedn. (46) su
dva ¢lana. Prvi ¢lan potjece od polja na sl. 3. a), a drugi
¢lan od polja na sl. 3. b) i c), 8to se moZe pratiti kod iz-
voda formula za jedinstveno polje i gubitke u limu.
Homogeno polje na sl. 3. a) polaziSte je za proracun
pulzacijskih gubitaka, a polje na sl. 3. b) i sl. 3. ¢) za
proracun povrsinskih gubitaka [2].

Ukupni gubici u zubima dobiju se pomocu jed-
nadzbe (46) mnozenjem s brojem zubi i omjerom du-
ljine Zeljeza prema debljini lima

|
Pogu = Q5—“ Pegu = Paguput T Pagupov (48)
|

gdje su pulzacijski gubici u zubima

. T ?
K. sSin OCyE
P = —— (@, 5, F| B, Ql.hb, (49)

dulpul — 24K, " T
)

a povrsinski gubici su

P

e bR
ddulpov — ﬁ(wu Bu 5I )22 R Ie ?; K(‘Ll) . (50)

Iz izvoda polja i gubitaka proizlazi da se za pravo-
kutne zube, uz navedene pretpostavke pire=konst. i
Kre=konst., pulzacijski i povrSinski gubici vrtloZnih

14

struja mogu rac¢unati odvojeno. Ta spoznaja Koristi se i
kod proracuna gubitaka u zubima sloZenijih oblika.

Kig)
Iy

2 4 6 8 10
Sl. 6. Faktor utjecaja otvora utora na povrsinske gubitke
Fig. 6. Influence factor of slot on the surface losses

Jednadzbe (49) i (50) izvedene su uz pretpostavku
da je polje u zracnom rasporu oblika prema sl. 2. b). Za
odredivanje konac¢nih izraza za gubitke potrebno je pr-
vo izvrSiti korekcije, kojima se uzima u obzir stvarna
raspodjela polja prema sl. 2. a). lzraz za proracun pul-
zacijskih gubitaka u pravokutnim zubima tada je

2

sin| - * a T
Kee keb # 2
Pigutput :ﬁ@h 5|)Z ke B, < p Ve , (51)
Fe a,uz

gdje je kc Carterov faktor za stator ili rotor, ovisno gdje
se raéunaju gubici, a nadomjesni volumen zubi je
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V.=Ql, hb. (52)

Za ostale oblike zuba treba u (28) i (51) uzeti da je
b=b, (Sirina zuba uz zra¢ni raspor) i volumen ra¢unati s
nadomjesnom Sirinom zuba

B f o 53)
* hab(x)

dakle

V,=Ql hb,. (54)

Zbog vrlo sloZenog polja i uz zra¢ni raspor, za pra-
vokutne zube i za slozenije oblike zuba najbolje je pov-
rSinske gubitke racunati pojednostavljeno

Ke, k2 ’ b R
Pddulpov = #[(Ou B# 5| J 27 R Ie ;EK([J) . (55)
Fe

Faktor K(u) prema (47) opcenitiji je od odgovara-
juceg faktora u [2]. Taj faktor (u [2]) dobije se ako se u

(47) uzme da je th nn% =1, §to je u pravilu dopus-

teno zbog (h/b)>1 u izvedenim strojevima. Faktor ut-

jecaja otvora utora na povrsinske gubitke prema (47)
prikazan je na sl. 6. Naravno, za zube koji nisu pravo-
kutnog oblika treba u (28) i (47) uzeti b=b, .

Formule za proradun pulzacijskih i povrSinskih
gubitaka vrtloznih struja (51) i (55) potrebno je nado-
puniti s korekcijama utjecaja potiskivanja toka u limo-
vima, utjecaja priguSenja toka u zubima, te utjecaja ob-
rade lima i paketa limova. Da bi se dobili ukupni gubi-
ci u zubima treba dodati pojednostavljeno odredene
gubitke histereze [1].

Kod proracuna pulzacijskih gubitaka za korekciju
utjecaja potiskivanja toka u limovima [3], treba za Siri-
nu zuba by =b12/be odrediti indukciju, a iz nje odgo-
varajucu relativnu permeabilnost. Pri proraéunu osnov-
nih gubitaka (gubitaka magnetiziranja) ona se odredi iz
krivulje prvog magnetiziranja, dok za proracun dodat-
nih gubitaka uzrokovanih viSim harmonicima polja u
zraénom rasporu treba uzeti inkrementalnu ili diferen-
cijalnu permeabilnost [3]. Kod prora¢una povrsinskih
gubitaka za odredivanje permeabilnosti mjerodavna je
Sirina zuba uz zrac¢ni raspor (kruna zuba).

Faktori prigudenja toka u zubima trebaju samo kod
prorac¢una pulzacijskih gubitaka. Za prorac¢un pulzacij-
skih gubitaka u rotorskim zubima faktor prigusenja to-
ka odreden je u [3] za nesko3ene rotore, dok se za pro-
racun pulzacijskih gubitaka u statorskim zubima moze,
u pravilu, uzeti da je priblizno jednak jedan.

Najteze je odrediti faktore obrade lima i paketa li-
mova, jer oni osim o svojstvima lima ovise o rezu lima
i tehnologiji izrade paketa. Za odredivanje tih faktora

TEHNIGKI VIESNIK 14 (2007)(1,2)9-16

potrebno je raspolagati s mjerenjima utjecaja vrste ob-
rade (tokarenje, bruSenje) na probama lima [4], te poz-
navati tehnologiju izrade paketa limova. Na kraju je i-
pak potrebno, natraske, iz mjerenja gubitaka (osnovnih
i dodatnih) i proracuna po teorijskim formulama za gu-
bitke, korigirati faktore odredene iz mjerenja na pro-
bama lima.

4
Zakljuéak
Conclusion

Gubici vrtloZnih struja u pravokutnim zubima od-
redeni su iz rezultantnog polja u zubima, koje uzrokuje
harmonik indukcije u zracnom rasporu. Na taj nacin je,
uz pretpostavke pr.=konst. i kr.=konst., gotovo egzak-
tno odreden utjecaj geometrije lima na gubitke.

Pokazuje se da se, uz pretpostavke pr.=konst. i
Kee=konst., ukupni gubici vrtlozZnih struja u pravokut-
nim zubima mogu razdvojiti na pulzacijske i povrsin-
ske gubitke, Sto je i do sada radeno u poznatoj literatu-
ri, ali bez dokaza.

Na kraju su date upute kako se za zube svih oblika
mogu odrediti ukupni gubici u zubima. Za to je potreb-
no uzeti u obzir histerezne gubitke u limovima, te ko-
rekcije uslijed potiskivanja toka u limovima, prigusenja
toka u zubima za pulzacijske gubitke i korekcije uslijed
obrade lima i paketa limova.
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Popis upotrebljenih oznaka
List of used symbols

b — indukcija u zraénom rasporu (funkcija prostora i
vremena), T

b —Sirina zuba, m

B — amplituda indukcije, T

E — elektri¢no polje, VIm

h — visina zuba, m

H — jakost magnetskog polja, A/m

J — gustoca struje, A/m?

k — konstante sa raznim dimenzijama
n — cijeli broj (redni broj harmonika)
p — trenutni iznos gubitaka, W

Q - broj zuba



Gubici u zubima u asinkronim strojevima

S. Stefanko, Z. Hederi¢

R — polumijer provrta (statorskog) paketa limova, m
t—vrijeme, s

V - volumen, m*

X — koordinata u zracnom rasporu, rad

X, ¥, Z — koordinate u pravokutnom koordinatnom sus-
tavu, m

6 — debljina, m

1 — koordinata, m

k — vodljivost, S/m

u— broj pari polova

& — koordinata, m

¢ — fazni kut, rad

@ — skalarni magnetski potencijal, A

7 — utorski korak, m

@ — kruzna frekvencija, rad/s

Indeksi
Indexes

d — gubici, zub

e — efektivna (idealna) vrijednost (npr. duljine paketa
limova)

Fe — Zeljezo

I—lim

pov — povrsinski (gubici)
pul — pulzacijski (gubici)
u — netto (duljina Zeljeza)
X — komponenta (vektora)
y — komponenta (vektora)
z — komponenta (vektora)
u — broj pari polova
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