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1 Uvod

Elipsa, hiperbola i parabola su neke od prvo proucavanih krivulja.
Pogledamo li "razvoj price" o njima kroz povijest, vidimo da je "veliki
geometar" Apolonije iz Perge jos 200-tih godina pr. Kr. napisao o njima
opseznu studiju, i to Cisto geometrijskim pristupom. Njegovi su
rezultati bili toliko podrobni i potpuni da se danasnja euklidska
geometrija nije mnogo odmakla od njegovih spoznaja. I kao takvi, bili
su dostatna osnova Johannesu Kepleru (1571.-1630.) i Isaacu
Newtonu (1643.-1728.) da dodu do svojih izvanrednih otkrica o
gibanjima nebeskih tijela.

Medutim, Apolonije nije svojstva cunjosjecCnica opisivao algebarski,
kao Sto mi to danas u Skolskom sustavu ¢inimo. Trebalo je proci skoro
2000 godina da bi matematicari postigli veliki pomak u razumijevanju
cunjosjecnica povezivanjem geometrijskih i algebarskih tehnika.

Ono Sto nas je ponukalo na pisanje ovoga clanka jest dojam da su
neki aspekti pri proucavanju tih krivulja kroz srednjeskolsku
naobrazbu pomalo zanemareni. U nastavhim programima za
matematiku u srednjim Skolama i gimnazijama, krivuljama drugog
reda uglavnom se pristupa analiticki, preko algebarske jednadzbe tih
krivulja, iz ¢ega se onda izvode i njihova svojstva, a mi smo stajalista
da se i s pomocu Cisto geometrijskog pristupa ove krivulje sasvim
lijepo mogu upoznati, i da se na taj na¢in mogu ucenicima pokazati
neka vazna svojstva koja se iz analitickog pristupa ne vide, npr.
njihovo opticko svojstvo refleksije. Time ne Zelimo umanjiti znacaj
analitickog pristupa, ve¢ samo ukazati na neke druge pristupe, te ih
objediniti u "Siru pricu" o krivuljama drugoga reda.

U sintetickom pristupu, u 2. poglavlju uvodimo pojam tangente na
najelementarniji nacin, kao i njezine karakterizacije. Ve¢ kod parabole
vidimo da je pojam tangente (na nacin kako ju veéina dozivljava) vrlo
suptilan pojam koji se ne moze definirati kao pravac koji sijee krivulju
u jednoj tocki, a s druge strane Zelja nam je bila izbjeéi bilo koju
uporabu infinitezimalnoga racuna koji je neprimjeren za ucenike prije
zavrsnog razreda srednje Skole. Nadalje, pojam asimptote hiperbole
je, takoder, uveden ad hoc s ciljem da se izbjegne uobicajeni pristup
preko formalnog grani¢nog procesa. Treba rec¢i da smo, kroz razliCite
pristupe cunjosjecnicama, htjeli naglasiti neka njihova vazna svojstva
koja su nedovoljno istaknuta u analitickom pristupu, a koja se s
lako¢om mogu izvesti bez prevelikog predznanja, i kao takva se mogu
obradivati i prije 3. razreda srednje Skole (kad se ove krivulje prvi
puta sustavno obraduju u sklopu analiticke geometrije). Sinteticki
pristup je pogodan za dokazivanje svojstava tangenata i asimptote i
nekih manje poznatih, ali zanimljivih tvrdnja (Ponceletovi teoremi).
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No, u ovomu pristupu ucenik ne moze sagledati slicnost i vezu izmedu
ovih krivulja. Algebarski pristup pojasnjava zbog ¢ega ove krivulje
zajednicki nazivamo krivuljama 2. reda. Proucavanje ovih krivulja kao
presjeka s konusom (Cunjem) opravdava naziv ¢unjosjecnice ili konike,
te upucuje kako ih mozemo pronaci kao obrise na sjenama Sto ih
ostavlja stozasti izvor svjetlosti sobne svjetiljke, a to otvara zanimljiv
prostor za samostalne ucenicke pokuse i projektne zadatke. Papus-
Boskovicev pristup ovim krivuljama pojasnjava ulogu ravnalice kod
elipse i hiperbole, ulogu numerickog ekscentriciteta € (kojeg se
najcesce bez neke primjene i svrhe spominje u nastavi) te pokazuje
kako se variranjem parametra € krivulje mijenjaju od elipse, preko
parabole i hiperbole do kruznice.

Slike u Cdclanku generirane su uglavhom s pomocu besplatnog
programskog paketa Geogebra (https://www.geogebra.org). Iznimno
su, zbog ogranitenja Geogebre, slike 21, 22 , 23 i 24 izradene u
programu Microsoft Word.

Inace, na internetu se moze pronadi velik broj interaktivnih uradaka o
cunjosje¢nicama izradenih u Geogebri, i mnogi se temelje na
sintetickoj definiciji.

2 Sinteticki pristup

U ovomu poglavlju, koje se dobrim dijelom temelji na nastavnim
materijalima [1], definiramo elipsu, hiperbolu i parabolu, te izvodimo
neka njihova svojstva bez uporabe algebarskog alata.

Definicija 1. Neka su Fy i F» dvije ¢vrste medusobno razlicite tocke
ravnine 7 i neka je d (Fy, F2) = 2e, te neka je a > 0 zadani realni
broj, a > e. Skup svih toCaka ravnine za koje je zbroj udaljenosti od
tocaka F4 i Fy konstantan i jednak 2a nazivamo elipsom, u oznaci
FE (Fl, F, a). Krace,

E={Ten: dT,F)+d(T,F>) =2a}.

Tocke Fy i F» nazivamo zaristima ili fokusima elipse, a duzine T'F; i

TF> radijusvektorima tocke T elipse (iako to nisu vektori).
Dopustimo li da bude i £} = F5, odnosno e = 0, dobivamo skup svih
tocaka jednako udaljenih od fiksne to¢ke F', kojega nazivamo
kruznicom.

Realni broj e nazivamo linearnim ekscentricitetom.

Poloviste O duZine FyF5 nazivamo sredi$tem elipse. Lako se pokaze
da pravac F1 F sije¢e elipsu u dvijema to¢kama, ozna¢imo ihs A i B,

i da simetrala duzine F4yF> takoder sijeCe elipsu u dvjema tockama,
ozna¢imo ith s C i D. Totke A i B, te totke C i D nazivamo

tjemenima elipse. DuZinu AB nazivamo velikom (glavhom) osi, a

duzine OA i OB velikim poluosima. Duzinu C'D nazivamo malom

(sporednom) osi elipse, a duzine OC i OD malim poluosima.
Duljinu male poluosi ozna¢avamo sa b.

Buduci da je osna simetrija S4p izometrija, pa ¢uva i zbroj udaljenosti
od tolke do fiksnih tocaka F1 i F5 na osi AB, velika os je os simetrije
za elipsu. Analogno, buduéi da je osna simetrija Spop izometrija, pa
¢uva i zbroj udaljenosti od tocke do medusobno simetri¢nih tocaka F}
i F» s obzirom na os S¢gp, mala os je takoder os simetrije za elipsu.
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Sada se lako dokaZe da je |OA| = a, i da je |AB| = 2a.

Iz pravokutnoga trokuta AF;OC vidimo da za duljine poluosi a i b, i
za linearni ekscentricitet e elipse vrijedi

a? — b = e

Neka je T bilo koja tocka elipse. Produzimo duzinu FyT' preko tocke
T za |F>T|. Tako dobivamo to¢ku S koju nazivamo suprotistem
zariSta F» za to¢ku T elipse. Suprotiste S je udaljeno od zarista F; za
|F1S| = 2a. Promjena to¢ke T' na elipsi ne utjece na tu udaljenost.
Odatle slijedi da, ako toc¢ka T varira, onda suprotiste S opisuje
kruznicu sa sredistem u Fi i polumjerom 2a. Tu kruznicu nazivamo
kruznicom suprotista Zarista F5 (Slika 1). Analogno definiramo i
kruZnicu suprotiSta Zarista F1.

k(F,. 2a)

Slika 1: Kruznica suprotista zarista F» elipse

Slika 2: Tangenta i normala elipse

Navest ¢emo sada teorem koji opisuje zanimljivo "opticko-
geometrijsko" svojstvo elipse: postavimo li izvor svjetlosti u jedno od
Zarista elipse, zraka svjetlosti ¢e se odbiti od elipse i proci kroz drugo
zariste. To znadi da je reflektirani kut zrake u svakoj tocki elipse
jednak upadnom. Definirajmo najprije tangentu elipse.

Definicija 2. Tangenta elipse je pravac koji s elipsom ima jednu
zajednicku (dodirnu) tocku.



Razli¢iti nastavno-metodicki pristupi ¢unjosjecnicama | math.e Vol 27.

Teorem 3. Tangenta t u toc¢ki T elipse je pravac koji raspolavlja
vanjski kut sto ga tvore dva radijusvektora tocke T'. Normala n u tocki
T elipse je pravac koji raspolavlja unutarnji kut Sto ga tvore dva
radijusvektora toc¢ke T

Dokaz. Trokut F5ST, gdje je S suprotidte Zarista F5 za to¢ku T
elipse, je jednakokradan trokut s osnovicom F5S (Slika 2). Uz to
vrijedi

|F15| = ‘FlTl + |TS| = |F1T| + |F2T‘ = 2a.
Neka je pravac t simetrala duzine F5S, a time i simetrala kuta
/ZFTS. Dokazimo da je ¢t ujedno tangenta elipse. Pretpostavimo
protivno, tj. da postoji tocka P na pravcu t koja je ujedno i tocka

elipse i koja je razli¢ita od T'. U trokutu F1PS vrijedi nejednakost
trokuta

|F1\P| + |FyP| = |F1P| + |PS| > |F1S| = 2a,

a to se protivi pretpostavci. Dakle, pravac t je tangenta elipse, ¢ime je
dokazana tvrdnja.

Dokazimo sada obrat tvrdnje, odnosno, dokaZzimo da pravac p kroz
toéku T elipse, koji nije simetrala kuta ZF>TS, ne moZe biti
tangenta. U tu svrhu dovoljno je dokazati da pravac p sijeCe elipsu u
jo$ jednoj tocki uz T'. Neka je F := Sp(Fz) osno simetri¢na slika
zarista F» s obzirom na pravac p i neka je Q = p N F1Fj. Ocito,
to¢ka ) ima svojstvo

|F1Q| + |QF:2| < |F1P| + |PF3|

za svaku to¢ku P € p, P # @, tj. to je to¢ka pravca p u kojoj je
najmanji zbroj udaljenosti od zarista. Buduéi da je Q # T jer je
F; # S, toje

[F1Q| + |QF:| < |A\T| + |TF| = 2a.

Zamijetimo da za dovoljno daleku to¢ku P polupravca odredenog s p i
Q koji ne sadrzi T vrijedi |F1P|+ |PF3| > 2a. Sada je intuitivno

jasno da na duzini QP lezi totka T’ takva da je
|FAT'| + |T'F>| = 2a (formalno to slijedi po teoremu o
meduvrijednostima). To znaci da p sijeCe elipsu u jos jednoj tocki, pa
nije tangenta. |

Korolar 4. Tangenta t u tocki T’ elipse uvijek postoji i jedinstvena je.

Teorem 5. NoZiSta okomica spustenih iz oba Zarista elipse na
tangentu elipse leZze na kruznici k polumjera a sa sredistem u sredistu
elipse. Tu kruznicu nazivamo glavnom kruZnicom elipse (Slika 3).
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Slika 3: Glavna kruznica elipse

Dokaz. Neka je zadana tangenta t elipse. Oznac¢imo s K noziste
okomice spustene iz F» na t, i sa S suprotiste Zarista F». Promotrimo

trokut AF1 F»S. Duzina OK je srednjica tog trokuta pa vrijedi

1
OK| = 5|FiS| — a,

$to povlati K € k(O, a). Sli¢no se vidi i obratno, tj. da je u to¢ki K
kruznice k(O, a) okomica na F> K tangenta elipse. [ |

Teorem 6. [Prvi Ponceletov teorem za elipsu] Spojnice Zarista elipse
sa sjecistem dviju tangenata simetrale su kutova sto ih tvore spojnice
Zarista s diraliStima tangenata.

Slika 4: Prvi Ponceletov teorem za elipsu

Dokaz. Neka je to¢ka T sjeciSte tangenata t; i t2, neka je S
suprotiSte zarista F s obzirom t1 i Sy suprotiSte zarista F5 s obzirom
na to (Slika 4). Tada su 57, diraliSte D1 tangente t; i F5 kolinearne
tocke. Isto tako, F1i, diraliSte Do tangente t2 i S2 su kolinearne tocke.
Budué¢i da osna simetrija ¢uva udaljenosti, slijedi |T'S1| = |TFi| i
|TS2| = |TF|. Iz |S1F2| = 2a = |Sa Fi | proizlazi
ATF»,5, =2 ATFSs. To povlati ZT'S1Fs = ZTF1Sy. No, buduéi da
je LTS 1Fy = /TS51D1, zbog toga Sto osna simetrija ¢uva kutove,
slijedi ATS1Fy = /TF1D:;. Time je dokazano da je
LTF1Dy = LTF1Ds. |
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Teorem 7. [Drugi Ponceletov teorem za elipsu] OdsjeCak varijabilne
tangente elipse izmedu dviju fiksnih tangenata vidi se iz Zarista pod
stalnim kutom koji je jednak polovini kuta pod kojim se iz Zarista vide
diralista fiksnih tangenata.

Slika 5: Drugi Ponceletov teorem za elipsu

Dokaz. Neka su t; i t2 fiksne tangente, a t varijabilna tangenta (Slika
5). Neka je D diraliste bilo koje tangente P(Q). Primjenom Teorema 6
nat i t; dobivamo da je /D1 P = /PFiD. Isto tako, primjenom
na t i ta dobivamo da je Z/DFiQ = ZD>FiQ. 1z toga slijedi da je
/PF1Q = 1 /D1 F1Ds. n

Definicija 8. Neka su Fy i F» dvije medusobno razli¢ite ¢vrste tocke
ravnine m, d(F1,F2) = 2e i neka je dan realni broj a, 0 < a < e.
Skup svih toCaka za koje je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti do
danih toc¢aka F1 i Fy konstantna i jednaka 2a, nazivamo hiperbolom,
u oznaci H (Fi, F»,a). Krace,

H={Ter : |[dF,T) - d(F,,T)| = 2a}

Tocke F; i Fy nazivamo zaristima ili fokusima hiperbole, a duzine

TF, i TFy radijusvektorima tocke T hiperbole. Realni broj e

nazivamo linearnim ekscentricitetom. Poloviste O duzine FyFy
nazivamo sredistem hiperbole.

Lako se pokaze da pravac FiF5 sijeCe hiperbolu u dvije tocke koje
leze izmedu F; i Fy. Te tolke, ozna¢imo ih s A i B, nazivamo

tjemenima. Duzinu AB nazivamo realnom osi, a duzine OA i OB
realnim poluosima.

Totke C i D, koje dobivamo presijecanjem kruznice k(A,e) (ili

k(B,e)) i simetrale realne osi, odreduju duZinu CD koju nazivamo

imaginarnom osi hiperbole. Duzine OC i OD nazivamo
imaginarnim poluosima. Duljinu imaginarne poluosi oznaéimo s b.

Buduéi da je osna simetrija Syp izometrija, pa cuva i razliku
udaljenosti tocaka od fiksnih tocaka F} i F» na osi AB, velika os je os
simetrije hiperboli. Analogno, bududi da je osna simetrija Scp
izometrija, pa cuva i razliku udaljenosti toCaka od medusobno
simetri¢nih to¢aka F} i F> s obzirom na os Sgp, mala os je, takoder,
os simetrije hiperboli.

Sada se lako pokaze da je |OA| = a, i da je |AB| = 2a.

Iz pravokutnog trokuta AAOC vidimo da za duljine poluosi a i b, i
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linearni ekscentricitet e hiperbole vrijedi

a’® + b = €%

Neka je T € H, te neka S pripada praveu FiT tako da je
|F>T| = |ST| i |F1S| = ||FiT| — |ST||. Tada je
|F1S| = ||FAT| — |F2T|| = 2a.

To¢ku S nazivamo suprotistem Zarista F» (s obzirom na T'). Kada
tocka T varira hiperbolom, pripadna suprotista variraju kruznicom.
Svako suprotiste zarista F» lezi na kruznici k (F1,2a) koju nazivamo
kruZnicom suproti$ta zarista F» (Slika 6). Analogno k (F2,2a) je
kruZnica suprotista Zarista F1.

Slika 6: Kruznica suprotista Zarista F» hiperbole

I hiperbola, kao i elipsa, ima "opticko" svojstvo: postavimo li izvor
svjetlosti u jedno od Zarista hiperbole, zraka svjetlosti ¢e se odbiti od
hiperbole po pravcu koji prolazi kroz drugo Zzariste. Prije nego
navedemo teorem koji opisuje ovo svojstvo, treba nam definicija
tangente hiperbole.

Definicija 9. Tangenta hiperbole je pravac koji ima s hiperbolom
jednu dodirnu (zajednicku) tocku.

Teorem 10. Tangenta t u tocki T hiperbole je pravac koji raspolavlja
unutrasnji kut, a normala je pravac koji raspolavija vanjski kut, Sto ga
zatvaraju dva radijusvektora to¢ke T'.
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Slika 7: Tangenta i normala hiperbole

Slika 8: Glavna kruznica hiperbole

Dokaz ove tvrdnje analogan je onomu za tangentu elipse (Slika 7).

Korolar 11. Tangenta postoji u svakoj tocki hiperbole, i jedinstvena
Je.

Odigledno je da je suprotite S Zarista F5 s obzirom na 1 osno
simetri¢na slika tocke F» s obzirom na tangentu na hiperboli u tocki
T', sto opravdava naziv suprotiste.

Teorem 12. NoZiSta svih okomica spustenih iz Zarista na tangente
hiperbole leze na kruZnici k(O, a) koju nazivamo glavnom
kruznicom hiperbole.

Dokaz. Analogno dokazu Teorema 5. |

Vrijede i analogni Prvi i Drugi Ponceletov teorem za hiperbolu.

Teorem 13. [Prvi Ponceletov teorem za hiperbolu] Spojnica Zarista
hiperbole sa sjecistem dviju tangenata simetrala je kuta odredenog
spojnicama Zarista s diraliStima tangenata, kojem pripada sjeciste
tangenata.



Razli¢iti nastavno-metodicki pristupi ¢unjosjecnicama | math.e Vol 27.

Slika 10: Drugi Ponceletov teorem za hiperbolu

Dokaz. Neka je to¢ka T sjeciste tangenata t; i t2, neka je Si
suprotiSte zarista F7 s obzirom na ¢1 i S suprotiSte zarista Fy s
obzirom na to (Slika 9). Tada su 57, diraliSte D tangente ¢1 i Fy
kolinearne tocke. Isto tako, FY, diraliSte Ds tangente to i S2 su
kolinearne tocCke. Buduc¢i da osna simetrija Cuva udaljenosti, slijedi
|TS1| = |TF1| i |T52| = |TF2|. 1z ‘51F2| = 2a = |SzF1| proizlazi
ATFE,S1 =2 ATF,S5. To povladi ZTS1Fs = ZTF1S5. No, bududi da
osna simetrija ¢uva kutove, slijedi ZTS1D1 = ZTF1D;. Time je
dokazano da FiT raspolavlija kut odreden spojnicama zarista s
diraliStima tangenata, kojem pripada sjeciSte tangenata. |

Teorem 14. [Drugi Ponceletov teorem za hiperbolu] Odsjecak
varijabilne tangente hiperbole izmedu dviju fiksnih tangenata vidi se iz
ZariSta pod stalnim kutom koji je jednak polovini kuta odredenog
spojnicama Zarista s diraliStima fiksnih tangenata, kojem pripada
sjeciste fiksnih tangenata.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo tako da primijenimo Teorem 13, najprije
na tangente t i t; hiperbole, a zatim na t i t2 (Slika 10). |

Neka je T' po volji odabrana tocka hiperbole, t tangenta hiperbole u T’
i S suprotiste, a IN ortogonalna projekcija F> na tangentu t (Slika
11).

Pretpostavimo da se toc¢ka T "giba" po hiperboli tako da se njezina
udaljenost od neke fiksne toCke povecava prema beskonacnom.
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Intuitivno mozemo zamisliti da tocka T ide prema "beskonacno
dalekoj tocki". Njezina tangenta t past ¢e u tom grani¢nom procesu u
neki pravac a kojeg nazivamo asimptotom (Slika 12). Oznacimo sa
S1 todku u koju ée u tom graniénom procesu pasti suprotite S Zarista
F, s obzirom na T (S € k(F1,2a) — S1 € k(Fi1,2a))is Ny to¢ku u
koju ¢e pasti totka N (N € k(O,a) — Ny € k(O,a).

Slika 11: Tangenta hiperbole

K(Fy, 2a) N

Slika 12: Asimptota hiperbole

Buduci da je FoN 1 t, to jei FoIN1 L a. Pri tomu pravac FiT prelazi
u F1S1. Buduéi da je AT Nt ={T}, to se F1S1 i a "sijeku" u
beskonacno dalekoj tocki, tj. F1.51 || a. Stoga je FoN; L F1.S1. Buduéi
da je pravac koji prolazi to¢kama Fy, N i S pre$ao u pravac koji
prolazi to¢kama FyN; i Si, F551 je tangenta, a F1S1 polumjer
kruznice suprotita k(F1,2a). Nadalije, iz |FoN| = |NS| slijedi
|FoN1| = |N1S1|. Asimptota a je simetrala duzine S1F5, pa je onda i
O € a. Naravno, analogni zakljuéci vrijede kad zamijenimo uloge
Zarista.

Po tome, smijemo redi ili definirati asimptotu hiperbole kao simetralu

duzine S F5, gdje je S1F5 tangenta na k(F1,2a) iz F>, a S1 njezino
diraliste.

Isto tako, smijemo reci da je asimptota normala na k(O, a) u tocki
N1, gdje je N; diraliste tangente iz F» na k(O, a).

Povucimo u tjemenima A i B okomice na os AB i oznadimo njihova
sjeci$ta s asimptotama hiperbole s K,L,K7 i L. Tada je

AOAK; =2 ANOBL = ANOFsNy

(trokutima su sukladni jedna stranica |OB| =|ONi| =a i dva
prileZzec¢a kuta uz tu stranicu). Takoder, vrijedi

IOL| = |OFy| = e = |BL| =b.

Vol 27.
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Dakle, asimptote hiprebole leZze na dijagonalama pravokutnika sa
stranicama 2a i 2b, Cije je srediSte u srediStu hiperbole (Slika 13).

Slika 13: Asimptote hiperbole

U prethodnomu asimptotu smo definirali kao "tangentu u beskonacno
dalekoj tocki", odnosno kao grani¢ni polozaj tangente kad se njezino
diraliSte "giba" po neomedenom dijelu krivulje prema beskonacno
dalekoj tocki. UobiCajeno je, medutim, da se asimptota definira kao
pravac kojemu se krivulja priblizava kad se tocka "giba" po njezinom
neomedenom dijelu prema beskonacno dalekoj tocki. Ove dvije
definicije su ekvivalentne, ako je krivulja algebarska (hiperbola to
jest). Nama je zanimljivija prva definicija, iako manje stroga i
formalna, ali vrlo intuitivna, jer s pomoc¢u nje moZzemo izvesti i neka
zanimljiva, netrivijalna svojstva koja nisu ocigledna u analitickom
pristupu definiciji.

Definicija 15. Neka je I tocka izvan pravca d. Skup svih tolaka u
ravnini w koje su jednako udaljene od to¢ke F' i pravca d nazivamo
parabolom, u oznaci P(F,d). To¢ku F nazivamo njezinim Zaristem
ili fokusom, a pravac d ravnalicom ili direktrisom. Krace,

P:{TEW: d(T,d)

Neka je T tocka parabole. Duzinu TF nazivamo radijusvektorom

tocke T parabole, isto kao i duzinu T_S, gdje je S ortogonalna
projekcija to¢ke T na d (Slika 14).
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Slika 14: Parabola

Slika 15: Tangenta parabole

Ako je O ortogonalna projekcija to¢ke F' na d, onda poloviste A

duzine OF odcigledno pripada paraboli i nazivamo ga tjemenom
parabole. Pravac OF nazivamo osi parabole. Parabola je, zbog
izometri¢nih svojstava osne simetrije, simetricna u odnosu na svoju
0s.

Sada bismo htjeli definirati i tangentu parabole, i to na
najjednostavniji moguéi nacin, bez primjene infinitezimalnog racuna.
Budud¢i da ju ne mozZzemo definirati kao pravac koji s parabolom ima
jednu zajedniCku tocku (npr. os parabole ima to svojstvo, a nije
tangenta parabole), motivaciju za definiciju nam daje sljededi teorem.

Teorem 16. Simetrala kuta Sto ga zatvaraju radijusvektori tocke T
na paraboli ima s parabolom samo tu jednu zajedni¢ku tocku T'. Taj
pravac ¢emo zvati tangentom parabole.

Dokaz.

Neka je T tocka parabole i S ortogonalna projekcija to¢ke T na
ravnalicu d. Tada je |FT| = |T'S|. Neka je t simetrala kuta ZFTS
(Slika 15). Pokazimo da parabola i t imaju samo jednu zajednicku
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tocku, toc¢ku T'.

Pretpostavimo protivno, tj. neka postoji joS jedna zajednicka njima
tocka @, @ # T. Primijetimo da je t simetrala duzine SF'. Po tomu,
|QF| = |@QS|. Neka je Qi1 ortogonalna projekcija totke @ na d.
Bududi da je @ totka parabole, vrijedi da je |QQ1| = |QF|. 1z toga
slijedi da je |QQ1| = |@QS]. S druge strane, |QQ1| < |QS], &ime smo
upali u protuslovlje. [ |

Navedeni teorem pojasnjava vazno "opticko" svojstvo parabole, da se
svjetlost usmjerena iz zariSta parabole odbija od parabole po pravcima
paralelnima s osi parabole.

Korolar 17. Tangenta t u tocki T parabole uvijek postoji i
jedinstvena je.

Ortogonalnu projekciju S to¢ke T na ravnalicu d, bududi da je

simetrala t kuta ZFTS ujedno i simetrala duZine SF', nazivamo
suprotistem Zarista I’ s obzirom na t.

Korolar 18. Ravnalica je skup svih toCaka koje su suprotista Zarista
parabole (tocke osno simetricne fokusu s obzirom na tangente
parabole).

Teorem 19. Skup svih tolaka koje su noZista okomica iz Zarista
parabole na tangente je tjemena (vrsna) tangenta parabole.

Slika 16: Tjemena tangenta parabole

Dokaz. Neka je N ortogonalna projekcija zarista F' na tangentu t s
diralitem u to¢ki T' (Slika 16). Bududi da je t simetrala duZine SF,
tocke F', N i S su kolinearne i N je poloviste duzine SF'. DuZina

NA, gdje je A tjeme parabole, je srednjica trokuta AOF'S, pa je
AN || d, tj. ANLOF, sto znat da je AN tjemena tangenta
parabole.

Sliéno se dokaze da je u to¢ki N tjemene tangente okomica na F'N
tangenta parabole. |
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Teorem 20. [Prvi Ponceletov teorem za parabolu] Spojnica Zarista sa
sjecistem dviju tangenata raspolavlja kut Sto ga tvore radijusvektori
diralista.

Slika 17:

Slika 18: Drugi Ponceletov teorem za parabolu

Dokaz. Neka je tocka T sjeciSte tangenti ¢t i t2 parabole, i neka su
D; i Dy njihova diralisSta (Slika 17). Dokazimo da je
/TFDy = /ZTFD,. Buduédi da je |FD2| = |SQD2| i |TF| = |T52|,
vrijedi ATFDy = ANTSy,Ds i /TFDy = /TS5D5. Analogno vrijedi
LTFD, = /ZTS1D1.

Nadalje, zbog |T'Si| = |TF|=|TSy| trokut ASTSy je
jednakokracan, pa je /TS5S1 = /T515,. Po tomu,
/TFDi =TFD,. [ |

Teorem 21. [Drugi Ponceletov teorem za parabolu] Odsjecak
varijabilne tangente parabole izmedu dviju fiksnih tangenata vidi se iz
Zarista pod stalnim kutom koji je jednak polovini kuta pod kojim se iz
Zarista vide diralista fiksnih tangenata.

Dokaz.

Tvrdnja se dokazuje tako da se primijeni Teorem 20, najprije na
tangente t i t; parabole, a zatim na ¢ i t2 (Slika 18).
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3 Algebarski pristup

Jednadzbu oblika F'(z,y) = 0, gdje je F' polinom drugog stupnja s
realnim varijablama x i y, nazivamo jednadzbom drugog reda.
Zbog toga svaku krivulju kojoj je jednadzba F(z,y) = 0, gdje je F'
polinom drugog stupnja s varijablama x i y, nazivamo krivuljom
drugog reda. Opdi oblik jednadzbe za krivulje drugog reda je, dakle,

arx® + axxy + a?,y2 + asx + asy + ag = 0,

pri ¢emu je barem jedan od koeficijenata uz kvadratne clanove razlicit
od nule. Pokazimo zasto se elipsa, hiperbola i parabola nazivaju
krivuljama drugog reda. Svojstva ovih krivulja koja iz te cinjenice
proizlaze detaljno su obradena u [2], pa ih ovdje izostavljamo.

Neka su F} i Fy zarista elipse, te a duljina velike poluosi. Odaberimo

pravokutni koordinatni sustav tako da poloviste O duZine F1F5 bude
ishodiste koordinatnog sustava, pravac F}Fy os x, a simetrala duzine
F1F> os y. Sada se lako iz definicije elipse dobije da za svaku tocku
T(z,y) na elipsi E (F1, F», a) vrijedi relacija

i obratno, da svaka tocka T(:z:,y) za koju vrijedi ova relacija pripada
elipsi. Ovu relaciju nazivamo kanonskom jednadZzbom elipse.

Analogno dolazimo do kanonske jednadzbe hiperbole H(Fl, Fy, a),

Da bismo naveli kanonsku jednadzbu parabole, potreban nam je jos
jedan pojam vezan uz parabolu, poluparametar. Duljinu tetive koja
prolazi fokusom i okomita je na os parabole P(F, d) nazivamo
parametrom parabole i oznatavamo s 2p. Poluparametar
parabole je duljina p koja je jednaka |OF|, gdje je O ortogonalna
projekcija to¢ke F' na d.

Kanonsku jednadzbu parabole lako izvedemo ako pravokutni
koordinatni sustav odaberemo tako da je os x os parabole, i da je
ishodi$te u njezinom tjemenu. Za tot¢ku T'(z,y) na paraboli tada
vrijedi

y2 = zpma

gdje je p poluparametar parabole.

Ocigledno je da su kanonske jednadzbe elipse, hiperbole i parabole, te
kruznice kao specijalnog slucaja elipse, algebarske jednadzbe drugog
reda, sto znaci da su elipsa, hiperbola i parabola krivulje drugog reda.
Pokazuje se (ne racunajuéi degenerirane slucajeve) da je svaka
krivulja drugog reda neka od ovih krivulja.

U nastavku ¢emo pokazati da se svaka Cunjosje¢nica moze zadati
jednom te istom jednadzbom, cime jos jedanput ukazujemo na
slicnost naizgled poprilicno razlic¢itih ravninskih krivulja. Promatrat
¢emo krivulje u posebnom polozaju u koordinatnom sustavu: kad im
je jedno tjeme u ishodistu, a os y tjemena tangenta.

Promotrimo  najprije elipsu  E(F, F»,a) zadanu jednadZbom
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2 2
% + 1117 = 1. Translatiramo li elipsu u pozitivhom smjeru osi x za
a

xop = a, tako da je novi centar elipse u to¢ki S(a,0), dolazimo do
jednadzbe elipse

b? b?
v’ =2—2x — —z.
a a?
2 2
Isto tako, translatiramo li hiperbolu zadanu jednazbom 2_2 — Z_2 =1u
negativnhom smjeru osi X za 9 = —a, tako da je novi centar hiperbole

u to¢ki S(—a, 0), dolazimo do jednadzbe hiperbole

b? b?
2 2
Y —2am+a2x.

Da bismo malo pojednostavnili navedene izraze, definirajmo
poluparametar elipse i hiperbole.

Duljinu tetive koja prolazi jednim od zariSta elipse (hiperbole) i
okomita je na glavnu os elipse (hiperbole) nazivamo parametrom
elipse (hiperbole) i oznacavamo s 2p. Duljinu p nazivamo
poluparametrom elipse (hiperbole).

Oznacdimo i s T sjeciste elipse (hiperbole) i tetive elipse (hiperbole)
okomite na glavnu os, primjenom Pitagorina poucka na pravokutnom
trokutu AF;TF, lako dobivamo da za poluparametar elipse i
2

hiperbole vrijedi p = L

a "

2 2
Sada y? = 2%:3 — b—2m2 prelazi u
[¢5

y? = 2pe — 2a?,
a

Sto nazivamo jednadzbom elipse u vrsnom ili tjemenom obliku.
2 2

Isto tako, y2 =284 b2 prelazi u
a az

y2 = 2px + ga:z,
a
sto nazivamo jednadzbom hiperbole u vrsnom ili tjemenom
obliku.

Uocimo da se kanonska i vréna jednadzba parabole podudaraju.

Ako geometrijski interpretiramo ove jednadZbe i usporedimo povrsinu
y? kvadrata odredenog tot¢kom T(z,y) na krivulii i povrsinu
pravokutnika 2p - x, jedna stranica kojega je apscisa = tocke T', a

druga stranica fiksni parametar 2p (Slika 19), vidimo

e da je za tocku na elipsi povrSina kvadrata manja od povrsine
pravokutnika,

e da su za tocku na paraboli povrsine jednake, i

e da je za tocku na hiperboli povrSina kvadrata veca od povrsine
pravokutnika,

Sto je, po predaji, i navelo Apolonija iz Perge da cunjosjeCnicama
nadjene imena elipsa, hiperbola i parabola. Naime, elipsa na Grckom
znadi "manjak", parabola znadi "jednakost", a hiperbola znadi "visak".
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Slika 19:

Pogledajmo jos jedanput vrSne jednadzbe elipse i hiperbole. Uvedemo

2
li oznaku 82%, za elipsu ¢emo dobiti 6221—2—2, pa je

g:b_"’:l_ 2
a

o €.
2
Isto tako, za hiperbolu iz €= £ slijedi e2 =1+ 2—2, pa je
P _ ¥ _ 2
7= a_2 = —(1 — €& )

Iz ovoga slijedi da je zajednicka jednadzba elipse, hiperbole i parabole
u vrSnom obliku

y? = 2px — (1 — e¥)a?,
pri ¢emu je za parabolu € = 1.
Inace, € uobiajeno nazivamo numerickim ekscentricitetom, a malo

viSe o njemu rec¢i ¢emo kad budemo govorili o Boskovicevu pristupu
krivuljama drugog reda.

4 Krivulja drugoga reda kao presjek

stozaste plohe i ravnine

Neka je pravac o os rotacije i neka pravac s koji sijee os o u tocki V'
rotira oko osi o. Pri toj rotaciji pravac s opisuje stozastu plohu.
To¢ku V' nazivamo vrhom, pravac o osi, a svaki polozaj pravca s
izvodnicom te stoZaste plohe.

Ovdje ¢emo pokazati da se krivulja drugoga reda moze okarakterizirati
kao presjek stoZaste plohe i ravnine (Slika 20). Upravo zbog toga se
svaka krivulja drugoga reda naziva cunjosjecnicom ili konikom

([2],14]).
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Slika 20: Cunjosje¢nice

éunjosjec“:nicama se intenzivho bavio Apolonije iz Perge, starogrcki
matematicar koji je o njima napisao osam knjiga, i koji je, uostalom,
uveo nazive koje i danas rabimo: elipsa, hiperbola i parabola. On je
uocio da vrsta krivulje koju ¢emo dobiti presjekom stoSca i ravnine
ovisi 0 nagibu ravnine koja presjeca stozac.

Promotrimo najprije elipsu. Definirali smo ju kao krivulju za koju
vrijedi da je zbroj udaljenosti svake njezine toCke od dvaju zarista
konstantan. Sada tvrdimo da je to krivulja koja se dobije kao presjek
stoSca ravninom koja nije paralelna ni s jednom od izvodnica i ne
prolazi vrhom stosca.

Ove dvije "definicije" elegantno je povezao Germinal Pierre Dandelin
(1794. - 1847.), belgijski matematicar i inZenjer koji je 1822. otkrio
vezu izmedu presjeka stosca i ravnine, zarista ¢unjosjeCnica i kugala
upisanih u stozac koje dodiruju ravninu kojom je presjecCen. Takve
kugle, njemu u Cast, nazivamo Dandelinovim kuglama.

Teorem 22. [Dandelinov teorem za elipsu] Ako stoZastu plohu
presijeCemo ravninom koja ne prolazi vrhom stoZaste plohe i sijece
sve njezine izvodnice, onda je presjecna krivulja ili kruZnica (ako je
ravnina okomita na os stosca) ili elipsa.

Dokaz.

Slika 21: Dandelinove kugle i elipsa

Na Slici 21 je skiciran presjek stozaste plohe i ravnine m koja ne
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prolazi vrhom, sijeCe sve izvodnice stoZaste plohe i kosa je prema
njezinoj osi. UpiSimo u tu stozastu plohu kuglu K7 koja dodiruje
ravninu odozgor i kuglu K koja dodiruje ravninu odozdol. Neka prva
kugla dodiruje ravninu u tocki F1, a druga kugla u tocki F>. Dokazat
¢emo da je presje¢na krivulja elipsa i da su to¢ke F; i Fy njezina
Zarista.

U tu svrhu uzmimo na presjec¢noj krivulji bilo koju to¢ku T'. Gornja
kugla dodiruje stozastu plohu uzduz kruznice ki1, a dolnja kugla uzduz
kruznice ko . Spojimo vrh V' stozaste plohe s tockom T'. Ta izvodnica
sijece k1 u tocki D1, a k2 u Ds.

Buduci da su duljine tangenata povucenih na kuglinu plohu iz tocke
izvan nje jednake duljine, to je |T'F| =|TD;| i |TFi| = |TD:|.
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo
|TF1| + |TF2| = |TD1| + |TD2|, dakle |TF1| + |TF2| = |D1D2|.
Duzina D1 D> je izvodnica uspravnoga krnjeg stosca kojemu je dolnja
osnovica krug omeden kruznicom k3, a gornja osnovica krug omeden
kruznicom ki. Zbog toga je |Di1D:| = 2a, gdje je a >0 realna
konstanta.

Dakle, |T'Fi| + |T'Fz| = 2a, za svaku to¢ku T presje¢ne krivulje, pa
je ta krivulja elipsa sa zaristima F4 i Fs. |

Teorem 23. [Dandelinov teorem za hiperbolu] Ako stoZastu plohu
presijeCemo ravninom koja ne prolazi vrhom stoZaste plohe i paralelna
je s dvije njezine izvodnice, onda je presjecna krivulja hiperbola.

Slika 22: Dandelinove kugle i hiperbola

Dokaz. Ako je presjeCna ravnina m nagnuta prema osi stozaste plohe
pod manjim kutom nego izvodnice, ravnina sijeCe oba dijela plohe po
krivulji koja se sastoji od dviju disjunktnih grana (Slika 22).

Upisane kugle dodiruju ravninu s iste strane, u to¢kama F7 i Fy, a
stozastu plohu duz kruznica k1 i k. Neka je T bilo koja tocka
presje¢ne krivulje. Neka izvodnica kroz to¢ku T sije¢e kruznicu k1 u
toc¢ki D1 i kruznicu kg u to¢ki Dy. Bududi da su pravci TFy i TDq
tangente povucene iz T na gornju kuglinu plohu, i da su pravci T'Fy i
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TD, tangente povucene iz T na dolnju kuglinu plohu, slijedi
|TD:| = |TFi|i|TD;z| = |TF|.

Ravnine u kojima leze kruznice k1 i ky su paralelne, pa su sve
izvodnice krnjega dvostrukog stosca od ki do k2 jednake duljine.
Odatle, i iz |D1D2| =|TDi|— |TDs|, slijedi da je razlika
|T'Fi| — |T'F2| konstantna za svaku to¢ku na presjecnoj krivulji.

Dakle, presjecna krivulja je skup svih tocaka ravnine za koje je razlika
udaljenosti od dviju fiksnih to¢aka F} i Fs konstantna, $to znadi da je
rije¢ o hiperboli. |

Teorem 24. [Dandelinov teorem za parabolu] Ako stoZastu plohu
presijeCemo ravninom koja ne prolazi vrhom stoZaste plohe i paralelna
je s jednom njezinom izvodnicom, onda je presjecna krivulja parabola.

Slika 23: Dandelinove kugle i parabola

Dokaz. Ako je presjeCna ravnina m paralelna s jednom izvodnicom
stozaste plohe, oznacimo ju sa s, onda u stozastu plohu moZemo
upisati samo jednu kuglu koja dodiruje ravninu 7 u tocki F' i stozastu
plohu uzduZ kruznice k (Slika 23).

Neka je T bilo koja tocka presjecne krivulje. Neka izvodnica kroz
tocku T sije¢e kruznicu k u to¢ki D. To¢ka T leZi na kruznici k' koja

je paralelna s ravninom kruznice k. Duzine TF i TD pripadaju
tangentama povucenim iz T na kuglinu plohu, iz ¢&ega slijedi
|TD| = |TF|.

Oznatimo s A i B to¢ke u kojima izvodnica s sijece kruznice k i k.
Buduéi da su ravnine kruznica k i k' medusobno paralelne, i okomite
na osni presjek kroz izvodnicu s, a ravnina 7 je paralelna s duZinom

E, presjek d ravnine kruznice k i ravnine 7 je takoder okomit na
osni presjek stoZzaste plohe. Zbog toga, za okomicu T'N iz T na
pravac d vrijedi [T N| = |AB| = |T'D|, odnosno |T'N| = |TF|.

Dakle, svaka tocka T' na presjecnoj krivulji jednako je udaljena od
fiksne to¢ke F' i od fiksnog pravca d, $to znadi da je presjeéna krivulja
parabola. |

Budu¢i da se svaka elipsa, hiperbola ili parabola moze dobiti kao
presjek ravnine i neke stozaste plohe, to je jasno da je ovakav nacin
uvodenja tih krivulja ekvivalentan sinteti¢komu.

Osim opisanih, postoje i degenerirani oblici ¢unjosjecnica, takozvane

Vol 27.



Razli¢iti nastavno-metodicki pristupi ¢unjosjecnicama | math.e

21

raspadnute cunjosjeCnice. Naime, ako se stoZasta ploha presijece
ravninom koja prolazi kroz vrh V stozaste plohe, onda je presjek par
pravaca koji se sijeku u vrhu V, pa stoga i takav par pravaca
smatramo cunjosjeCnicom, tj. krivuljom drugog reda. Ocigledno je da
se posebnim odabirom presjec¢nih ravnina dobivaju, k tomu, i jedan
pravac ili tocka, pa i njih valja smatrati cunjosje¢nicama.

5 Boskovicev pristup

Upravo opisana konstrukcija Dandelinovih kugala, kao sto je navedeno
u [3], vodi nas do jos jednog vaznog svojstva cunjosjecnica.

Pretpostavimo da ravnina 7 sijeCe stoZastu plohu i ne prolazi njezinim
vrhom V. Promotrimo kuglu upisanu u stozastu plohu, koja dodiruje
ravninu 7 u toc¢ki F'. Kruznicu duz koje kugla dodiruje stozastu plohu
oznac¢imo s k, a ravninu u kojoj leZi kruznica k oznadimo sa o. Neka
se ravnine 7 i o sijeku u pravcu d.

Za bilo koju to¢ku T' presjecne krivulje ravnine 7 i stozaste plohe,
neka je D presjek izvodnice VT i ravnine o, a N projekcija tocke T'
na pravac d. Pokazimo da je omjer udaljenosti |T'D| i |TN]|
konstantan, odnosno da ne ovisi o izboru toc¢ke T'.

Slika 24: Direktrisa ¢unjosjecnice

Neka je X projekcija to¢ke T' na o. Omjer udaljenosti |[T'X| i |T'D| ne
ovisi o T' i jednak je kosinusu kuta izmedu izvodnice stosca i njegove
osi 0. (ozna¢imo ga s «). Omjer udaljenosti |[TX| i |TN| takoder ne
ovisi o T' i jednak je kosinusu kuta izmedu osi o i ravnine 7 (oznacimo
ga s f3). Iz toga slijedi

\TD| |TD| |TX| cosp
ITN|  |TX| |TN| cosa’

Napokon, buduéi da su |[T'F| i |[T'D| jednaki (kao tangente na kuglu
kroz T'), i omjer udaljenosti |[T'F| i |T'N| je konstantan.

Dakle, za svaku ¢unjosjeénicu postoji pravac d takav da za je svaku
tocku na cunjosjecnici omjer udaljenosti od ZariSta i tog pravca
konstantan. Ovaj omjer nazivamo numerickim ekscentricitetom
¢unjosjecnice i oznacavamo s €, a pravac d nazivamo ravnalicom ili
direktrisom. Bududi da elipsa i hiperbola imaju dva zarista, one imaju
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i dvije ravnalice (po jednu za svako zariste). Broj € odreduje vrstu i
oblik ¢unjosjecnice.

Na ovaj nacin je na$ hrvatski matematicar Ruder Boskovi¢ (1711.-
1787.) definirao krivulje drugoga reda, i na osnovi te definicije
analiticki izveo njihova svojstva. Ta se definicija danas naziva Pappus-
Boskoviceva definicija, jer je Pappus iz Aleksandrije (oko 290.-oko
350.) iste rezultate dobio sintetickom metodom.

Pappus-Boskovi¢eva definicija éunjosjecnice. Neka je F' tocka
izvan pravca d i € pozitivni realni broj. Skup svih tocaka sa svojstvom

d(T,F)

d (T, d)

je elipsa ¢im je € < 1, hiperbola ¢im je € > 1, a parabola ¢im je
e=1.

Lijep primjer numerickog ekscentriciteta u prirodi su Mjesecev
ekscentricitet i ekscentricitet Halleyeva kometa. Naime, Mjesec se oko
Zemlje, te Halleyev komet oko Sunca gibaju po elipti¢cnim putanjama.
MjeseCeva putanja oko Zemlje je skoro kruzna i njegov numericki
ekscentricitet je 0,055, dok je putanja Halleyeva kometa jako
izduzena (Sunce je u jednomu Zzaristu eliptiCne putanje) i njegov
numericki ekscentricitet je 0.967.

6 Projektivni pristup

Cunjosjec“:nice mozemo okarakterizirati i kao perspektivno kolinearne
slike kruznice. Definirajmo najprije perspektivnu kolineaciju.

Definicija 25.

Perspektivna kolineacija u ravnini je bijekcija na skupu svih toCaka
i svih pravaca, koja udovoljuje sljedeéim uvjetima:

(a) &uva incidenciju, tj. ako totka A pripada pravcu p, onda slika A
to¢ke A pripada slici p pravca p;

(b) sva spojnice pridruZenih tocaka prolaze istom tockom S ravnine.
To¢ka S je fiksna tocka i nazivamo ju sredistem kolineacije, a
spojnice pridruZenih tocaka zrakama kolineacije.

(c) postoji tocno jedan pravac o u ravnini svaka tocka kojega je
pridruZzena sama sebi, tj. pravac o je fiksan po to¢kama. Pravac
0 nazivamo osi kolineacije.

Perspektivna kolineacija je posve odredena ¢im je zadana njezina os

0, njezino srediste S i jedan par pridruzenih tocaka A i A, tako da ni
jedna tocka tog para ne lezi na osi o, niti je njihova spojnica paralelna
S 0si 0.

Sliku n "beskonacno dalekog pravca" n kojeg tvore "beskonacno
daleke tocke", nazivamo nedoglednim pravcem. On je paralelan s
osi jer na njemu lezi i beskonacno daleka tocka osi. Praslika pravca n,
tj. pravac m koji se preslikava u "beskonacno daleki pravac" n
nazivamo doglednim pravcem.

Perspektivnom kolineacijom kruznica se preslikava u cunjosjecnicu, pri
¢emu o polozaju kruznice i doglednog pravca ovisi vrsta ¢cunjosjecnice.
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Kada dogledni pravac ne sijeCe kruznicu, sve tocke kruznice preslikaju
se u realne tocke i kolinearna slika kruznice je elipsa.

Ako dogledni pravac dodiruje kruznicu u dvije tocke, onda se dvije
tocke kruznice (sjeciSta pravca i kruznice) kolinearno preslikaju u
"beskonacno daleke tocke" i kolinearna slika kruznice je hiperbola.

Ako dogledni pravac dodiruje kruznicu u jednoj tocCki, onda se jedna
tocka kruznice (diraliSte pravca i kruznice) kolinearno preslika u
"beskonacno daleku tocku" i kolinearna slika kruznice je parabola.

Zakljucak

Donekle je neprimjereno da se u jednoj cjelini, koja je po programu
smjeS tena u 2. polugodiste 3. razreda srednje Skole, obraduju
istovremeno dvije vazne teme iz elementarne matematike: analiticka
geometrija i Cunjosjecnice. Vrlo jak i mocan alat kojega nudi analiticka
geometrija, s pomoc¢u kojega se mnogi geometrijski problemi svode,
nakon koordinatizacije, na algebarske, na prvi pogled ostavlja dojam
univerzalnosti. Zapravo, mnogi ucenici ¢e rado posegnuti za analiti
¢kim aparatom pri rjeSavanju nekoga geometrijskog problema prije
nego li Cisto geometrijskim, sintetickim pristupom. To nimalo ne cudi
jer sam koncept nastavnog plana i programa predmece analiti¢ ki
pristup geometriji. Osim toga i vecina postupaka za rjeSavanje
geometrijskih zadataka na nastavnim satima u viSim razredima
srednje sSkole napucuje da je geometrijske zadatke najlakSe i
najsigurnije rjesavati svodenjem na odgovarajuce sustave jednadzbi
do kojih dolazimo analitickim pristupom. I sam Rene Descartes
(1596.-1650.), tvorac analiti cke geometrije, se vodio mislju da ova
metoda, ne samo da je najpogodnija za rjeSavanje geometrijskih
problema, ve¢ se ona moz e primijeniti i na sve ostale matematicke
grane i znanosti. Rezultat njegove filozofske potrage za univerzalnom
metodom rjeSavanja problema je njegovo djelo Prakticna i jasna
pravila za vodenje uma u istra Zivanju istine. No, i sam Descartes se
uvjerio da univerzalna metoda, koja bi sve probleme svodila na
matematicke, a matematicke na rje Savanje odgovarajucih jednadzbi,
nije ostvariva. Na srecu, ta metoda nije ostvariva niti unutar
matematiCcke znanosti, jer bi se, u protivhom, Sirina i ljepota
matematicke misli znatno osakatila i vodila bi ka tehnicizmu. Upravo
tu zamku treba izbjeéi i u nastavi analiticke geometrije. Tehnike
analiticke geometrije, koje su bez daljnjega vrlo korisne, Cesto puta
sakriju i neka lijepa i zanimljiva svojstva geometrijskih objekata do
kojih bismo mogli dodi, prirodnijim, sintetickim putem. Najbolji primjer
za to su krivulje elipsa, parabola i hiperbola o kojima ucenici, po
svrSetku srednjoskolske naobrazbe, znaju isklju¢ivo u kontekstu
njihovih kanonskih jednadz bi. Kruznica je izdvojena iz ove price, jer
se ona obraduje jo $ od nizih razreda osnovne Skole. S najljepsim
svojstvima kru Znice (obodni kut, pojam tangente...) ucenici su vec
upoznati po svrsetku osnovnoskolske naobrazbe, a analiticki pristup u
3. razredu srednje Skole predstavlja korisnu nadgradnju. A sada
zamislimo da kruznicu, poput ostalih ¢unjosjecnica, ucenici sustavno
obraduju tek u 3. razredu srednje Skole i to uglavnom analitickim
pristupom. ViSse nego jasno je to da taj objekt ne bi dozivjeli na
prirodan nadin. Zelja nam je ukazati da bi se i ostale ¢unjosjecnice
trebale zasebno obraditi prije 3. razreda srednje Skole. Jedan razlog je
potreba da se ove krivulje samostalno obrade, neovisno o
koordinatizaciji ravnine, buduéi da se one permanentno javljaju u
svijetu koji nas okruzuje kao i u koreliranju s drugim nastavnim
predmetima joS od osnovne Skole. Drugi razlog jest Sto se
primjenjujuci sinteticki ili neki drugi pristup mogu, uz minimalno
znanje elementarne geometrije, izvesti neka zanimljiva svojstva ovih
krivulja s kojima se ucenici po svrsetku srednjoskolske naobrazbe (a
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slicno se moze dogoditi i po svr Setku nekog matematickog studija)
nisu susreli, a koja ove krivulje cine primijenjivima u mnogim
podrucjima i koja spadaju u opcu matematicku kulturu.

Bibliografija
[1] N. Kocei¢-Bilan, Nastavni materijali "Konstruktivha geometrija"

[2] B. Pavkovi¢, D. Veljan, Elementarna matematika 2, Skolska knjiga,
Zagreb (1995.)

[31A. V. Akopyan, A. A. Zaslavsky, Geometry of conics, AMS,
Mathematical World, Volume: 26 (2007.)

[4] http://www.nabla.hr/PC-ConicsProperties2.htm

2

ISSN 1334-6083
© 2009 HMD

Vol 27.



