Poucak 61

Neke generalizacije Rolleovog
teorema i Lagrangeovog
teorema srednje vrijednosti

LyrLJANA ARAMBASIC!, MONIKA MATIKA? I ANPA VALENT?

Sazetak. U ovome radu bavimo se nekim generalizacijama Rolleovog i Lagran-
geovog teorema srednje vrijednosti. Pokazat ¢emo i kako se Taylorov polinom te
L'Hospitalovo pravilo mogu dobiti kao posljedice tih generalizacija.

1. Uvod

U clanku [1] razmatrali smo Rolleov i Lagrangeov teorem srednje vrijednosti i
na nekoliko primjera pokazali kako se razli¢iti tipovi zadataka mogu rijesiti koriste-
njem ovih dvaju teorema. U nastavku nam je cilj potaknuti u¢enike da nakon usvaja-
nja odredenoga gradiva promisle o sljede¢im vaznim pitanjima:

1. Koju ulogu dobiveni rezultati imaju u daljnjoj teoriji, odnosno koje su njihove
neposredne posljedice?
2. Koje su moguce generalizacije tih rezultata i zasto su one vazne, odnosno koje su
njihove posljedice?
Podsjetimo se najprije iskaza Rolleovog i Lagrangeovog teorema.
Rolleov teorem. Neka je f :[a,b] >R neprekidna funkcija koja je diferencija-
bilna na (a,b). Akoje f(a)= f(b)=0 , tada postoji c €(a,b) tako daje f'(c)=0.

Lagrangeov teorem srednje vrijednosti. Neka je f:[a,b]—>R neprekidna
funkcija koja je diferencijabilna na(a,b). Tada postoji ¢ € (a,b) tako da je

f.(c):—f(bb)_—j(a) :
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NEKE GENERALIZACIJE ROLLEOVOG TEOREMA...

Podsjetimo se geometrijskih interpretacija ovih teorema. Promatrajmo graf ne-
prekidne i diferencijabilne funkcije f. Rolleov teorem kaze da izmedu svake dvije nul-
tocke funkcije f postoji tocka u kojoj je tangenta horizontalna. Lagrangeov teorem
kaze da uvijek mozemo naéi tocku ¢ € (a,b) tako da je tangenta u ¢ paralelna sekanti
kroz krajnje tocke promatranog intervala. Upravo zbog ovako jednostavnih geome-
trijskih interpretacija oba su teorema intuitivno sasvim jasna i logi¢na, a opet imaju
vazne posljedice.

Jedna od prvih primjena derivacija s kojom se ucenici upoznaju je kriterij za
rast i pad funkcije. Dokaz navodimo samo da bismo ilustrirali koliko lako taj kriterij
slijedi iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti.

Teorem Neka je funkcija f diferencijabilna na (a,b) inekaje f'(x)>0 (odnosno
f'(x)<0)zasve x €(a,b). Tada e f strogo rastuca (odnosno strogo padajuca) na(a,b).
Dokaz. Pretpostavimo da je f'(x)>0 za sve x €(a,b). Neka su x,,x, €(a,b)
i x, <x,. Prema Lagrangeovom teoremu postoji tocka ce(x,,x,) takva da je
f'(c)zM. Sadaiz f'(c) > 0i x,—x, >0 dobivamo f(x,)< f(x,),
X, 7%
to jest funkcija fje strogo rastu¢a. O

2. Cauchyjev teorem srednje vrijednosti

Prva generalizacija koju navodimo promatra dvije funkcije, f i g, umjesto jedne
funkcije kakav je slucaj bio u prethodnim teoremima.

Teorem 1 (Cauchyjev teorem srednje vrijednosti) Neka su funkci-
je f.g:[a,b] >R neprekidne i diferencijabilne na (a,b). Pretpostavimo da je
g(a)#g) i g'(x)#0 zasve x €(a,b). Tada postoji ¢ €(a,b) tako da vrijedi

f(b)-f@ _ f(e)
g(b)-g@ ¢

Dokaz. Kako je g(a)# g(b), dobro je definirana funkcija /:[a,b] > R formulom

h(x) = £ fla)-L E”; f((“;(g(x)—gm)).

Funkcija h je neprekidna, diferencijabilna na (a,b) i vrijedi h(a)=h(b)=0. Dakle,
zadovoljava uvjete Rolleovog teorema. Buduci da je

fO)-f@
h'
()= F ()= = g 0,

postoji tocka ¢ € (a,b) takva daje h'(c)=0 to jest
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) f(a) .

f _
O e O

Odavde dijeljenjem s g'(c) # 0 dobivamo nasu tvrdnju. O

Uocimo da Lagrangeov teorem srednje vrijednosti mozemo smatrati posebnim
slu¢ajem Cauchyjevog teorema kada za funkciju g izaberemo funkciju g(x) = x.

Cauchyjev teorem srednje vrijednosti takoder ima lijepu geometrijsku inter-
pretaciju. Neka su f, g kao u teoremu 1. Skup svih to¢aka (x,y)=(g(t), f(t)) e R?,
t €[a,b] definira krivulju u R’ . Koeficijent smjera tangente na tu krivulju u tocki

x=x(t)danje s
X' g'®’

pa prema Cauchyjevom teoremu postoji tocka na krivulji u kojoj je tangenta paralel-
na pravcu kroz tocke na krivulji (x,, y,) =(g(a), f(a)) i (x,,y,)=(g(®), f(b)).

. 103
B \\\ 5 -+

Slika 1. Geometrijska interpretacija Cauchyjevog teorema srednje vrijednosti

Jednostavna, ali vrlo vazna i dobro poznata posljedica Cauchyjevog teorema je
L'Hospitalovo pravilo. Ovdje ¢emo iznijeti dokaz samo jednog slucaja LHospitalovog
pravila, a ostali se slucajevi dokazuju na slican nacin (detalji se mogu naciu [3] i [4]).

Teorem 2 (L Hospitalovo pravilo) Neka su funkcije f,g :[a,b] >R neprekid-
ne i diferencijabilne na (a,b). Pretpostavimo da je f(a)=g(a)=0 i g'(x)#0 za sve

o f:gx) , onda postoji i lim __, , /)
x x
IOy, T

x—a+ =lm, .. ' .
g(x) g'(x)

Dokaz. Primijetimo najprije da je g(x)# 0 za sve x €(a,b). Naime, ako bi postojala
tocka x €(a,b) takva da je g(x) = 0, onda bi funkcija g na intervalu (a, x) zadovolja-
vala uvjete Rolleovog teorema, pa bi postojala tocka ¢ € (a,x) takva daje g'(c)=0,
§to je suprotno pretpostavci teorema.

x €(a,b). Ako postoji lim

i vrijedi

lim
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Neka je tocka x € (a,b) proizvoljno odabrana. Tada funkcije f i g zadovoljavaju
uvjete Cauchyjevog teorema na segmentu [a, x] pa postoji tocka ¢, € (a,x) takva da

vrijedi
f)-f@) _ fe,)

>

gx)—gla g'(c,)

odnosno, kako je fla) = g(a) =0,
16 _fe)

gx) g'(c,)

Kada se x priblizava a s desne strane, iz ¢, € (a,x), slijedi da se i c, priblizava a s desne
strane, pa prelaskom na limese dobivamo

x—a+ & = hmc —a+ M = limx—>a+ f'(x) 4
g(x) g g'(x)

$to smo i zeljeli dokazati.

lim

3. Flettov teorem srednje vrijednosti

Za sljedecu generalizaciju odabrali smo Flettov teorem srednje vrijednosti ([2],
[6]). Motivacija za upravo taj odabir bio nam je sljedeci zadatak postavljen 2006. na
Rumunjskoj nacionalnoj matematickoj olimpijadi.

1
Zadatak. Neka je f:[0,1] > R neprekidna funkcija za koju je I f(x)dx=0. Po-
< 0
kazite da postoji ¢ €(0,1) tako da vrijedi Ixf(x)dx =0.

0
Najprije cemo iskazati i dokazati spomenuti Flettov teorem, a zatim rijesiti zadatak.

Teorem 3 (Flettov teorem srednje vrijednosti) Neka je funkcija f diferencijabil-
na na [a, b] i neka vrijedi f'(a)= f'(b). Tada postoji tocka c € (a,b) takva da vrijedi

fO-fl@=f')c-a).

Dokaz. Definirajmo pomo¢nu funkciju

fx) - f(a)
X—a x €(a,b],
g(x)=
f'(a) x=a.

Funkcija g je neprekidna na [a, b] i diferencijabilna na (a, b], te vrijedi

g.(x):_f(x)—f(a) EACN

(x—a)’ x—a
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Ako pronademo tocku ¢ €(a,b) zakojuje g'(c) =0, tada iz prethodne formule
slijedi tvrdnja teorema. Zato pokazimo da takva toc¢ka ¢ postoji.

Zbog neprekidnosti, funkcija ¢ na segmentu [a, b] dostize minimum i mak-
simum. Razlikujemo dva slucaja, ovisno o tome postizu li se ekstremi u krajnjim
ili unutrasnjim tockama segmenta [a, b]. Prvo, ako se minimum ili maksimum do-
stize u nekoj tocki ¢ €(a,b), onda je to ujedno i tocka lokalnog ekstrema funkcije
g pa vrijedi g'(c)=0. U drugom slucaju funkcija g dostize minimum i maksimum
u rubnim tockama a i b. Pretpostavimo da se minimum postize u tocki a, a maksi-
mum u tocki b (obrnuti slu¢aj pokazuje se na isti nacin). Tada za sve x €[a,b] vrijedi
g(a) < g(x) < g(b).. Iz toga slijedi da za sve x €[a,b] vrijedi

fx)< fla)+(x—a)gb),
odakle dobivamo

fb) - f(x) _ f0)= fla)—(x—a)g(b) _
b—x b-x b-x

LOZSO g,
b—a

f(b)—f(a)—(x—a)f(b;:i[(a)

Prelaskom na limes, kada x tezi k b s lijeve strane, dobivamo f'(b) > g(b) . Pre-
ma pretpostavci teorema i iz definicije funkcije g vrijedi f'(b) = f'(a) = g(a), pa je
g(a) > g(b) . Iz toga slijedi da je funkcija g konstantna na [a, b] i zato g'(c) =0 za sve
ce (a,b) . O

Flettov teorem takoder se lako geometrijski interpretira: ako su tangente na graf
funkcije fu tockama a i b paralelne, tada postoji tocka ¢ € (a,b) takva da tangenta na
graf funkcije u toj tocki prolazi tockom (a,(f(a)) s grafa funkcije f.

24 AN

Slika 2. Geometrijska intepretacija Flettovog teorema

Rjesenje zadatka. Definirajmo pomo¢nu funkciju /:[0,1] > R formulom

h(t) = tjf(x)dx - jxf(x)dx .

0
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NEKE GENERALIZACIJE ROLLEOVOG TEOREMA...

Funkcija h je diferencijabilna na [0,1] i vrijedi

B0 = [ fedx+ ([ f)dx)'= ([ xf (x)dx)' = [ fx)dx+1f () —tf (£) = [ f(x)dx.

0 1
Posebno, vrijedi h'(0) = I f(x)dx =0,apretpostavka zadatka daje h'(1) = j f(x)dx=0.
0 0

Time smo provjerili da funkcija h zadovoljava uvjete Flettovog teorema. Stoga postoji
c€(0,1) tako daje h(c)—h(0)=h'(c)(c—0) to jest,

cjf(x)dx - jxf(x)dx -0= cjf(x)dx ,

$to je ekvivalentno jednakosti I f(x)dx =0 koju je i trebalo dokazati. O
0

4. Teoremi srednje vrijednosti za derivacije viSeg reda

Dosad smo promatrali diferencijabilnu funkciju f. S ciljem generaliziranja te-
orema, pitanje koje se prirodno namece je mozemo li dobiti .ja¢i” rezultat ako za
funkciju pretpostavimo da ima i neka dodatna svojstva, npr. da ima derivacije visega

reda. Najprije cemo generalizirati Rolleov teorem.

Propozicija 1 Neka je funkcija f :[a,b] >R diferencijabilna, te neka je takva
i njezina derivacija f'. Pretpostavimo da vrijedi f(a)= f(b)=0 i f'(a)=0. Tada
postoji tocka c € (a,b) takva da vrijedi f"(c)=0.

Dokaz. Kako je f(a)= f(b)=0, na funkciju f mozemo primijeniti Rolleov teorem.
Tako dobijemo tocku ¢, € (a,b) zakojuje f'(c,) =0.Kako prema pretpostavci vrijedi
i f'(a)=0, ponovno mozemo primijeniti Rolleov teorem, ovaj put na funkciju pro-
matranu na [a,c, |. Tako nalazimo tocku ¢, € (a,c,) < (a,b) takvu daje f"(c,)=0
§to smo i htjeli dokazati. O

Na isti nacin prethodnu propoziciju mozemo poop¢iti na funkciju koja je
(n + 1)-puta diferencijabilna. Dokaz u potpunosti slijedi dokaz propozicije 1, pa ga
ostavljamo za vjezbu.

Teorem 3 Neka je funkcija f:[a,b]—> R diferencijabilna, te neka isto vri-
jedi i za njene derivacije f',f",...,f"™ . Pretpostavimo da je f(a)= f(b)=0,
tef'(a)=f"(a)=...= f"(a)=0. Tada postoji tocka ce(a,b) takva da vrijedi
f(n+1)(c) =0.

Time smo dobili svojevrsnu generalizaciju Rolleovog teorema. Kako je Lagran-
geov teorem direktna posljedica Rolleovog teorema, prirodno se namece pitanje mo-
zemo li iz ove generalizacije Rolleovog teorema dobiti neku generalizaciju Lagrange-
ovog teorema.
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Propozicija 2 Neka je funkcija f :[a,b]—> R diferencijabilna, te neka je takva i
njena derivacija f'. Neka je t(x)= f(a)+ f'(a)(x —a). Tada postoji c€(a,b) tako
da vrijedi
fo)-tb)

(b-a)’
Dokaz. Nadimo polinom p, drugog stupnja takav da vrijedi p,(a)=f(a),
p,'(@)=f'(a) i p,(b)= f(b).Ideja je da ¢emo tada na funkciju g(x)= f(x)— p,(x)
mod¢i primijeniti propoziciju 1. (Sjetimo se da se Lagrangeov teorem moze dokazati
tako da se nade polinom prvog stupnja p, sa svojstvima p,(a) = f(a) i p,(b) = f(b),
a onda se primijeni Rolleov teorem na funkciju g(x) = f(x) — p,(x) ).

fllo=2———

Zapi$emo li traZeni polinom p, u obliku p,(x) = A + B(x —a) + C(x —a)* , odmah do-
bivamo da je p,(a) = A, p,'(a) = B, a zatim iz uvjeta p,(b)= f(b) lako vidimo da
trazeni polinom ima jednadzbu

f(b)—f(a)— f'(a)(b-a)

p.0)= fl@)+ f @ -+ SEEI (x—-a.
Uvedemo li oznaku t(x) = f(a)+ f'(a)(x —a), dobivamo
_ f(b)—t(b) 2
pz(x)—t(x)+ (b ) (x—a)".
Primjenom propozicije 1 na funkciju g(x)= f(x)—p,(x) dobivamo tocku
c €(a,b) zakoju vrijedi g"(c)=0,tojest f"(c)=p,"(c)=2 f((ll:) t)(b) '

Na sljede¢em primjeru pokazimo kako nam propozicija 2 moze posluziti za
ocjenu greske u aproksimaciji. Primijetimo da je t jednadzba tangente na graf funk-
cije fu tocki (a, f(a)) , a tangenta je pravac koji u blizini tocke a dobro aproksimira
funkciju f.

Primjer Pogledajmo funkciju f(x)=Inx. Uzmimo a = 11 b = 1.1. Tada je
f(a)= f(1)=0.Kakoje f' (x)— ,]ednadzbatangenteutockla 1 glasi t(x)=x—1.

Htjeli bismo znati koliko ¢e tocno vrijednost f(1.1) = In(1.1) biti aproksimirana s vri-
jednos¢u #(1.1) = 0.1. Prema propoziciji 2, postoji ¢ € (a,b) tako da vrijedi

f(b)—t(b)=§f"(6)(b—a)2-
Kakoje f"(c)= —LZ , te ¢ > 1, dobivamo
c

001 0.01
<_

In(1.1)-0.1| = =0.005.

Racunajudi kalkulatorom vidimo da je In(1.1) = 0.09531... = 0.1, pa je pogreska
0.004689... < 0.005. O
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Koristenjem prpozicije 1 (koja generalizira Rolleov teorem), dokazali smo pro-
poziciju 2 (koja generalizira Lagrangeov teorem). Sli¢no bi se uz pomo¢ teorema 3
dodatno generalizirao Lagrangeov teorem. Tada bi se u iskazu umjesto tangente ¢
pojavio polinom n-tog stupnja, a on bi bolje od tangente aproksimirao pocetnu funk-
ciju. Takav polinom je dobro poznat, zove se Taylorov polinom n-tog stupnja funkcije
£, a ocjena pogreske koju on daje pri aproksimaciji funkcije slijedi iz generalizacije
Lagrangeovog teorema. Vise o Taylorovom polinomu moze se naci u [3] i [4].

Napomenimo za kraj da smo ovdje naveli samo neke najpoznatije generalizacije
Rolleovog i Lagrangeovog teorema. Brojne druge generalizacije mogu se naci u [6] i

(8].
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