Poucak 61

MATEMATIKA IZVAN MATEMATIKE

Krivulje srca

ALEKSANDAR HATZIVELKOS!

1. Srcolike krivulje

Standardni dio gradiva matematike na visokim i vi$im ucilitima je obrada
krivulja u polarnim koordinatama, tj. krivulja kojima koordinate pripadnih toc¢aka
zadajemo pomocu funkcije r =r(¢p), gdje je r udaljenost tocke od ishodista (dvo-
dimenzijskog) koordinatnog sustava, a ¢ kut koji spojnica tocke i ishodista zatvara
s pozitivnim dijelom osi apscisa. Nakon $to se uobi¢ajeno studentima prikazu zapisi
jednadzba kruznice u polarnim koordinatama, cesto se prikaze i jednadzba kardioide,

r(p)=a(l—singp).

Osim grafa izvedenog iz jednadzbe u polarnim koordinatama, kardioida pred-
stavlja trag koji ostavlja tocka na kruznici koja se rotira po rubu druge kruznice istog
polumjera. Ime je krivulja dobila po tome $to oblikom podsjeca na srce. Skovao ga je
talijanski matematicar i astronom Giovanni Francesco Mauro Melchiorre Salvemini
di Castiglione 1741. godine, iako treba napomenuti da se kardioida u tom trenutku
proucavala ve¢ desetlje¢ima. Zapise li se jednadzba kardiode u Kartezijevim koordi-
natama, dobivamo implicitnu jednadzbu:

(x* +y* —2ay)’ =4a’(x* + y*)

! Aleksandar Hatzivelkos, predavac, Veleu¢iliste Velika Gorica

60 |

Poucak 61.indd 60 @ 432015, 15:17:26



KRIVULJE SRCA

Naravno, treba biti posten i priznati da kardioida vise sli¢i na poprec¢ni presjek
jabuke nego li na srce. Ipak, matematicko zapisivanje jednadzbi srcolikih krivulja ve¢
stolje¢ima privlaci ljude.

Posebno se plodnim pokazalo implicitno zapisivanje jednadzbi srcolikih krivu-
lja. Jedna od poznatijih je jednadzba

(x*+y* =1’ -x*y’ =0.

Ta jednadzba dobivena je presijecanjem .sr¢ane” plohe koju je 1993. godine
formirao Gabriel Taubin. Tijekom rada na algoritmima za vizualizaciju algebarskih
povrsina, Taubin je dosao do konstrukcije plohe oblika srca. Ukoliko se ta ploha,

1.5°
u Taubinovom radu dana jednadzbom (x> +1.5%y* +2z* 1)’ — x*2’ ——0y2z3 =0,

presjece ravninom y =0, dobiva se opisana krivulja oblika srca.

1517

Jo$ jednu implicitnu jednadzbu srcolike krivulje predstavio je 2006. godine P.

Kuriscak:
2 +]x]=6) T

3(x2 + |x| + 2)

y
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Osim u implicitnom obliku, krivulje se mogu zadavati i parametarski. U tom
slucaju obje su koordinate toc¢aka krivulje zadane kao funkcije nekog parametra t.
Klasican primjer parametarski zadane krivulje je parametarska jednadzba kruznice,
od kojih je najrasirenija ona koja vrijednosti koordinata odreduje uz pomo¢ trigono-
metrijskih funkcija:

x(t)=a-cost
Fe y(t)=a-sint
gdje je a vrijednost polumjera kruznice. Takav nac¢in zadavanja krivulja pokazao se
plodonosnim kada su u pitanju srcolike krivulje. Primjera je mnogo. Neki od nacina
konstruiranja parametarskih jednadzbi srcolikih krivulja krenuli su od razdvajanja
«gornjeg” (odnosno «zaobljenijeg”) i donjeg” dijela srcolike krivulje, parametrizi-
rajudi ih dvjema razli¢itim funkcijama. No, najelegantnijim su se pokazale srcolike
krivulje parametrizirane uz pomo¢ trigonometrijskih funkcija. Ovaj put donosimo
jednu od najljepsih:

x(t)=16-sin’t
r..
y(t)=13-cost —5-cos2t —2cos3t —cos4t

2. Beskonaéna ugnijezdena krivulja oblika srca

Matematiku je doslovno moguce naci svugdje, ukoliko se svijet Zeli promatrati
na taj nacin. Inspiracija za doprinos ovoj temi pronadena je na zagrebackome Jarunu,
gdje se na Otoku hrvatske mladezi smjestila umjetnicka instalacija «Solarni pleksus
Europe”. Izmedu radova kojima su brojni umjetnici kreirali svoj dio instalacije, nalazi
se i rad Miroslava Juraja, ¢ije je djelo obiljezeno simbolom triju srca ugnijezdenih
jedno u drugo.
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A2

Poznato je da se oblik srca moze dobiti preklapanjem dviju elipsa, no ovaj kon-
cept ide dalje. Krivulje koje formiraju srca ugnijezdena jedno u drugome moze se
promatrati kao spoj dviju elipsoidnih spirala ¢iji promjer opada s parametrom (ku-
tom) koji je opisuje.

Stoga je parametrizaciju ovakvih krivulja prirodno potraziti u obliku:

x(t)=a(t)-cost
T y(t)=k-a(t) sint

gdje je funkcija a(t) monotono padajuca funkcija koja tezi nuli kada ¢ tezi beskonac-
nom. Takoder treba primijetiti da dvije elipsoidne spirale koje tvore ovaj ugnijezdeni
srcoliki oblik rotiraju u suprotnim smjerovima, te imaju zamijenjene poluosi. Stoga
¢emo drugu krivulju dobiti tako da zamijenimo parametrizacije za x i y koordinate
prve krivulje te im promijenimo predznak. Imamo dakle:

{xl(t) =a(t)-cost {xz (t)=—k-a(t)-sint
fi... fy... (1)

y,(t)=k-a(t)-sint ¥,(t)=—a(t)-cost

Zatim se postavlja pitanje odredivanja funkcije a(t). Osim $to znamo da tre-
ba biti pozitivna monotono padajuca, funkcija a(t) treba osigurati (ugnijezdenost”
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elipsoidne spirale. To se moze posti¢i ukoliko se spirala smanjuje na nacin da je
omjer veli¢ine pripadne elipse i elipse nakon punog kruga konstantan, tj. da vrije-

di %:c za svaki t. Ovakvo svojstvo posjeduje eksponencijalna funkcija,
alt +27
at at
a(t)=e", bududi da je tada alt) __e = ¢ ——=C . Dakle, prirodno je
a(t +2m) e T et

ispitati mozemo li dobiti gornji srcoliki oblik pomocu parametarski zadanih krivulja

x,(t)=e" -cost x,(t)=—k-e“ -sint
1. w 7. (2)
y,(t)=k-e” -sint

y,(t)=—e“ -cost

U tim jednadZbama parametrom k odredujemo odnose poluosi elipsoidnih spi-
rala, tj. mjeru koliko ¢e jedna poluos biti duza od druge, te time utje¢emo na kona¢ni
izgled srcolikog oblika. S druge strane, parametar « (koji je negativne vrijednosti)
omogucava nam da odredimo brzinu kojom ¢e se smanjivati dimenzije spirale, te
na taj nac¢in mozemo posti¢i da srca uistinu budu ugnijezdena, tj. da unutarnje srce
tangira vanjsko. Sto je vrijednost negativnog parametra & manja (tj. ve¢a po apso-
lutnoj vrijednosti), to ¢e veli¢ina spirale brze opadati. Tako, primjerice, za parametre
k=2.5, a=-0.25 u Wolfram Mathematici dobivamo sljedecu sliku:

2.0

Vidimo da za ovu kombinaciju odabranih parametara dimenzije elipsa prebrzo
opadaju, pa se ne postize efekt ugnijezdenosti (tangiranja), $to znaci da vrijednost
parametra « treba biti veca. S druge strane, estetska (vizualna) zamjerka mogla bi
biti (iako se o ukusima ne raspravlja) da je srcoliki oblik .preizbocen’ tj. da vrijednost
parametra k treba biti manja. Variranjem vrijednosti tih dvaju parametara u jedna-
dzbi (2) mogu se dobiti razni ugnijezdeni srcoliki oblici, a u sljedecoj slici donosimo

1+4/5
, pri

2

tri u kojima smo varirali vrijednost parametra k, od k =3, k=2 do k=

¢emu je a odabran na nacin da se dobije efekt ugnijezdenosti™:
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Iako se, kako smo ve¢ spomenuli, o ukusima ne raspravlja, kao estetski najljepsu
razni su sugovornici od ove tri srcolike krivulje isticali bas tre¢u. Zanimljivo je da je
kod te srcolike krivulje omjer poluosi elipsoidnih spirala koje ju tvore jednak vrijed-

1+\/§

nosti zlatnog reza, k = >

Na kraju, da bismo dobili vizualni efekt s pocetka ovoga teksta, dobivene elipso-

idne spirale potrebno je zarotirati za kut od _Z kako bi ugnijezdena srca stajala
. Iy v 7 . v . . . xl
uspravno. To ¢emo postici tako $to ¢emo radij vektore tocaka obaju krivulja 7, =
1

1

x .. 7T
ir ={ 2} pomnoziti (s lijeva) matricom rotacije za kut —, R =[
2

1
(matricu
11

nismo normirali kako ne bismo nepotrebno komplicirali jednadzbu). Sada je

(1 1] [e* -cost e™ -cost+k-e™ -sint )
. . - 3
! -1 1] Lk-e“t -sint —e™ .cost +k-e” -sint

(1 1] [—k-e”-sint| [—e™-cost—k-e“ -sint
7’1 - ' at = at at : (4)

-1 1] |—e“-cost —e“ .cost+k-e” -sint

U kra¢em obliku jednadzbe (3) i (4) mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
o | Tcosttk-sint
r,=e“ .
L2 —cost +k-sint
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Iako je taj zapis parametarske jednadzbe krivulja koje tvore beskonac¢no ugnijez-
dena srca sasvim dovoljan i elegantan, napravit ¢emo i korak viSe. Zapisemo li jed-
nadzbe (3) i (4) pomocu prosirenja eksponencijalne funkcije na kompleksne brojeve,

e“P = e“ . (cos B +isin B) , zapis prelazi u:
_Re e @) 4 k. Ime' @)
"7 _Ree!“ 4 k- Ime!“ )
__Reet(a+i) k. Imet(aﬁ) _
2= —Ree'“*™ 4 k-Tme'*™ ©

Na samome kraju, uvr§tavanjem parametara k = % , a=-0.1 ujednadzbe (5) i
(6), neka ovo ugnijezdeno srce bude mala posveta Euleru i njegovoj prekrasnoj for-

muli e™ +1=0:

i T i
iReet(Z 0.1) i_‘Imet(l 0.1)
’ 2
1,2 —
i J i
_Reet(l 0.1) +E'Imet(l 0.1)
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