Poucak 62

Rolleova kaskadna metoda

HELENA FRANCESEVICY, DANKA PAZANIN? 1 IGOR PAZANIN?

Sazetak: Rolleov teorem jedan je od osnovnih teorema diferencijalnog racuna i
kao takav prezentiran

je vecini studenata prve godine preddiplomskih studija. Cilj ovoga rada upoznati
je citatelje s nekim zanimljivim detaljima iz zivota Michela Rollea te posebno s tzv.
kaskadnom metodom koja je dovela do teorema koji nosi Rolleovo ime.

1. Uvod

Michel Rolle roden je 21. travnja 1652. godine u malom gradi¢u Ambertu, u re-
giji Basse-Auvergne u sredi$njoj Francuskoj. Tijekom svog odrastanja primio je vrlo
malo formalnog obrazovanja, zavr$ivsi samo osnovnu $kolu. Nakon toga uglavnom
je bio samouk, $to njegovim rezultatima dodatno daje na znacaju. U pocetku je Rolle
radio kao asistent nekolicini odvjetnika u svojoj regiji, a 1675. godine seli u Pariz gdje
radi kao pisar. Nedugo potom Zeni se i zasniva obitelj. Kako bi je uzdrzavao, morao
je pronaci nacin kako povecati svoje prihode, a upravo mu je njegovo znanje iz vise
matematike (koje je sam stekao) to omogucilo.

Sedam godina nakon dolaska u Pariz, Rolle je rije$io problem koji je postavio
poznati francuski matematicar Jacques Ozanam (1640. — 1718.) u jednome od izda-
nja Journal des savants 1682. godine. Formalno zapisan, problem je glasio:

Odprediti brojeve x, y, z, w, x < y < w < z tako da sljedece jednakosti budu zadovo-
ljene:

z-w=a,w-y=by-x=c,z-w=d,z-x=e,w-x=fLx+y+w=g>%
za neke cijele brojeve a, b, ¢, d, e, fig.

Na prvi pogled, jasno je da je rije¢ o nimalo lakom problemu iz teorije brojeva.
Ozanam je bio uvjerenja da bi najmanji od brojeva koji zadovoljava gornji problem
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trebao sadrzavati barem 50 znamenaka. Rolle je uspio odrediti ¢etvorku (x, y, z, w)
sedmeroznamenkastih brojeva. Rijesivsi Ozanamov problem, Rolle je stekao mate-
maticku reputaciju nakon cega ga je zamijetio utjecajni politicar Jean-Baptiste Col-
bert koji je u to vrijeme bio ministar financija u francuskoj vladi pod kraljem Lujem
XIV. (<kralj sunce”). Colbert je osigurao Rolleu stalni prihod koji mu je omogucio
neometan rad na vlastitom usavr$avanju iz podrucja matematike. Osim toga, Rollea
je angazirao i Markiz de Louvois, tadasnji francuski ministar rata. Poucavao je jed-
noga od njegovih sinova te ¢ak dobio i administrativni posao u Louvoisovom mini-
starstvu, no tamo mu se nije svidjelo pa uskoro daje otkaz. Usprkos tome, zadivljen
njegovim iznimnim matematickim sposobnostima, Louvois snazno podupire izbor
Rollea u Academie Royale des Sciences. Godine 1685., postavsi ¢lanom prestizne Aka-
demije, Rolle se mogao posvetiti svojim istrazivanjima u jo$ ve¢oj mjeri nego dotad.

Rolleovi doprinosi doti¢u se raznih podrucja matematike. Gledaju¢i ukupno,
moze se ustvrditi da se najvie posvetio tzv. diofantskoj analizi. Diofantska analiza
bavi se proucavanjem diofantskih jednadzbi, tj. algebarskih (polinomijalnih) jed-
nadzbi s jednom ili viSe nepoznanica s cjelobrojnim koeficijentima, kojoj se traze cje-
lobrojna ili racionalna rjesenja. Napomenimo da u Hrvatskoj postoji vrlo jaka skola
koja se bavi diofantskim jednadzbama, a koju predvodi akademik Andrej Dujella s
PMEF-Matematickog odsjeka u Zagrebu. Zainteresiranog ¢itatelja upuc¢ujemo na [3].

Rolle je takoder istrazivao i u podrucju algebre. Njegov najznacajniji rad iz tog
podrudja, Traite dalgebre, objavljen je 1690. i u njemu je po prvi put uvedena oznaka
4/x . Uradu pod naslovom Démonstration d'une methode pour résoudre les egalitez de
tous les degrez (krace: Démonstration), objavljenom 1691. godine, Rolle uvodi dotad
nepoznatu ¢injenicu da a > b povladi —a < -b. U istom radu, Rolle u velikoj mjeri po-
pularizira notaciju = za jednakost, koju je prethodno uveo vel$ki fizi¢ar i matematicar
Robert Recorde (1512. - 1558.).

Medutim, najvazniji Rolleov doprinos razvoju matematike (sadrzan u radu Tra-
ite dalgebre i dokazan u potpunosti godinu dana kasnije u Démonstration) zapravo
je njegova kaskadna metoda koju se smatra prete¢com osnovnog teorema diferencijal-
nog rac¢una koji nosi njegovo ime. U sljede¢em poglavlju detaljno ¢emo prezentirati
tu metodu slijedeci ¢lanke [6, 7].

Za kraj Uvoda, napomenimo da je Michel Rolle u 56. godini Zivota dozivio sréa-
ni udar nakon kojeg nije zabiljezen niti jedan njegov matematicki rezultat. Jedanaest
godina kasnije, 1719., Rolle je dozivio jo$ jedan infarkt od kojeg je preminuo.

2. Rolleova kaskadna metoda
Cilj metode odrediti je korijene jednadzbe oblika
x+a,=0. (1.1)

n+l1

fx)=x"+ax""+a,x" +-+a
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Osnovni princip metode ilustrirat ¢emo na primjeru
f(x)=x"+5x>—25x> —65x +84 =0 (1.2)

i to u tri koraka:

1. korak. U prvom koraku ideja je transformirati jednadzbu (1.2) tako da koe-
ficijenti 1, a,a, a, .. polinoma alterniraju u predznaku. Naime, tada Descartesovo
pravilo predznaka (vidi npr. [5]) jamc¢i da su svi realni korijeni polinoma f(x) pozitiv-
ni. Rolle takoder definira tri pojma:

a) veliku hipotezu (franc. grande hipothése) kao gornju medu svih korijena polinoma;

a
Rolle je tu vrijednost ra¢unao koriste¢i formulu | —+1 |, pri ¢emu je a apsolutna
c

vrijednost najmanjeg negativnog koeficijenta polinoma, a ¢ vodec¢i koeficijent. U
nasem je slucaju a = |—65| =65, c=1.
b) malu hipotezu (franc. petite hipotheése) kao donju medu svih korijena polinoma;

c) meduhipoteze (franc. hipothéses moyennes) kao unutarnje mede, tj. korijene pret-
hodne kaskade (vidi 3. korak).

Kako bi transformirao jednadzbu, Rolle uvodi zamjenu varijabli:

x=(£+1)—y=66—y. (L.3)
c
Iz (1.2.) tada dobivamo

g(y)=f(66—y)=y"—269y’ +27101y* 1211959y +20299110.  (1.4)
Primijetimo da koeficijenti 1, -269, 27101, -1 211 959, 20 299 110 polinoma g
alterniraju u predznaku, tj. imamo 4 promjene u predznaku. Prema Descartesovu
pravilu predznaka, zaklju¢ujemo da g moze imati 4, 2 ili niti jedan pozitivni realni
korijen. No, kako su svi koeficijenti polinoma g(-y) pozitivhog predznaka, zakljucu-
jemo da nema negativnih korijena, $to znaci da je mala hipoteza jednaka 0. Koriste¢i

a), lako je izracunati da velika hipoteza iznosi 1 211 960, $to znaci da niti jedan kori-
jen od g nije ve¢i od 1 211 960.

2. korak. U ovom koraku Rolle formira tzv. kaskade prema sljedecoj proceduri:
i. Pomnozi svaki ¢lan jednadzbe s eksponentom varijable y pa dobiveni ¢lan podijeli s y.

ii. Ucini isto s tako dobivenom jednadzbom. Ponavljaj postupak dok ne dobije$ po-
linom 1. stupnja.

Na taj nacin dobivamo

g =g,(»=y"-269y> +27101y* -1211959y+20299110=0,  (1.5)
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g,(y) =4y’ =807y +54 202y —1211959 =0, (1.6)
2,(») =12y’ —1614y+54 202 =0, (1.7)
8 (y)=24y-1614=0. (1.8)

Jednadzbe (1.5) - (1.8) nazivaju se kaskade, pri c¢emu i-tu kaskadu oznacavamo s g,
i=1,2,3,4. Uo¢imo da formiranje kaskada zapravo odgovara deriviranju polinoma,
¢ega Rolle u to doba nije bio svjestan. Iz tog razloga, ni mi ovdje ne koristimo nota-
ciju za derivaciju.

3. korak. U Traite dalgebre Rolle je primijetio da ukoliko su, primjerice, a i b
(a < b) korijeni kaskade g, tada korijen kaskade g,  mora pripadati intervalu (a, b).
Godinu dana kasnije tu je tvrdnju i dokazao u Demonstration. Takoder, vazno je uo-
Citi da svaka kaskada ima samo pozitivne korijene (predznaci monoma alterniraju)
pa je mala hipoteza svake kaskade jednaka 0. S druge strane, za svaku kaskadu mo-

a

zemo izracunati i veliku hipotezu koristeci formulu (— + 1] . Kako korijen 1. kaskade
c

mozemo direktno izracunati (linearni polinom), ideja je krenuti od (1.7) i koristeci

gornje razmatranje izolirati korijene preostalih kaskada. Pretpostavimo da smo to
ve¢ ucinili za prve tri kaskade te ustanovili da su korijeni od g, priblizno jednaki 63,
67 1 71. Ti brojevi predstavljaju meduhipoteze iduce kaskade g, = g. Kako je mala

—121195%

hipoteza od g jednaka 0, a velika dana s +1=1211960, zaklju¢ujemo

da se po jedan korijen od g nalazi u svakom od intervala (0, 63), (63, 67), (67, 71) i

(71,1 211 960). Sada na svakome od tih intervala odredimo taj korijen koriste¢i se
jednostavnom metodom raspolavljanja (bisekcije). Kako je

£(0)=20299110>0, g(63)=-120<0,

a za aritmeticku sredinu brojeva 0 i 63 (bez decimala) vrijedi g(31) = 1 682 184 > 0,
to znaci da korijen pripada intervalu (31, 63). Sada racunamo vrijednost od g u
31+63

=47 . Jer je g(47) = 154 440 > 0, korijen smo izolirali u (47, 63). Dalje
nastavimo analognim zakljucivanjem:
g(55)=17640 >0, g(59)=176>0, g(61)=384>0, g(62)=0.
Prema tome, y = 62 trazeni je korijen, i to jedini u (0, 63). Na potpuno isti nacin
odredimo korijene u preostala tri intervala (63, 67), (67, 71) i (71, 1 211 960) te dobi-

vamo y = 65, y = 69, y = 73. Konacno, korijene polazne jednadzbe f(x) = 0 dobivamo
uvazavajudi supstituciju (1.3), daklex=4,x=1,x=-3,x = -7.
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Rolleovu kaskadnu metodu mozemo koristiti i u slu¢aju polinoma koji nemaju
cjelobrojne korijene. Jedina razlika je u tome $to ne odbacujemo decimale pri racu-
nanju aritmetickih sredina. Promotrimo npr. jednadzbu

fx)=x"+3x> —2x-6=0.

Primijetimo da je a= |—6| =6, c =1, pa supstitucija x = 7 — y daje polinom g s
iskljuc¢ivo pozitivnim korijenima
g =f(7-y)=—y’ +24y*> —187y+470=0.
Kaskade su dane sa
g =g,(»)=-y’+24y" —187y +470 =0,
2, (»)=-3y> +48y—-187=0,

g, (y)=—6y+48=0.

Priblizni korijeni 2. kaskade su 6 i 9, i to su meduhipoteze od g. Mala hipoteza
od g je 0, a velika 188. Stoga se po jedan korijen nalazi u svakome od intervala (0,
6), (6,9), (9,188). Aproksimirajmo korijen u intervalu (6,9). Kako je g(6) = -4 <0,
g(7.5) =-4.375<0, g(9) =2 > 0, to se korijen nalazi u intervalu (7.5, 9). Odredimo li
vrijednost od g u aritmetickoj sredini od 7.5 i 9, dobivamo g(8.25) = -0.765625 < 0,
stoga racunamo g(8.625) =~ 0.88086 > 0. To znaci da se korijen nalazi u (8.25, 8.625)
pa uzimajudi aritmeticku sredinu rubova nalazimo g(8.4375) ~ 0.10376 . Nastavlja-
juci postupak, u svakoj sljedecoj iteraciji sve se vise priblizavamo to¢noj vrijednosti
korijena od g koji iznosi y =7+ V2 ~8.414213562.. Aproksimaciju korijena polazne
jednadzbe f(x) = 0 nalazimo vracajuci supstituciju x =7 - y.

3. Rolleov teorem

Osnovni princip kaskadne metode zasluzan je za rezultat koji danas znamo kao
Rolleov teorem:

Neka je f:1—R diferencijabilna na otvorenom intervalu IR i neka su
a,bel, a<b takve da vrijedi f(a) = f(b) = 0. Tada postoji tocka c € (a, b) takva da je
flc)=0.

Standardni dokaz moguce je pronaci npr. u [4]. Napomenimo da je tek 1846.
godine gornji rezultat dobio naziv Rolleov teorem, a $to je zasluzan talijanski mate-
maticar Giusto Bellavitis (1803. - 1880.). Rolleov teorem osnovni je alat u dokazu La-
grangeovog teorema srednje vrijednosti. Zainteresiranog Citatelja upuc¢ujemo na [1,2]
(vidi jos i [5]) gdje je moguce pronaci razli¢ite tipove zadataka rijeSenih pomocu
Rolleovog i Lagrangeovog teorema kao i neke generalizacije tih teorema.
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Za kraj, dokazimo tvrdnju koju je Rolle koristio u 3. koraku svoje kaskadne me-
tode, a koju mozemo formulirati na sljedeci nacin:

Ako je g polinom i vrijedi g'(a) = g'(b) = 0 te ako ne postoji ¢ € (a, b) takva da je
g'(c) =0, onda g ima najvise jedan realni korijen na intervalu (a, b).

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje x,, x, € (a, b) x,< x, takvi da g(x ) = g(x,) = 0.
Prema Rolleovom teoremu (koji mozemo primijeniti jer je g polinom), tada postoji
tocka x; € (x, x,) takva da je g'(x,) = 0, $to je u kontradikciji s pretpostavkom same
tvrdnje.
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