Poucak 62

Pitagora i Pitagorin poucak

ANTOANETA KLOBUCAR!, ANTUN VIDIC?

Pitagora iz Samosa
Ne moze se reci onoliko mudrosti, koliko se moze presutjeti gluposti.

Pitagora

Slika 1. Pitagora

Pitagora iz Samosa cesto se opisuje kao prvi «pravi’ matematicar i premda zna-
mo relativno malo o njegovim matematickim postignuc¢ima, smatra se vaznom oso-
bom u povijesti matematike.

Roden je oko 582. pr. Kr. na grckom otoku Samosu, kao sin bogatog trgovca.
Svoje rane godine proveo je na Samosu, ali je i ¢esto putovao s ocem. Na tim se pu-
tovanjima mladi Pitagora susreo s mnogim uciteljima i misliocima iz onog vremena
koji su ga poucavali filozofiji i znanosti. Jedan od tih ucitelja bio je i Tales. Njegova su
otkric¢a utjecala na to da se Pitagora jo$ viSe zainteresira za matematiku i astronomiju.
Pitagora je jedno vrijeme bio u Egiptu gdje se upoznavao s njihovom matematikom,
da bi se na kraju nastanio u juznoj Italiji u gradu Krotonu. U njemu je osnovao Skolu
koju danas nazivamo Pitagorejskom skolom, a njegove sljedbenike Pitagorejcima.

'Antoaneta Klobucar, Ekonomski fakultet, Osijek
2Antun Vidi¢
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Drustvo se sastojalo od dva kruga: unutarnji krug ¢inili su ucitelji i matematicari,
a vanjski ucenici. Clanovi unutarnjeg kruga, medu kojima je bio i sam Pitagora, nisu
imali privatnog vlasni$tva, morali su biti vegetarijanci i Zivjeti u zajednici. Clanovi
vanjskog kruga nisu morali biti vegetarijanci, mogli su imati privatno vlasnistvo i
stanovali su u vlastitim ku¢ama. I muskarci i Zene mogli su postati ¢lanovi Drustva.

U Pitagorejskoj $koli naglasak je bio na tajnosti i zajednistvu, tako da je danas
teSko odgonetnuti §to je rad samog Pitagore, a $to njegovih ucenika. Ono $to je sigur-
no, jest da je njegova $kola dala velik doprinos matematici. No, Pitagorejci se nisu ba-
vili matematikom onako kako mi to radimo danas. Nije bilo zadataka koje je trebalo
rijesiti, nije bilo otvorenih problema s kojima se trebalo uhvatiti u kostac. Pitagorejce
je zanimalo i mnogo toga §to se danas nama ¢ini toliko poznato da se o tome nema
$to razmisljati.

Pitagora je vjerovao da se sve oko nas i cijeli svemir moze objasniti brojevima.
Proucavao je svojstva prirodnih brojeva koja su i dan danas poznata, kao na primjer
parni i neparni brojevi, savrseni brojevi itd. Prema njegovu je misljenju svaki broj
imao i svoje osobine: muski i zenski, savr$en ili nepotpun, lijep ili ruzan. Postojao je i
najbolji od svih brojeva, broj 10, koji su prepoznali kao zbroj prvih cetiriju prirodnih
brojeva (1 +2 +3 +4 = 10).

Poznatije tvrdnje koje su Pitagora i Pitagorejci dokazali su:

1. zbroj kutova u trokutu jednak je kao dva prava kuta,
2. postojanje iracionalnih brojeva,

3. pet pravilnih poliedara,
4

. Cuveni Pitagorin poucak.

U astronomiji su dokazali da su vecernja zvijezda i jutarnja zvijezda Danica isto
nebesko tijelo, kao i da je Zemlja kugla. Ipak, Zemlju su krivo zamisljali kao srediste
svemira.

Premda su indijski matematicari prvi znali za koncept iracionalnih brojeva, prvi
dokaz o njihovom postojanju dali su Pitagorejci (i to najvjerojatnije Hipasus iz Me-
taponta u 5. st. pr. K.). Iracionalni broj koji su otkrili bio je V2~ 1.4142... Do toga su
dosli kad su uzalud pokusali omjer dijagonale i stranice kvadrata prikazati kao omjer
dvaju prirodnih brojeva. Danasnjim rije¢ima, taj omjer nije bio racionalan broj. Ta je
spoznaja tesko potresla njihova vjerovanja pa su je zato tajili dugo vremena.

Naravno, mi danas Pitagoru poznajemo prema Pitagorinom poucku. Iako taj po-
ucak nosi njegovo ime, on je bio poznat u nekom obliku (i vjerojatno bez dokaza) i
starim Babiloncima, 1000 godina prije nego $to se Pitagora rodio. No, koliko nam je
poznato, Pitagora je ovaj poucak prvi dokazao (odnosno on ili neki njegov ucenik).
Legenda veli da je Pitagora, dokazavsi ovaj poucak, bogovima u ¢ast zrtvovao vola jer
su ga prosvijetlili.
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Pitagorin pouéak

Pitagorin poucak jedan je od osnovnih teorema geometrije. Bitno je istaknuti da
je Pitagorejcima bio poznat potpun teorem, ukljucujudi i obrat:

Slika 2. Pitagorin poucak

Teorem. U pravokutnom trokutu kvadrat nad hipotenuzom jednak je zbroju
kvadrata nad katetama. Obratno, ako neki trokut ima svojstvo da je zbroj kvadrata
nad dvije njegove stranice jednak kvadratu nad trecom, onda se radi o pravokutnom
trokutu.

Razni dokazi Pitagorina poucka

Danas je poznato ¢ak oko 400 raznih dokaza Pitagorinog poucka. Medutim, kad
se ti dokazi bolje prouce, uvida se da se mogu podijeliti u Cetiri grupe:

[u—

. dokazi koji se zasnivaju na izjednac¢avanju povrsina,

2. dokazi pomocu razlaganja povrsina (tzv. mozaicki dokazi),
3. dokazi pomocu ra¢unanja,
4

. dokazi koji se zasnivaju na sli¢nosti geometrijskih figura.

Slijedi redom po jedan dokaz iz svake ove grupe.
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Dokaz 1.

Povrsina kvadrata ¢ija je stranica duljine a + b iznosi P = (a + b)%, a moZemo je
izrac¢unati i kao zbroj povrsina malog kvadrata stranice c i Cetiri pravokutna trokuta
s katetama a, b. Ta su Cetiri trokuta sukladna pa imaju istu povrsinu.

a b

b a
Slika 3. Dokaz 1.

P = P(malog kvadrata) + 4 - P(trokuta)

Dakle,

P(malog kvadrata) = ¢, P(trokuta) = ab
2

iz cega slijedi

ab

P=c*+4.—.
2

Nakon izjednacavanja dobivenih povr$ina imamo
(a+b)’ =c’ +4-a—b
iz cega slijedi
a’ +2ab+b> =c* +2ab

a+b* =%

Dokazimo i obrat.
Pravokutni trokut s katetama a i b prema Pitagorinu poucku ima hipotenuzu

c=+a’ +b* . Proizvoljan trokut sa stranicama a, b iv/a’ +b* sukladan je tome pravo-
kutnom trokutu (4. poucak o sukladnosti trokuta — sve tri stranice jednake). Dakle,
i sam je pravokutan.
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Dokaz 2.

Na slici ispod su kvadrati nad katetama i kvadrat nad hipotenuzom rastavljeni na
Cetverokute oznacene s 2 i 5, te na trokute oznacene s 1, 31 4.

Slika 4. Dokaz 2.

Cetverokuti oznaceni s 2 i éetverokuti oznaceni s 5 sukladni su.

Naime, stranice jednoga paralelne su sa stranicama drugog, $to bi znacilo sli¢-
nost. Ali lako se vidi da su stranice iz jednog takvog para ¢ak jednake (|AB| = |B,B,|).
Stoga su cetverokuti sukladni.

Na sli¢an nacin dokazujemo i sukladnost svih ostalih parova likova.

Iz navedenog slijedi da je zbroj dijelova koji ¢ine kvadrate nad katetama jednak
zbroju dijelova koji ¢ine kvadrat nad hipotenuzom.

Dokaz 3.

Na slici 5. je nad hipotenuzom AB danog pravokutnog trokuta ABC konstruiran
kvadrat ABB A . Zatim je kroz A, povucena duZina A B, B, paralelna s BCiizB , povu-
¢ena je duzina B , paralelna s AC. Kada se AC produzi do presjeka C s AIB3, tada

se kvadrat nad h1potenuzom AB rastavlja na kvadrat CC B B, ¢ija je duljina stranice

132’

jednaka razlici a — b kateta (a = BC ib=AC = BBZ) danog pravokutnog trokuta ABC
i na Cetiri sukladna pravokutna trokuta: ABC, AA C, A B B,iBB B,.
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Slijedi: .
C=(a-by+4-2
2
tj.
A, B,
C
B,
C
B,
A B
Slika 5. Dokaz 3.
Dokaz 4.
C
P
P, P,
A D B

Slika 6. Dokaz 4.

Kad se u pravokutnom trokutu ABC povuée visina CD koja odgovara hipotenuzi
AB (kao $to je to napravljeno na slici 6.), tada se dobiju dva nova pravokutna trokuta
ACD i BCD koji su sli¢ni zadanom trokutom ABC. Naime, svaki od njih ima pravi kut
(kao i ABC) i po jedan $iljasti kut zajednicki s trokutom ABC. Stoga je i tre¢i kut isti
kao u ABC pa su oba mala trokuta sli¢na trokutu ABC.

Ako su P, P, P,ipovriine trokuta ABC, ACD i BCD, onda vrijedi:
P:P :P, =|AB|*:|ACJ*: |BCJ%
odnosno
P:P:P =c:b:a
Odatle slijedi:
P = ke, P = kb?, P, = ka?,
gdje je k faktor proporcionalnosti razli¢it od nule. Kako je P = P, + P,, slijedi:
kc* = kb* + ka?,
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odnosno

Z=a*+ b

Pitagorin poucak slijedi i iz kosinusova poucka
2 =a*+b*>-2ab - cosp

4
jerza ¢ = By dobivamo ¢* = a* + b*.

Generalizacije Pitagorinog poucka

Zapravo, poucak vrijedi za bilo kakav lik nad stranicama pravokutnog trokuta.
Uzmimo npr. jednakostranican trokut. Poucak bi tada glasio:

Povrsina jednakokracnog trokuta nad hipotenuzom jednaka je zbroju povrsina
jednakostranicnih trokuta nad katetama. Dokazimo to.

2
Povrsina jednakostrani¢nog trokuta stranice duljine a jednaka je %\/5 . U pra-

J3

vokutnom trokutu, uz standardne oznake, vrijedi ¢* = a”> + b°. MnoZenjem s —
4

[

dobivamo

B

4 4’

4+

kao $to smo i tvrdili.

Slika 7. Pitagorin poucak za trokute i Sesterokute

Na sli¢an nac¢in mozemo dokazati i poucak za pravilne Sesterokute. Povrsina pra-

vilnog $esterokuta stranice a jednaka je 34° 73 pa slijedi jednakost

\/_ \/_ J_

+30* —
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Zapravo, lik koji stavljamo nad hipotenuzu i nad katete moze biti proizvoljan jer
Pitagorin poucak vrijedi ¢ak i u tom sluc¢aju. Obrazlozimo to.

Ako su dva geometrijska lika (pravilna ili nepravilna) sli¢na, tj. sve stranice pr-
voga su A puta veée od odgovarajucih stranica drugoga, onda je povr$ina prvoga
A? puta ve¢a od povrsine drugoga. Zamislimo sada da neki lik konstruiran iznad
jedini¢ne duzine ima povrsinu P. Zatim takav lik konstruirajmo i iznad stranica a,
b i ¢ pravokutnog trokuta. Dobit ¢emo tri varijante toga lika, a povrsine ¢e im biti
a’P, b*P i ¢*P.

Pitagorinu jednakost a* + b* = ¢ mnozimo s P i dobivamo a’P + b*P = ¢*P,

a to je upravo Pitagorin poucak” za tu vrstu likova!

Pitagorine trojke

Iako poucak vrijedi za bilo koje realne brojeve a i b (i odgovaraju¢i c), ipak su
paznju ljudi oduvijek najvise privlacili slucajevi kad su a, b i ¢ prirodni brojevi. Takva
3 broja nazivamo Pitagorinom trojkom. Najpoznatiji primjer je trojka (3, 4, 5). Dakle,
ako su katete dugacke 3 i 4 neke mjerne jedinice, onda je hipotenuza dugacka 5 istih
tih mjernih jedinica. Sljedeca zanimljiva trojka su brojevi (5, 12, 13). Ali zapravo za
svaki neparni broj na mjestu manje katete postoje na mjestu vece katete i hipotenuze
dva broja koji se medusobno razlikuju za 1. To su: (7, 24, 25), (9, 40, 41), (11, 60, 61)

-1 n+1

itd. Njihov op¢i oblik je (n, , ) Osim toga, i svi vi§ekratnici proizvoljne

Pitagorine trojke i sami su jedna trojka. Tako od primitivne (neskrative) Pitagorine
trojke (3, 4, 5) dobivamo visekratnike (6, 8, 10), (9, 12, 15), (30, 40, 50) itd.

Postoji formula kojom generiramo Pitagorine trojke. Ona potjece jo$ od Euklida
i kaze da mozemo uzeti bilo koja 2 prirodna broja m i n uz uvjet m > n i uvrstiti ih
u formule: a = m? - n%, b = 2mn, ¢ = m* + n*. Tada ¢emo dobiti Pitagorinu trojku g,
b, c. Tako mozemo dobiti sve primitivne trojke, a i dio onih koje se mogu pokratiti
zajednickom mjerom. Ako dodamo i tre¢i parametar k, onda pomocu a = k (m?* - n?),
b=k-2mn, c =k (m*+ n?) dobivamo bas sve trojke (premda neke od njih na vise
nadina).

Primitivne trojke imaju brojna zanimljiva svojstva. Pogledajmo neka od njih.
Broj c uvijek je neparan, bas kao i to¢no jedan od brojeva a i b. Uvijek je jedan i samo
jedan od brojeva a i b djeljiv brojem 3, odnosno brojem 4 (moze biti i isti). To¢no
jedan od brojeva g, b i c bit ¢e djeljiv brojem 5. Postoji beskona¢no mnogo trojki gdje
se hipotenuza i veca kateta razlikuju za 1 (i sve su one oc¢igledno primitivne). Nikada
hipotenuza i jedna kateta ne mogu biti katetama za neku drugu, vecu Pitagorinu troj-
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ku. Povr$ina Pitagorina trokuta ab nikada ne moze biti kvadrat prirodnog broja.
2

Nikada se hipotenuza i jedna kateta ne mogu razlikovati za prost broj ve¢i od 2. Do-

kazi nisu teski pa ih ostavljamo C¢itatelju.

Zakljuéak

Pitagorin poucak ima bezbroj primjena u geometriji. Neke su sasvim jednostav-
ne, kao npr. racunanje dijagonale pravokutnika ili prostorne dijagonale kocke ili mo-
dula kompleksnog broja. Druge su zamrsenije, npr. dokazivanje Heronove formule
za povrsinu trokuta kada su poznate stranice. Njime se dokazuju i neke trigonome-
trijske jednakosti, od kojih je najpoznatija sin® x + cos® x = 1. U analitickoj geometriji
udaljenost izmedu 2 tocke ra¢unamo direktno ovim pouckom itd.

Osim navedenih dokaza Pitagorina poucka postoje i brojni drugi. Vjerojatno je
najmjerodavnija u tome smislu knjiga The Pythagorean Proposition koju je napisao
americki matematicar i inzenjer Elisha Scott Loomis (1852.-1940.). U njoj se spomi-
nje ¢ak 367 dokaza! Knjigu je ponovo izdala 1968. ameri¢ka udruga NCTM (National
Council od Teachers of Mathematics). Od tada do danas i broj dokaza vjerojatno je
porastao.

Nekoliko dokaza i generalizacija Pitagorina poucka imamo u [4].

Bilo bi dobro kada bi se kod obrade Pitagorinog poucka u $kolama pokazalo ba-
rem 2-3 razli¢ita dokaza, a naprednijim ucenicima i viSe. Time bi se u¢enike poticalo
na kreativan pristup matematici.
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