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Sazetak.

Formula za euklidsku udaljenost tocke do pravca u ravnini dobro je poznata ucenicima zavrsnih razreda
srednjih Skola. U ovom radu promatramo opcenitije probleme udaljenosti tocke do pravca u ravnini, u
smislu ,—udaljenosti, 1 < p < co. Pokazat ¢emo da se i u tim sluajevima, takoder, mogu izvesti

analogne formule za racunanje udaljenosti tocke do pravca.

Zahvala.

Rad je proizasao iz Diplomskog rada: “p—norme na R" i problemi linearne aproksimacije” autorice
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Klucne rijeci.

Funkcija udaljenosti, Udaljenost toCke do pravca, lp—udaljenost, Optimizacija.

1 Euklidska udaljenost tocke do pravca u ravnini

Ako su A = (x1,y1) te B = (x2,2) dvije totke u ravnini R?, onda

d2(A, B) = /(@1 — 22)? + (31 — 12)?

zovemo euklidska udaljenost tocaka A i B. Nije teSko pokazati (vidi, primjerice, [3], [4]) da
euklidska udaljenost zadovoljava sljedeca svojstva

e [()]d2(A, B) > 0 za svake dvije to¢ke A i B iz R?,

e [(ii)] d2(A, B) = 0 onda i samo onda ako je A = B,

e [(iii)] d2(A, B) = da(B, A) za svake dvije totke A i B iz R?,

e [(iv)] d2(A, C) 4 d2(C, B) > da(A, B) za svake tri totke A, B i C iz R?.

Opéenito, svaku funkciju d:R* x R?* — [0,00) koja ima svojstva (i)-(iv) zovemo funkcija
udaljenosti na R? (vidi, primjerice [5]). Treba re¢i da se funkcija udaljenosti opcenito definira na
proizvoljnom nepraznom skupu, no zbog prirode naseg problema, ovdje ¢emo se zadrzati na skupu R2.

Pretpostavimo da su u pravokutnom koordinatnom sustavu zadani to¢ka Ty = (xo,yo) te pravac w s
jednadzbom y =kx +1, k,l € R. Jo$ iz srednjoskolske matematike poznato je da se euklidska
udaljenost da (7o, 7) tocke Ty do pravca m racuna po formuli
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|kzo + 1 — yo
da(Th, ) = — :
( ) \/kz-l-l (1)

Formula (1) moze se izvesti na nekoliko nacina primjenom geometrijskih ili algebarskih pristupa. Jedan
od mogucih izvoda je svodenje na optimizacijski problem. U tu svrhu podsjetimo se kako euklidsku
udaljenost d2(T0,7T) tocke Ty do pravca 7 definiramo kao euklidsku udaljenost tocke T i one tocke
na pravcu m koja je u smislu euklidske udaljenosti najbliza to¢ki Tp. Ako je T' = (z,y) proizvoljna
tocka na pravcu 7, onda euklidska udaljenost toc¢aka 1" i T glasi

d(To, T) = /(2 —20) + (y— ) = /(@ —20) + (ke +1— )’

te je prema tome

d2(To, ) = min \/(a: —x20)® 4+ (kz +1— o)

zeR

To znaci da se problem svodi na minimizaciju funkcije

T — \/(a:—a:o)2 + (kx +1—y0)>
Primijetimo da je umjesto prethodne funkcije dovoljno minimizirati funkciju 2 zadanu s
wa(z) = (. —m0)® + (kx +1—y0)?.

Kako je (2 kvadratna funkcija, njezin globalni minimum se postiZze u apscisi tjemena odgovarajuce
parabole, koju ¢emo oznaditi s &2 te je

kyo+ xo — kl
B k2+1

&2

odakle iz d2 (T, m) = \/902 (&2), nakon kraceg racuna dobivamo da je
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-
i (T, m) = P20 L vl
Vi +1

To¢ku (&2,k& + 1) na pravecu 7 koja je u smislu euklidske udaljenosti najbliza to¢ki Ty zovemo
ortogonalna projekcija tocke T, na pravac 7. Ortogonalna projekcija toCke na pravac u ovom je
sluc¢aju, ocigledno, jedinstvena.

Osim euklidske udaljenosti, moguce je, takoder, analizirati problem odredivanja udaljenosti tocke do
pravca i u smislu nekih drugih funkcija udaljenosti. U ovom radu promatramo jednu klasu funkcija
udaljenosti koje su poznate kao lp—udaljenosti, 1 < p < 0. Spomenimo da je euklidska udaljenost

specijalni slu¢aj [,—udaljenosti za p = 2. Pokazat ¢emo da se za svaku od [,—udaljenosti,

1 < p < o0, takoder, mogu izvesti lijepe zatvorene formule za udaljenost tocke do pravca. Tehnike
koje ¢emo pri tome koristiti zahtijevaju samo poznavanje osnovnih tvrdnji Diferencijalnog racuna
funkcije jedne varijable. Kao motivacija za pripremu ovog rada posluzio je clanak [2] u kojem se
promatra op¢i slu¢aj I, —udaljenosti, 1 < p < oo to¢ke do hiperravnine u R".

2 [,—udaljenosti, 1 <p < oo

Ako su A = (z1,y1) i B = (x2,y2), onda {l,—udaljenost, 1 < p < oo,} to¢aka A i B definiramo na
sljedeci nacin

1/p
)

_ p _ ¥4 <
dp(A,B)Z{(lxl $2| +|y1 y2| , 1<p<oo,

max{|z1 — z2[, |[y1 — 42}, P = oo

Primijetimo da za p = 2 dobivamo euklidsku udaljenost. MoZe se pokazati da svaka od [, —udaljenosti,

1 < p < o0, zadovoljava uvjete (i)-(iv) iz prvog odjeljka te su one, sukladno tome, funkcije udaljenosti
(vidi [4]).
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Potpuno analogno kao i u sluéaju euklidske udaljenosti, l,—udaljenost d,(Tp, ) to¢ke Ty do pravca 7
definiramo na sljedeci nacin

dy(To, ) = min (Jke + 1 - gol” + [z — @ [P, 1<p< oo,
S

te

doo (To, ) = miﬂgmaxﬂkm +1—wol, |z — x|}
xe

Gledano geometrijski, udaljenost tocke T do pravca m mozemo interpretirati na sljedeéi nadin.
Pretpostavimo da smo nacrtali {l,—kruznicu}, 1 < p < oo (vidi primjerice [1]):

Sy(To,e) = {T € R? : d,(T, Ty) = €},

sa srediStem u to¢ki Tp malenog polumjera € > 0. Napuhujemo li kruznicu Sp(To,€), 1 < p < oo,
ona ¢e u jednom trenutku za neki €, > 0 dotaknuti pravac w. Polumjer tako dobivene kruznice
Sp(To,ep), 1 < p < oo, oligledno predstavlja I,— udaljenost to¢ke Ty do pravca 7 (vidi Sliku 1). Pri
tome tocku (§p,7]p) na pravcu 7 koja je u smislu lp—udaljenosti najbliza tocki Ty zovemo
{l,—projekcija} totke Tp na pravac m. Sa Slike 1 odmah je jasno da l; i I, —projekcije tocke na
pravac opcenito nisu jedinstvene. Spomenimo da su za sve ostale p, 1 < p < oo, pripadne
p—Pprojekcije jedinstvene.
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1 i i §
To To
Pl
/
¥
AL
51(To, dy(To, m)) S5 (To, da(To, ) Soo(To, Goo (To, 7))

Slika 1: To¢ka Ty, pravac 7 i kruznice Sp(To,¢€), p = 1,2, 00

3 [;—udaljenost tocke do pravca

Iz tehnickih razloga u ovom odjeljku posebno ¢emo izvesti formulu za slucaj [; —udaljenosti. Neka su,
kao i dosada, zadani tocka 1Ty = (azg,yg) te pravac y = kx + [. Pri tome u izvodu razlikujemo dvije
razli¢ite mogucnosti: k = 0 te k # 0.

Ako je k = 0, onda funkcija € — |l — yo| + | — o | postize globalni minimum u tocki x = g, te je

d1(To,m) = |l — yol- (2)

Pretpostavimo da je k # 0. Funkcija
z— |kx+1—yl|+ |z — x0], (3)
je omedena odozdo te je

1i_>m (lkx +1—yo| + |z — 20]) = 1_i>IEl (|kx +1 —yo| + | — zo|) = o0,

Vol 28.
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pa postoji tocka iz R u kojoj se postiZze njezin globalni minimum. Nadalje, funkcija (3) je po dijelovima

linearna te nije derivabilna u to¢kama yOT i xp te se globalni minimum funkcije (3) postize u jednoj

od tih dviju tocaka.

Ocigledno je

—1
dl(To,Tr): min{|kxo +l—y0|, yok — X }
. kxo + 1 —
= m111{|k330 + 11— yol, [ho %] yol} (4)
_ |k:l}0 + 11— y0|
max{|k[,1} -
Konacno iz formula (2) i (4) dobivamo da je
|kzo + 1 — yo|
di(To, ) = .
Tom) = ekl 1)

Oznacimo s (&1, m1)l1—projekciju to¢ke Ty na pravac . Uocimo da se za |k| > 1 minimum fukcije (3)
Yot

postize u ¥ = =—, dok se za |k| < 1 minimum funkcije (3) postize u x = xp.
Ocito je
Yo—!
— k|l > ]., Yo, |k| > ]-7
=4 w0 M= n1=k§1+l={k o )
z0, |kl <1, zo +1, [kl <L

Vol 28.
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Pokazimo da se u slu¢aju |k| = 1 minimum funkcije (3) postize u bilo kojoj konveksnoj kombinaciji

. =l . .
brojeva yOT i zo, tj. za svaki

yo — 1
k

51()\) =A + (1 — )x)CIZ(), A E [0, 1]. (6)

Zaista, za |k| = 1 te A € [0, 1] imamo

1—/\):co)+l—y0

Yo —

k& (A) +1—gyo| + & (X)) — zo| = ‘k (A

+ A 1 — )\):Eo — X

( )|k330 +l—y0|—|—)\|k:l30 +l—y0|
= |k£l70 — l — y0|
Zdl(ToﬂT).

Zaklju¢ujemo kako je u sluéaju |k| # 1, l; —projekcija to¢ke Ty na pravac 7 jedinstvena to¢ka (&1, m1)
zadana s (5), dok je u sludaju |k| =1 svaka toc¢ka oblika (& (A), k& (A) +1—1w0), A €]0,1],
l1 —projekcija to¢ke Tp na pravac , pri éemu je &1(A) zadan sa (6).

4 [,—udaljenost, 1 < p < oo, tocke do pravca

U ovom opcéem slucaju problem se svodi na minimizaciju funkcije

T — (|kaz—|—l—yo|p—|—lx—mo|p)1/p, 1<p<oo.
Sliéno kao kod euklidske udaljenosti dovoljno je minimizirati funkciju

op(z) = lkz +1—w|" + |z —x|’, 1<p<oo.

Kako je funkcija ¢, omedena odozdo te je

Vol 28.
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lim (|kz +1—yo|’ + |z — zo|") = lim (|kz +1—yol? + |z — 20|") = o0,

T—00

postoji tocka iz R u kojoj se postize njezin globalni minimum. S ciljem odredivanja te toc¢ke, posebno
promatramo dva slucaja: k = 0 te k # 0.

Ako je k = 0, onda je pp(z) = |l — yo|” + |z — =0 |”, te se njezin minimum postiZe u totki z = xo pa
je

dp(To, ™) = |l — wol. 7)

Neka je k # 0. Primijetimo da je funkcija ¢, derivabilna u svim to¢kama na R osim moZzda u to¢kama
Yo—!
k
racuna funkcije jedne varijable.

r=u1x te x = te ¢emo u svrhu minimizacije funkcije ¢, upotrijebiti znanja iz Diferencijalnog

Yo—!
k

Promatrajmo funkciju ¢p na skupu R\ {xo, } Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je

Yo—!
k

Yo—!
k

Ty < (slucaj g > moze se analizirati potpuno analogno).

Yo—l
k

PokaZimo najprije da funkcija ¢, nema stacionarnih to¢aka na intervalima (—oo, zg) te (=—, +00).

Ako je x € <—oo, a:g>, funkcija ¢, je derivabilna u x te je

dyp(z — Pt —1 _
% — |k[Pp|z — Y0 sign (x — yOT) + plz — @ |” 'sign(z — o)
— 1t
— —|k|ppa:—y0k —plz —z|P <0,
1, z>0
gdje je sign(z) = 0, z =0 tzv.funkcija predznaka.
-1, x <0,

—1
Ako je x € <y°T, +oo>, funkcija ¢, je derivabilna u x te je
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do,(x — 1t _
(Z’i ):|k|ppx—yOT +plz—zoP" > 0.
Preostaje analizirati slu¢aj x € <:B0, yOT_l> Na tom je skupu funkcija ¢, takoder derivabilna te je
dipp(x) yo — L7 —
de _|k|ppl’—T + plz — o |P h (8)
oy ., dp,(2) )
Rjesenje jednadzbe — = 0, glasi
p
1 k|77 yo — 1
€p = p Ty + p : (9)
K741 kP41 P
Uoc¢imo da je &, € (o, y"T—l> te
P
ep(&p) = B0 1= vo
p\Sp) —

p—1

(|k:|% + 1)T

y . v S . —l
Kandidati za tocku u kojoj se postize globalni minimum funkcije ¢, su xo, 9 te & zadana s (9).

k
Pokazimo da je

min {gop(wo), ©p (yo—k_l) ,wp(ép)} = ¢p(&p)-

U tu svrhu uodimo da za svaki 1 < p < oo i svaki k € R vrijedi

p—1

(|k|% +1) 7 > [, (10)

te

Vol 28.
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p—1

(|k|ﬁ +1)T > 1.

Prema (10) i (11) imamo

k l— P k [ — k [ —
in (| To + yol) ko 41— gl \kzo + 1 — yo \kzo + 1 — yo

u (|k|% +1)ij1 (|k|% +1)T

Konaéno slijedi da je dp(To, ) = (p(&,))"?, odakle je

k l—
dp(To, ™) = [keo 1= ol 1 <p<oo.

p-1"

(|k|% +1)T

Tablica 1:

Iz izvoda formule (1) neposredno proizlazi da je (&y,k&, +1), gdje je & dan s (9) pripadna
»—projekcija tocke Ty na pravac 7.

Ako s g € R oznacimo tzv. konjugirani eksponent od p (vidi [3]), odnosno broj sa svojstvom da je
% + % = 1, onda formulu (1) moZemo zapisati u obliku

k [ — k [ —
d,(Ty, 7) = ko + Con| _ k2o +1-wo|
(k7 +1)7  9a((k;1),(0,0))

Vol 28.
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5 [, —udaljenost tocke do pravca

Ako su Tp = (zo,y0) te y=kx + [, onda je problem odredivanja l.—udaljenosti ekvivalentan
minimizaciji funkcije

Yoo () = max{|z — zo|, |kx + 1 — yo|}-
Analogno kao u slucaju funkcije ¢, moZe se pokazati da postoji tocka u kojoj se postize globalni

minimum funkcije o . Funkcija ¢« je konveksna po dijelovima linearna funkcija te iz grafa (vidi
Sliku 2) slijedi da se njezin globalni minimum postiZze u toc¢ki £ za koju vrijedi

630.1 £'x2

Slika 2: Graf funkcije ¢ za k # 0.

€0 — 0| = [k oo + 1 — yol.

Vol 28.
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Ako je |k| # 1, ova jednadZba ima dva rjeSenja
¢ :yo—a:o—l ¢ :yo—acO—l
00,1 E_1 9 00,2 L +1

te je

min Yoo () = min{pe (€so,1); Poo (€xo,2) }
. {|kx0—i—l—y0| |]{3£B0—|—l—y0|}
— 1mi 9
|k— 1| |k+ 1|

I

1 1 k l —
:|kx0—|—l—yg|min{ }—‘:BO—I_ ol

k—1" [k+1] ) k| +1

pri ¢emu je posljednja jednakost posljedica identiteta

min{ 1 1 }— 1
|k —1] |k+1] k| +1°

koji se moze lako provjeriti. Sliéno se moze analizirati sluéaj |k| = 1, te kona¢no dobivamo formulu

\kxo + 1 — yol
deo (Tp,m) =
o= (To, ) &+ 1
Primijetimo, takoder, da je
kxzo +1—yo
doo (To, ) = | |

dl((kv 1)7 (07 0)) .

Izvod formule za l,, —projekciju tocke Ty na pravac 7 ostavljamo zainteresiranim Citateljima.
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6 Zakljucna formula

Na kraju ¢emo rezimirati sve prethodno navedene formule. Ako su p,q € R konjugirani eksponenti,
odnosno, takvi da je % + % = 1 te ako je konjugirani eksponent od p = 1 definiramo uobicajeno kao

q = 00, onda l,—udaljenost 1 < p < oo, dp(Tp, ) totke Ty do pravca 7 glasi

lkxo + 1 — yo|
dy((k, 1),(0,0))

dp(T(), 7T) =

Takoder, osim u eksplicithom obliku, pravac 7 mozemo promatrati u implicithom obliku
ar +by+ c=0. U tom se sluaju moze izvesti odgovaraju¢a formula za udaljenost tocke Tp do
pravca 7, koja glasi

laxo + byo + ¢
d T, — 7
P07 =4 (@ 6), (0,0))

gdje su p, q € R konjugirani eksponenti.
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