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Raspon deformacija u uspravnoj ekvidistantnoj
konusnoj projekciji
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— Zagreb!

SAZETAK. U radu prouc¢avamo raspon deformacija u smjeru sjever-jug za uspravnu
konusnu projekciju koja je ekvidistantna uzduz meridijana. Prvi dio rada opisuje
postupak racunanja parametara projekcije na temelju zadanth geografskih Sirina
dviju standardnih paralela sto se nalaze unutar podrulja preslikavanja i koji je
uobicajen u poznatoj, do sada objavijenoj literaturi. Drugi dio rada proucava raspo-
djelu deformacija uz zadani uyjet da na sjevernom i juzZnom dijelu podrucja koje se
prikazuje deformacije budu simetriéne. Postavili smo uvjet da su linearna mjerila na
rubu podrudja (uzduZz juzne i sjeverne paralele) medusobno jednaka. Zadnji dio rada
proucava utjecaje $irine i poloZaja podrudja preslikavanja u smjeru sjever-jug, u
konusnim projekcijama ekvidistantnima uzduZ meridijana, na raspon deformacija
odredujuci vrijednosti nepoznate konstante proporcionalnosti (parametar n). U prvom
dijelu tog istrazivanja konstanta proporcionalnosti je bilo koji realni broj iz interva-
la (0, 1). U drugom dijelu istrazivanja, da bismo odredili vrijednost parametra n iz
tog intervala, postavili smo dodatni uyjet prema kojem bi linearne deformacije na
rubnim paralelama bile po apsolutnoj vrijednosti jednake linearnim deformacijama
u srednjem dijelu. Time smo odredili i relaciju koja omoguéuje odredivanje minimal-
ne i maksimalne vrijednosti raspona linearnog mjerila uzduz paralele za konusne
projekcije koje su ekvidistantne uzduz meridijana.

Kljucne rijeci: kartografske projekcije, ekvidistantna konusna projekcija, raspon de-
formacija.

1. Uvod

Na temelju dostupne literature mozemo reci da je o utjecaju i raspodjeli deforma-
cija uzrokovanih preslikavanjem zakrivljene Zemljine povrsine u ravninu projek-
cije napisan velik broj radova koji se bave proucavanjem kartografskih projekcija,
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npr. Hinks (1912), Young (1920), Adams (1927), Deetz i Adams (1934), Maling
(1973), Snyder (1978), Skopeliti i Tsoulos (2013).

Hinks (1912) u svojoj knjizi o kartografskim projekcijama medu ostalim daje for-
mule za ra¢unanje ekvidistantnih konusnih projekcija s jednom i dvije standardne
paralele. Proucavajué¢i konusnu projekciju s jednom standardnom paralelom daje
vrijednosti linearnog mjerila uzduz paralele za podruéje preslikavanja od 0° do
80°N geografske Sirine za tri proizvoljno odabrane standardne paralele. Takoder
obrazlaze pet razli¢itih uvjeta za odabir dvije standardne paralele, a rac¢unski po-
stupak primjenjuje na podrudju juzne Afrike izmedu 15°S i 35°S geografske Sirine.

Maling (1973) u svojoj knjizi izlaze teoriju kartografskih projekcija gdje medu osta-
lim daje jednadzbe za ekvidistantne konusne projekcije s jednom standardnom (Pto-
lemejeva) i dvije standardne (de 1'Isleova) paralele te tablicu u kojoj za te projekcije
prikazuje vrijednosti linearnih mjerila za podruéje od 0° do 90°N geografske Sirine.

Snyder (1978) u svom radu proucava razne vrste ekvidistantnih konusnih projek-
cija. U radu prikazuje promjene vrijednosti linearnog mjerila uzduz paralela za
osam vrsta konusnih ekvidistantnih projekcija za podruéje SAD-a, odnosno za
podrucje od 25°N do 50°N geografske Sirine. Takoder, tablicno prikazuje linear-
na mjerila uzduz paralela i meridijana te mjerila povrsina za konformne, ekvi-
distantne i ekvivalentne konusne projekcije.

Skopeliti i Tsoulos (2013) proucavaju prikladnu projekciju za navigaciju u arktickom
podrudju te daju analiticki pristup odabiru prikladne projekcije proucavajuéi deforma-
cije razli¢itih vrsta kartografskih projekcija. Tako i za ekvidistantnu konusnu projek-
ciju prema Kavrayskom procjenjuju deformacije na temelju Tissotove elipse pogresa-
ka, izolinija deformacija kutova i povrSina, grafova mjerila povrSina te linearnih
mjerila uzduz meridijana i paralela. Vrijednosti mjerila takoder prikazuju tabli¢no.

Za razliku od Hinksa (1912), Malinga (1973), Snydera (1978) te Skopelitia i
Tsoulosa (2013), koji u svojim radovima medu ostalim obraduju ekvidistantne
konusne projekcije, Young (1920), Adams (1927) te Deetz i Adams (1934) u svojim
radovima ne spominju ekvidistantne projekcije ve¢ uglavnom proucavaju utjecaj i
raspodjelu deformacija u ekvivalentnim i konformnim konusnim projekcijama.

S obzirom na to da se zakrivljena Zemljina povrsina ne moze preslikati u ravninu
projekcije bez deformacija, odlucili smo istraziti koliki je utjecaj Sirine podrudja
preslikavanja na raspon deformacija ako je karta izradena u konusnoj projekeciji
koja je ekvidistantna uzduz meridijana.

Za uspravnu konusnu projekciju ekvidistantnu uzduz meridijana linearno mjerilo
je jednako 1 samo uzduz meridijana i standardnih paralela ako takve postoje. O
izboru standardnih paralela ovise linearne deformacije nastale preslikavanjem.
Utjecaj linearnih deformacija pri razli¢itom odabiru standardnih paralela lako je
uocljiv na slici 1.

Na slici 1 je prikazano podruéje od 10°N do 80°N geografske Sirine i od —-90° do 90°
geografske duzine. Na slici 1c preklopljene su kartografske mreze u uspravnoj
ekvidistantnoj konusnoj projekeciji s dvjema standardnim paralelama kada se stan-
dardne paralele nalaze na 20°N i 70°N geografske Sirine te na 40°N i 50°N geo-
grafske Sirine, a srednji meridijan preslikavanja u oba slucaja nalazi se na 0° geo-
grafske duzine. Izmedu standardnih paralela linearno mjerilo uzduz paralela je
manje od 1. Sto se viSe odmi¢emo od standardnih paralela deformacije su sve vece,
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Slika 1. Usporedba linearnog mjerila uzduz paralela i oblika geografske mreze u ekvidis-
tantnoj konusnoj projekciji za podrudja srednjih geografskih Sirina (45°N) s dva
simetricna i razlic¢ita izbora standardnih paralela koje su istaknute na slikama.
a) Raspon linearnih mjerila kada se standardne paralele nalaze na 20°N i 70°N.
b) Raspon linearnih mjerila kada se standardne paralele nalaze na 40°N i 50°N
geografske sirine. c) Preklopljene geografske mreze kada se standardne paralele
nalaze na 20°N i 70°N te na 40°N i 50°N geografske Sirine.
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a najvece su na rubu preslikanog podrudja. Lako je uocljivo da su, zbog projekcije
ekvidistantne uzduz meridijana, linearne deformacije uzduz meridijana jednake
nuli, dok izbor standardnih paralela utjece na kut pod kojim se meridijani sijeku.

Ekvidistantna konusna projekcija dobar je izbor za podrudja na Zemljinoj sferi
koja se nalaze na srednjim geografskim Sirinama. Slika 1 pokazuje da je utjecaj
izbora standardnih paralela, koje su simetri¢ne u odnosu na srednju Sirinu pod-
rucja preslikavanja, na oblik geografske mreze i linearno mjerilo relativno malen.
To je posebno izrazeno kada prikazano podruéje na karti ne obuhvaca veliki ras-
pon po geografskoj duzini. Ta ¢injenica upuéuje na to da ¢e i odredivanje parame-
tara takve projekcije, kao $to su npr. standardne paralele, a na temelju odredivanja
koordinata tocaka i duljina geografske mreze s karata, biti relativno nepouzdano
za relativno mala podruéja (Triplat Horvat i dr. 2015).

Deformacije se nastoje minimizirati uz razli¢ite uvjete.

2. Konusne projekcije

Uspravne konusne projekcije su takve kartografske projekcije kod kojih se meri-
dijani preslikavaju kao dijelovi pravaca koji se sijeku pod kutovima proporcional-
nim razlikama njihovih geografskih duzina, a paralele kao lukovi koncentri¢nih
kruznica sa srediStem u presjeku meridijana. Opée jednadzbe uspravnih konusnih
projekcija glase:

x=psin®
_ (1)
y=pg—pcosO
uz
p=plp)
_ (2)
©=n(A-4,)
gdje su
X,y - pravokutne koordinate u ravnini projekcije
0,4 — geografska Sirina i duzina ¢ € —%,% , AE [—n,n]
p=plp) - polumjer paralele u projekciji kojoj odgovara geografska Sirina ¢
(C] — kut pod kojim se sijeku slike meridijana u projekciji
n — konstanta proporcionalnosti (0 <n <1)
A — geografska duzina srednjeg meridijana podrudja preslikavanja
Py - konstanta kojom se definira odnos (pomak) polarnoga koordinatnog

sustava p,® s obzirom na pravokutni koordinatni sustav x, y. Obic-
no se uzima kao polumjer paralele u projekciji kojoj odgovara najma-
nja (najjuznija) geografska Sirina.
Vrijednosti funkcije p = p(¢) na podruéju koje se preslikava moraju biti pozitivne,
a funkcija p= p(¢) monotono padajuéa, tj. mora biti b <0. Funkcija p= p(p)

de
odreduje se obi¢no prema uvjetima preslikavanja, kao $to su npr. uvjeti
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konformnosti, ekvivalentnosti ili ekvidistantnosti. Ogranicit éemo se na projekcije
Zemljine sfere polumjera R, a poopéenje na rotacijski elipsoid moglo bi biti pred-
metom bududéih istrazivanja.

Linearno mjerilo uzduz paralela u svim uspravnim konusnim projekcijama odre-
deno je izrazom:

— __np
k=k(p)= Reosp’ 3)

Pri ispitivanju toka funkcije %= k(p) pomodi ce

& n (g:.;)cos<p+psin<p)

dp R cos” ¢ ) @

Odatle slijedi da je
j_i 2o, 6)

ako i samo ako je
%cos<p+psin<p%0. (6)

Linearno mjerilo uzduz meridijana u svim uspravnim konusnim projekcijama
odredeno je izrazom:

dp
h=h(p)=———. 7
(p) Rdyp (7)
Ovdje imamo
dh d?
L__CP ®)
dop Rdy

Mjerilo povrsina definirano je u svim uspravnim konusnim projekcijama izrazom:

plp)=hp)k(p) . 9)

Da bi paralela odredena geografskom S$irinom ¢ bila standardna paralela, treba
biti

h(p)=hip)=1. (10)
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2.1. Konusne projekcije ekvidistantne uzduz meridijana

Iz uvjeta ekvidistantnosti uzduz meridijana

dp
hp)=———=1
(p) Rdp
slijedi
dp=-Rdyp .

Nakon integriranja

plp)=K—-Rp=R(C —¢),

gdje smo oznadili

Sl

Izraz (6) za konusne projekcije ekvidistantne uzduz meridijana prelazi u

(C—<p)tan<p%1.

Za ¢ € [0,%}, (15) se moze napisati u obliku

C%<p+c0t<p.

Jednadzba

C=¢+coty

(11

(12)

(13)

(14

(15)

(16)

)]

je nelinearna, koja ima jedinstveno rjesenje ¢ =¢,, a mozemo ju rijeSiti npr. me-
todom raspolavljanja ili iteracijskom metodom. Zakljuéak da jednadzba (17) ima
jedinstveno rjesenje proizlazi iz teorema srednje vrijednosti koji kaze: ako je funk-
cija neprekidna i na krajevima zadanog intervala poprima vrijednosti sa suprotnim
predznacima te ako je strogo monotona (slika 2) unutar zadanog intervala, tada
funkcija ima jedno i samo jedno rjeSenje. U samo jednoj toc¢ki funkcija poprima
vrijednost nule, koja se naziva nul-tockom funkecije, i ujedno je rjeSenje nelinearne
jednadzbe. Funkcija je strogo monotona na zadanom intervalu kada prva deriva-

cija te funkcije ima fiksni predznak na cijelom intervalu.
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Slika 2. Prikaz funkcije f(p)=¢+cotp za ¢ € |:Z,§:| .

Dakle, uzevsi u obzir (4), (5), (6), (15) i (16) mozemo zakljuciti da linearno mjeri-
lo k=Fk(p) ima minimum k&, =k(p,). Funkcija k= k(p) ima oblik krivulje koja
podsjeca na parabolu (slika 3).

Lako se moze vidjeti da vrijedi

k= hpy) = e o) _n

0

= . 18
Recosg, sing, (18)

Da bi paralela odredena geografskom Sirinom ¢ bila standardna paralela, treba jos
biti ispunjeno

kp)=5 oL =L (19)
odnosno
np=Rcosp. (20)
Uzevsi u obzir (13)
nC—np=cosgp, (21)

buduéi da imamo dvije konstante n i C moZemo ih primjerice odrediti na temelju
dviju zadanih geografskih Sirina ¢, i ¢, rjeSavanjem dviju jednadzbi s dvjema
nepoznanicama:
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nC —np, =cosyp,
nC—np, =cosp, . (22)

Ako te dvije jednadzbe medusobno oduzmemo, dobit ¢emo

_cosp, —cosg,
P, =0,

n (23)

Ako pak prvu jednadzbu pomnozimo s ¢,, a drugu s ¢, i onda ih oduzmemo,
dobit éemo

_,CO8p, — ¢ COSYP,

nC = (24)
Py, P,
1 zatim
CoS @, — @, COS
C — (p2 (pl (pl (/)2 , (25)
COSp, — CoS(,
odnosno

COS @, — ¢, COS
K=R P, COS¢p, — P, COSQP, . (26)

CoS¢p, —Cos ¢,

k(@)
1,15 +
1,10 +
1,05 4
@[]
1,00 | ; ;
20 30 40 50 60 70
0,95 +

Slika 3. Prikaz linearnog mjerila k= k(p) uspravne konusne projekcije ekvidistantne
uzduz meridijana za podrudje od 20°N do 70°N geografske Sirine kada se stan-
dardne paralele nalaze na 30°N i 60°N geografske Sirine.
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U posebnom sluc¢aju ako je ¢, =¢,, onda n nije odreden relacijom (23), koja u tom

slucaju poprima neodreden oblik. Grani¢nim prijelazom kad ¢, > ¢, , moze se
dobiti

n=sing, 27
C=p, +cotp, (28)
K =R(p, +coty,). (29)

S obzirom na to da jednadzba (17) ima jedinstveno rjesenje, mozemo zakljuciti da
je ¢, =¢,, n=sing , kip,)=1, tj. da ¢e jedinstvena standardna paralela biti
ujedno ona paralela uzduz koje je linearno mjerilo najmanje.

Primjenom izraza (23) za n, (25) za C i (19) za k(p) i odabirom dviju proizvoljnih
standardnih paralela dobit ¢e se krivulja koja podsjeéa na parabolu (vidi sliku 3).
Iz slike se moze vidjeti stanovita nesimetri¢nost raspodjele linearnih deformacija
na sjevernom i juznom podrudju preslikavanja. Ta nesimetri¢nost moze se primi-
jetiti i u radovima autora koji su se do sada bavili problematikom prouc¢avanja
deformacija kartografskih projekcija (Hinks 1912, Young 1920, Adams 1927, Deetz
i Adams 1934, Maling 1973, Snyder 1978, Skopeliti i Tsoulos 2013).

3. Ograni¢eno podru¢je preslikavanja

Oznacimo s
¢ — geografsku Sirinu najjuZnije paralele podrucja preslikavanja
¢y — geografsku Sirinu najsjevernije paralele podrudja preslikavanja.

U prethodnom je poglavlju pokazano kako se parametri projekcije mogu izra¢una-
ti na temelju zadanih geografskih Sirina dviju standardnih paralela ¢, i ¢,. Zbog

smisla i definicije standardnih paralela prirodno bi bilo uzeti da su ¢, i ¢, negdje
u podrudju preslikavanja, tj. da vrijedi
Ps =P, =P, =Py (30)

premda ima i drukéijih izbora.

Tako je npr. za preglednu topografsku kartu Hrvatske koja je izradena pocetkom
1990-ih u mjerilu 1:500 000 (listovi Republika Hrvatska Zagreb — Zadar M 1:500
000 i Republika Hrvatska Osijek — Split M 1:500 000 u izdanju Ministarstva obra-
ne RH) uzeto ¢, =¢, =@, <¢,. Standardne paralele nalaze se na 38°30 i 49°
sjeverne geografske §irine, a podrucje preslikano na kartama nalazi se od 42°13’
do 46°30° sjeverne geografske Sirine. No to nije bio svjestan izbor standardnih
paralela, ve¢ preuzeto stanje s karte veéeg podrudja (bivse Jugoslavije).
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Izbor ¢, i ¢, moZe se u skladu s (30) napraviti na beskona¢no mnogo nacina (vidi
npr. Murdoch 1758, 1762, Euler 1777, Hinks 1912, Kavrayskiy 1959, Maling 1960,
Snyder 1978, 1993).

Cini se prirodno zahtijevati da raspodjela deformacija u odnosu na sjeverni i juzni
dio podrudéja koje se prikazuje bude simetri¢na, ako je i koliko je to moguce. Stoga
éemo postaviti prvi uvjet da linearno mjerilo na rubu podrudja (uzduz juzne i sje-
verne paralele) bude medusobno jednako:

k(py) = k(py) (31)

$to primjenom relacije (3) vodi na

nplpy)  nplpy)

R cos gy " Reos N (32)
odakle slijedi najprije
ste) _ o) -
COSp,  COSPy
zatim uzevsi u obzir (13)
Copy Oy (34)

Cosp,  COSPy

i odatle

C= Py COS Py — Py COS P ‘ (35)

COS P — COS Py

Vrijednost parametra C izracunat je primjenom izraza (35), nakon cega je odrede-
na vrijednost parametra ¢, primjenom izraza (17). Funkcija k= k(p) ima oblik
,barabole“ okrenute prema gore, vrijednosti koje su prema zadanom uvjetu (31)
na rubu podrué¢ja medusobno jednake (vidi sliku 4). Vrijednosti funkcije % izrac¢u-
nate su za podrucje od 35°N do 45°N geografske Sirine za razlic¢ite standardne
paralele.

3.1. Definiranje vrijednosti parametra n

Prisjetimo se na pocéetku znacenja pojmova linearno mjerilo i linearna deformaci-
ja. Odnos beskona¢no male duljine u projekeciji prema beskona¢no maloj odgovara-
juéoj duljini na plohi elipsoida ili sfere kojima se aproksimira Zemlja naziva se li-
nearnim mjerilom. Linearno mjerilo mijenja se na karti od toc¢ke do tocke, a u
danoj tocki mijenja se promjenom azimuta. Ako je u nekoj tocki u odredenom
pravcu deformacija jednaka nuli, linearno mjerilo jednako je jedinici (Francula i
Lapaine 2008).
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k()
1004t —— 40°,40°14,7°
— 39°41°14°
38°.42°12,1°
-+ 37°43°92°
],002 -~ '\ g+  wem 360,4405,1 5
- - 35°45°
@[]
1,000 -
3
0,998
0,996 +

Slika 4. Prikaz linearnog mjerila k= k(p) uspravne konusne projekcije ekvidistantne
uzduz meridijana za podrudje od 35°N do 45°N geografske Sirine, s razlicitim
standardnim paralelama i uz uvjet da je k(35°) = k(45°).

Iz poznatih jednadzbi uspravne konusne projekcije (2) konstanta n moze se odre-
diti pod razli¢itim uvjetima, npr. posredno, birajuéi razlicite vrijednosti za ¢, . Na
taj nac¢in mogu se dobiti razli¢ite raspodjele linearnih deformacija uzduz paralela:
od slucaja kad su sve deformacije pozitivne (osim za ¢, =¢,, kad je uzduz te pa-
ralele deformacija nula), tj. sve paralele su u projekciji dulje od onih na sferi, pa
do toga kad su sve deformacije na podrudju preslikavanja negativne (osim za
P, =¢g 1 ¢, =¢,, kad su uzduz tih paralela deformacije nula), tj. sve paralele su
kraée od onih na sferi. Svim tim raspodjelama, prema uvjetu (31) koji smo zadali
u prethodnom poglavlju, zajednicko je da su linearne deformacije uzduz najjuznije
i najsjevernije paralele medusobno jednake.

U svakom slucaju linearno je mjerilo na rubnim paralelama najveée, a negdje u
srednjem dijelu podruéja najmanje (vidi slike 3 i 4). Prirodno se namece novi uvjet
prema kojem bi linearne deformacije na rubnim paralelama bile po apsolutnoj
vrijednosti jednake linearnim deformacijama u srednjem dijelu, odnosno ondje
gdje je linearno mjerilo najmanje. Taj uvjet opisuju npr. Close i Clarke (1911),
Hinks (1912), Mikhaylov (1912), Frischauf (1919), Kavrayskiy (1959).

Oznacimo li s ¢, geografsku Sirinu paralele uzduz koje je linearno mjerilo najma-
nje, tj.

k(p,) =min, (36)
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tada za ¢ =¢, (17) moZemo napisati u obliku

C=¢,+cotyp, 37
i zatim
k(p,) = —— . (38)
sing,

Navedeni uvjet prema kojem bi linearne deformacije na rubnim paralelama bile
po apsolutnoj vrijednosti jednake linearnim deformacijama u srednjem dijelu glasi
(Close i Clarke 1911, Hinks 1912, Mikhaylov 1912, Frischauf 1919, Bor¢i¢ 1955,
Kavrayskiy 1959):

klp)—1=1=k(p,) ili k(py)+k(p,)=2. (39)

Jednadzba (37) je nelinearna jednadzba koja se rjeSava nekom od metoda za rje-
Savanje takvih jednadzbi uz C odreden relacijom (35). Buduéi da je

n(C-¢,)
k(py) = O (40)
Cos Py
to se moze iz (38) i (40) izvesti
C-—
k(p) = k(p,)sin g, — 2N (41)
cos Py
i zatim uzevsi u obzir (37)
dsingp, —sindsin
k(p,) =1 — P~ SO Py (42)
Osing, +sindsing,,
dsing, —sindsing
k =k =1+ 0 M 43
(o) = klps) dsing, +sindsing,, (43
n=Fk(p,)sing, (44)
uz oznake
+ f—
(pM_‘PNZ‘ps , 6_‘/’N2‘Ps ’
7T 7 7
<p,<—, 0<o<—-— - 4
0<py<3, 0<0<_ —lpy—7 (45)
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Tablica 1. Primjeri karata izradenih u konusnoj projekciji ekvidistantnoj uzduz meri-

dijana.
. Radijus sfere | Mjerilo karte
Br. Naziv karte (R) [km] ) Py Px
1. | Karta Europe 6370 1:4 500 000 30° 70°
2. |Karta SAD-a 6370 1:2 500 000 25° 49°
3. | Rigas Velestinlis — Charta 6370 1: 600 000 25° 45°
4. |Karta Hrvatske 6370 1: 500 000 41° 47°
Maire i Boskovié — Nuova carta oons o
. geografica dello Stato Ecclesiastico 6370 1:370.000 | 41°20 G

Primjenom izraza (35), (42), (43), (44) i (45) uz zadane uvjete (31) i (39) izracuna-
te su vrijednosti linearnih mjerila £(p) za podruéje Europe, SAD-a, Hrvatske te za
karte Charta Rigasa Velestinlisa i Nuova carta... Mairea i Boskovi¢a. Za navedena
podrudja dobivene su vrijednosti prikazane u tablici 2.

Tablica 2. Vrijednosti linearnih mjerila k(p,), k(py) = k(pg) i konstante n za nekoliko
karata izradenih u konusnim projekcijama ekvidistantnima uzduz meridija-
na uz uvjete da je k(pg) =k(py) i klp)—1=1—k(p,).

Br.| os | ox | ou | 0 c k(p,) k(py) = k(py) n

1. 30° 70° 50° 20° 1,677404 0,955587 1,044413 0,783918
2. 25° 49° 37° 12° 1,953356 0,988919 1,011081 0,604045
3. 25° 45° 35° 10° 2,024482 0,992327 1,007673 0,575048
4. 41° 47° 44° 3° 1,802529 0,999313 1,000687 0,694818
5. | 41°20° 45° 43°10° | 1°50° | 1,819171 0,999744 1,000256 0,684181

S obzirom na postavljene uvjete linearna mjerila su na rubovima podrucja medu-
sobno jednaka te su linearne deformacije na rubnim paralelama jednake po apso-
lutnoj vrijednosti linearnim deformacijama na srednjem dijelu podrudja preslika-
vanja, $to je lako uoéljivo na slici 5.

Slika 5 prikazuje linearna mjerila uzduz paralele za kartu Europe, SAD-a, Hrvat-
ske, Charta i Nuova carta... koje su izradene u uspravnoj konusnoj projekciji
ekvidistantnoj uzduz meridijana uz uvjete k(p,)=k(py) i klp)—1=1-k(p,).
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Slika 5. Prikaz linearnih mjerila k= k(p) za uspravnu konusnu projekciju ekvidistantnu
uzduz meridijana za podrucje Europe, SAD-a, Hrvatske te za karte Charta Riga-
sa Velestinlisa i Nuova carta... Mairea i BoSkovica, uz uyjete da je k(p,)=k(py)
i kp)—1=1-k(p,).

4. Razmatranje utjecaja Sirine i polozaja podrucja preslikavanja
u smjeru sjever-jug na raspon deformacija

Neka se geografska Sirina najjuZnije ¢, i najsjevernije ¢, paralele podrudja pre-
slikavanja nalaze u intervalu

T
OS(pS<(pNS§.

Pretpostavimo da vrijedi (31) i da je u skladu s tim uvjetom odredena vrijednost
parametra C prema (35). U ovom poglavlju za vrijednost parametra n ne postav-
ljamo nikakve posebne pretpostavke, tj. n je bilo koji realan broj iz intervala (0, 1).
Zanima nas $to se moze reéi o utjecaju Sirine i polozaja podrudja preslikavanja u
smjeru sjever-jug na raspon deformacija. U tu svrhu istrazimo funkciju

Flpg,py) = kpy) — klp,) = k(py) — k(p,), (46)

gdje smo s ¢, oznacili geografsku Sirinu paralele uzduz koje je linearno mjerilo
najmanje, tj. koja je odredena nelinearnom jednadzbom (37).

Uz oznake (45), izraz (37) mozZe se zapisati

COS P, — ¢, COS
¢ = InC5Ps TP CO8Py ¢, +0cotp, cotd (47)
COS g — COS P
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n(C—-¢,) 0
h(py)=———Px 10 (48)
COS Py sing,, sind
te je stoga
o 1
sing, sind sing,
gdje je ¢, rjeSenje nelinearne jednadzbe
p+cotp=C=¢p, +ocotp, cotd. (50)

Naglasimo da formula (49) vrijedi za bilo koji n. Izbor n dobiven primjenom izra-
za (44) samo je jedan od mogudih.

Graf funkcije (49) prikazan je na slici 6, a odgovarajuce izolinije na slici 7. Izracu-
nate i prikazane izolinije daju vrijednosti linearnih mjerila za razli¢ite vrijednosti
parametara ¢, i 6 te zan = 0,1; 0,5; 0,9. Oblik izolinija daje dvodimenzionalnu
sliku deformacija koje variraju od podrucja do podrudja za razliGite vrijednosti
parametra n.

n=0,1 n=0,5

)
sing,, sino ~sin ?,
Jjednadzbe ¢ +cotp =, +dcotp, cotd za zadane ¢ i 6; n=0,1; 0,5; 0,9.

Slika 6. Graf funkcije F((pM,6)=n[ ), gdje je ¢, rjeSenje nelinearne
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n=0,1 n=0,5

n=0,9

Slika 7. Izolinije funkcije F(p,,0) =n , &dje je ¢, rjesenje nelinearne

singp,, sind " sin ®,
Jjednadzbe ¢ +cotp =g, +dcotp, cotd za zadane ¢ i 6, n=0,1; 0,5; 0,9.

4.1. Odredivanje intervala za parametar n uz uvjet da konusna projekcija
ekvidistantna uzduz meridijana ima jednako linearno mjerilo na najjuznijoj
i najsjevernijoj paraleli te da ima barem jednu standardnu paralelu

Neka se geografska Sirina najjuznije ¢ i najsjevernije ¢, paralele podrucja pre-
slikavanja nalaze u intervalu

T
OS<pS<<pNS§.

Pretpostavimo da vrijedi (31) i da je u skladu s tim uvjetom odredena vrijednost
parametra C prema (35). Zanima nas $to se moZe reéi o utjecaju Sirine i polozaja
podrudja preslikavanja u smjeru sjever-jug na raspon deformacija. Treba istraziti
funkciju (46)

F(g057(pN) = k(pr) - k(‘PO) = k(<PS) - k(gDO)’

gdje smo s ¢, oznacili geografsku Sirinu paralele uzduz koje je linearno mjerilo
najmanje, tj. koja je odredena nelinearnom jednadzbom (37). U prethodnom po-
glavlju nismo postavili nikakve uvjete na vrijednost parametra n, tj. n je bio bilo
koji realan broj iz intervala (0, 1).
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Ako zelimo da na promatranom podrudju projekcija ima barem jednu standardnu
paralelu, tada treba biti

n

k(p,) = <1, (51)

sing,
odakle proizlazi

n=sing,. (52)

Analognim razmatranjem, na rubu podruéja treba biti

C-
_nCp)_ md g (53)
COS Py sing,, sind

odakle proizlazi

. o
> 0S¢y _ sing,sind 54)
C—-opy 0

Uz postavljene pretpostavke trebalo bi biti

sin ¢, sind

o)

=n<sing,. (55)

To pak znadi da je

) 1 . 0 1
Flpy,0)=n|— = <sing,|— — == =
sing,, sind sing, sing,, sind sing, (56)
Osing,

sing,, sind

tj. razlika F(pg,p ) =k(py)—k(p,)=k(py)—k(p,) je najveca kad je n=singp, i
iznosi

osing,
max F(p,,,0) = ——0___ (57)
sin,, sind
S druge strane
. ins
F(p,,0)=n|— 0 — = .1 ST 0 — = .1 =
sing, sind sing, 0 sing, sind sing, (58)
sin¢,, sind

osing,
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. . . . . . sin¢,, sind
tj. razlika F(pg,p)=k(p)—k(p,)=k(p,)—k(p,) je najmanjakad je n = s
1 iznosi

. sing,, sind
min F(p,,0)=1-——1—— (59)
Osing,
Dakle, mozemo napisati
. sing,, sind dsing,
min F(p,,0)=1-————<F(p,,0)<—— ——1=maxF(p,,0). (60)
Osing, sin,, sind

Vidimo jos da vrijedi

klpy)  Osing,

= . 61
k(p,) sing,, sind (61)
Sad se (60) mozZe napisati i ovako:
k k
1- (py) <k(py)—klp,) = ((pN)—l. (62)

k(py) k(p,)

Relacija (60) omogucava odredivanje minimalne i maksimalne vrijednosti raspona
linearnog myjerila uzduz paralele za konusne projekcije koje su ekvidistantne uz-
duz meridijana, za koje su linearna mjerila uzduz paralela na najjuznijoj i najsje-
vernijoj paraleli medusobno jednaka i koje imaju bar jednu standardnu paralelu.
Konkretne vrijednosti za karte navedene u poglavlju 3.1. dane su u tablici 3.

Tablica 3. Maksimalne i minimalne vrijednosti raspona F linearnog mjerila uzduz pa-
ralele za nekoliko karata izradenih u konusnim projekcijama ekvidistantni-
ma uzduz meridijana, za koje su linearna mjerila uzduz paralela na najjuz-
nijoj i najsjevernijoj paraleli medusobno jednaka i koje imaju bar jednu
standardnu paralelu.

Br.| ¢ Ox ?, min n max n min F max F |max F - min F

1. | 30° | 70° | 53°07,2’ | 0,750582 | 0,799894 | 0,061648 | 0,065698 0,004050

2. | 25° | 49° | 37°38,9’ | 0,597425 | 0,610813 | 0,021919 | 0,022410 0,000491

3. | 25° | 45° | 35°24,9’ | 0,570669 | 0,579495 | 0,015230 | 0,015466 0,000236

4. | 41° | 47° | 44°03,05’ | 0,694341 | 0,695296 | 0,001374 | 0,001376 0,000002

5. |41°20° | 45° | 43°11,1’ | 0,684006 | 0,684356 | 0,000512 | 0,000512 0,000000
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U tablici 3 vrijednost ¢, je dobivena rjeSavanjem nelinearne jednadzbe (50), mi-
nimalna i maksimalna vrijednost parametra n primjenom izraza (55), a minimalna
i maksimalna vrijednosti funkcije F' primjenom izraza (59) i (57), odnosno (60).
Veli¢ine ¢, i J, koje se upotrebljavaju za racunanje parametra n, izracunate su
primjenom izraza (45), vrijednosti kojega se mogu pronaéi u tablici 2.

Dosadasnjim istrazivanjem razvili smo postupak za ispitivanje vrste kartografske
projekcije neke stare karte i odredivanje parametara konusne kartografske projek-
cije ekvidistantne uzduz meridijana (Triplat Horvat 2014, Triplat Horvat i Lapa-
ine 2014a, Triplat Horvat i Lapaine 2014b, Triplat Horvat i Lapaine 2015, Triplat
Horvat i dr. 2015). Postupak je ispitan na primjeru karte Nuova carta geografica
dello Stato Ecclesiastico, autori koje su Ch. Maire i J. R. Boskovié¢. Istrazivanjem
smo dosli do zaklju¢ka da odredivanje parametara projekcije, osobito standardnih
paralela, u kojoj je karta izradena nije lak zadatak jer ne daje jedinstveno rjesenje,
osobito na kartama koje prikazuju malo podrucje Zemljine povrsine. Glavni je
problem bio $to nismo mogli sa sigurnoséu utvrditi koje su uistinu standardne
paralele na karti Nuova carta.... Prema jednoj od nasih pretpostavki dobiveni su
takvi rezultati jer je podrudje prikazano na karti malo pa nije jaCe izrazen utjecaj
deformacija koje uzrokuje odabir standardnih paralela. Stoga smo odlucili ispitati
koliko veliko podruéje mora biti prikazano na karti da bi deformacije prouzroko-
vane neprikladnim odabirom standardnih paralela jace dosle do izrazaja.

Iz vrijednosti prikazanih u tablici 3 moZe se uociti da veli¢ina podrudja koje je
prikazano na karti utjece na raspon deformacija, a za kartu Nouva carta... raspon
deformacija iznosi 0. Poveéanjem podruéja prikazanog na karti, raspon deformaci-
ja raste.

5. Zakljuéak

U radu smo proucavali raspon deformacija u smjeru sjever-jug za uspravnu konu-
snu projekciju koja je ekvidistantna uzduz meridijana. U prvom dijelu rada opisa-
li smo postupak racunanja parametara projekcije na temelju zadanih geografskih
Sirina dviju standardnih paralela $to se nalaze unutar podruéja preslikavanja i koji
je uobicajen u poznatoj, do sada objavljenoj literaturi. Primijetili smo da takvim
pristupom dolazi do nesimetri¢nosti u raspodjeli deformacija na rubnim podrudji-
ma, onoga podrudja koje se preslikava.

Stoga smo u drugom dijelu rada postavili zahtjev da raspodjela deformacija u od-
nosu na sjeverni i juzni dio podrucja koje se prikazuje bude simetri¢na. Postavili
smo uvjet da su linearna mjerila na rubu podruéja (uzduz juZne i sjeverne para-
lele) medusobno jednaka.

U zadnjem dijelu rada razmatrali smo utjecaje Sirine i polozaja podrudja preslika-
vanja u smjeru sjever-jug, u konusnim projekcijama ekvidistantnima uzduz meri-
dijana, na raspon deformacija istrazujuéi funkciju F, odnosno raspon linearnog
mjerila uzduz paralele. U prvom dijelu istrazivanja nismo postavili nikakve uvjete
za odredivanje vrijednosti nepoznate konstante proporcionalnosti (parametar n)
ve¢ smo odabrali da je on bilo koji realni broj iz intervala (0, 1). U drugom dijelu
istrazivanja uz uvjete da su linearna mjerila uzduz paralela na najjuznijoj i naj-
sjevernijoj paraleli medusobno jednaka i koje imaju barem jednu standardnu
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paralelu odredili smo interval unutar kojeg se vrijednost parametra n nalazi. Da
bismo odredili vrijednost parametra n iz tog intervala postavili smo dodatni uvjet
prema kojem bi linearne deformacije na rubnim paralelama bile po apsolutnoj
vrijednosti jednake linearnim deformacijama u srednjem dijelu. Naravno, to je
samo jedan od mogucdih uvjeta koji se moze postaviti. Time smo odredili i relaciju
koja omogucéuje odredivanje minimalne i maksimalne vrijednosti raspona linear-
nog mjerila uzduz paralele u konusnim projekcijama koje su ekvidistantne uzduz
meridijana.

Postupak smo ispitali na pet karata: Europe, SAD-a, Hrvatske, Charta Rigasa
Velestinlisa i Nuova carta... Mairea i Boskovic¢a koje su izradene u ekvidistantnoj
konusnoj projekciji. Karte prikazuju podrudja sjevernih geografskih Sirina razlici-
tih raspona u smjeru sjever-jug. Iz izracunatih vrijednosti raspona linearnih mje-
rila uzduz paralele pokazali smo da je raspon deformacija u smjeru sjever-jug veci
$to je preslikano podruéje vece, dok se kod malih raspona geografskih Sirina utje-
caj deformacije ¢ak moze i zanemariti.

Literatura

Adams, S. (1927): Tables for Albers Projection U.S. Coast and Geodetic Survey Special
Publication, No. 130. D.C. Government Printing Office, Washington.

Bor¢ié, B. (1955): Matematicka kartografija, Kartografske projekcije, Tehni¢ka knjiga,
Zagreb.

Close, C. F, Clarke, A. R. (1911): Map Projections Encyclopaedia Britannica, 11(17),
653-663.

Deetz, C. H., Adams, O. S. (1934): Elements of Map Projection with Applications to
Map and Chart Construction U.S. Coast and Geodetic Survey, Special Publication
68, 4, D.C. Government Printing Office, Washington.

Euler, L. (1777): De projectione geographica De Lisliana in mappa generali imperii
russici usita. Translated in German in: Drei Abhandlungen tiber Kartenprojecti-
on, Ostwald‘s Klassiker der exakten Wissenschaften, 1898, 93, 3-37, Wilhelm
Engelmann, Leipzig. Translated in Russian: O geograficheskoj proekcii Delilja,
primenennoj na general’noj karte Rossijskoj Imperii, Trudy Petersburgskoj aka-
demii nauk za 1777 g., 1959, 1, 143-153. In L. Ejler: Izbrannye kartograficheskie
stat’i, Tri stat’i po matematicheskoj kartografii, Izdatel’stvo geodezicheskoj lite-
ratury, Moscow.

Francula, N., Lapaine, M. (2008): Geodetsko-geoinformaticki rje¢nik, Drzavna geodet-
ska uprava, Zagreb.

Frischauf, J. (1919): Beitrdge zur Landesaufnahme und Kartographie des Erdsphéroids
Teubner, Leipzig, 69-71.

Hinks, A. R. (1912): Map Projections, The University Press, Cambridge, 82-88.

Kavrayskiy, V. V. (1959): Izbrannye trudy, Tom II: Matematicheskaja kartografija, Vyp.
2. Konicheskie i cilindricheskie proekcii, ih primenenie Izdanie Upravlenija nac-
hal’'nika Gidro-graficheskoj sluzhby, VMF.

Maling, D. H. (1960): A Review of Some Russian Map Projections Empire, Survey
Review XV, 115 (203-215), 116 (255-266), 117 (294-303).

Maling, D. H. (1973): Coordinate System and Map Projections, George Philip and Son
Limited, London.



Triplat Horvat, M. i dr.: Raspon deformacija u uspravnoj ekvidistantnoj..., Geod. list 2016, 2, 139-160 159

Mikhaylov, A. A. (1912): O proyektsiyakh na sekushchem konuse, sokhranyayushchikh
razmery po meridianam Otchet Moskov, O-va Lyubiteley Astronomii za 1912-
1913 gg. M, 46-56.

Murdoch, P. (1758): On the best Geographical Maps, u Davis, L. i Reymers, C. (ur.)
Philosophical Transactions (of the Royal Society), 50(2), London, 553-562.
Followed by A short Dissertation on Maps and Charts: In a Letter to the Rev.
Thomas Birch, D.D. and Secret. R. S. By Mr. Wm. Mountaine, FR.S., 563-568.
Followed by Addenda to Mr. Murdoch’s Paper, No. LXXIII, 568.

Murdoch, P (1762): Of the best Form of a Geographical Map, u Busching, A. F. (ur.) A
New System of Geography in six volumes, Volume the First, printed for Millar A.
in the Strand, XLVI-XLVIII, London.

Skopeliti, A., Tsoulos, L. (2013): Choosing a Suitable Projection for Navigation, Arctic
Marine Geodesy, 36(2), 234-259.

Snyder, J. P. (1978): Equidistant Conic Map Projections, Annals of the Association of
American Geographers, 68(3), 373-383.

Snyder, J. P (1993): Flattening the Earth, The University of Chicago Press Chicago,
London.

Triplat Horvat, M. (2014): Kartografska analiza karata Papinske Drzave J. R. Bosko-
viéa i Ch. Mairea, doktorski rad, Geodetski fakultet SveudiliSta u Zagrebu, Zagreb.

Triplat Horvat, M., Lapaine, M. (2014a): Determining the Map Projection of the Old
Maps, Proceedings of the 5th International Conference on Cartography and GIS,
Riviera, Bulgaria, 119-129.

Triplat Horvat, M., Lapaine, M. (2014b): Standard Parallels of Equidistant Conic Pro-
jections on Old Maps, Proceedings of the 9th International Workshop Digital
Approaches to Cartographic Heritage, Budapest, Hungary, 102-116.

Triplat Horvat, M., Lapaine, M. (2015): Determination of Definitive Standard Parallels
of Normal Aspect Conic Projections Equidistant along Meridians on an Old Map,
International Journal for Cartography, 1(1), 32-44.

Triplat Horvat, M., Lapaine, M., Tutié¢, D. (2015): Problems in Standard Parallels Re-
construction, Proceedings of the 10th Jubilee Conference + Workshop Digital
Approaches to Cartographic Heritage, Corfu, Greece.

Young, A. E. (1920): Some Investigations in the Theory of Map Projections, Royal
Geographical Society Kensington gore, London.




160

Triplat Horvat, M. i dr.: Raspon deformacija u uspravnoj ekvidistantnoj..., Geod. list 2016, 2, 139-160

Range of Distortions in the Normal Aspect
Equidistant Conic Projection

ABSTRACT. In the paper, we study the range of distortions in a north-south directi-
on for the normal aspect conic projection equidistant along meridians. The first part
of the paper describes the procedure of calculating the projection parameters based on
the given latitudes of two standard parallels within a range of mapped area. This
procedure is common in the well-known literature published so far. The second part
of the paper studies the distribution of distortion, on condition that the distortions on
the north and south parts of the area shown are symmetrical. We set the condition
that the linear scale in the marginal area (along the northern and southern parallels)
is equal. The last part of the paper studies the influence of the width and position of
the mapped area in a north-south direction, for conic projections equidistant along
the meridians, in a range of distortions determining the value of an unknown pro-
portionality constant (parameter n). In the first part of the research, the proportiona-
lity constant is a real number from the interval (0, 1). In the second part of the rese-
arch, in order to determine the value of the parameter n from the interval, we set an
additional condition, according to which linear distortions on marginal parallels
would in terms of absolute values be equal to linear distortions in the central area.
Thus, we determined the relation that allows the determination of the minimum and
maximum values of the range of the linear scale along a parallel for conic projections
which are equidistant along the meridians.

Keywords: map projections, equidistant conic projection, range of distortion.
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