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VLASTA SZIROVICZA

Die FuBpunktkurven der Kegelschnitte
in der isotropen Ebene

ine isotrope Ebene ist eine reelle affine Ebene
EAZ(.%’), die iiber eine Absolutfigur { f,F} -
bestehend aus einen Geraden f und einem mit f
inzidenten Punkt F — metrisiert wird. Alle Transfor-
mationen der Gestalt
x=c +cx
y=c,+cx+cy
bilden die fiinfparametrige allgemeine isotrope Ahn-
lichkeitsgruppe %, der isotropen Ebene L6].
Beziiglich der allgemeinen isotropen Ahnlichkeits-
gruppe 9, existieren in der isotropen Ebene sieben
Typen von Kegelschnitten, die durch nachstehende Nor-
malformen beschrieben werden konnen:

Ellipse X +y2 =1 1)
Imagindre Ellibse P y2 =-1 2
Hyperbel 1. Art - y2 =1 3)
Hyperbel 2. Art -yt =-1 4)

Parabel Y=x ©)
Spezielle Hyperbel xy=1 6)
Isotroper Kreis y= % a

Ein isotroper Kreis ist ein Kegelschnitt, der im Punkt F
die absolute Gerade f als Tangente besitzt.

BEMERKUNG. In der isotropen Ebene existieren drei Arten von Hyper-
beln in Bezug auf die Lage des absoluten Punktes F zu den
Schnittpunkten der Hyperbeln mit der absoluten Geraden. Sind die
Tangenten, die von F an die Hyperbel gelegt werden konnen reell, so
liefert dies eine Hyperbel 1. Art; sind diese Tangenten konjugiert-kom-
plex, dann ist die Hyperbel 2. Art; fillt der Punkt F in einen der
Schnittpunkte der Hyperbel mit der Geraden f, dann spricht man von
einer speziellen Hyperbel. Der letzte Kegelschnitt ist ein isotropes

Analogon zur gleichseitigen Hyperbel der euklidischen Ebene [8].

Fiir die weiteren Betrachtungen sind die folgenden
Uberlegungen wichtig:

nFijr einen beliebigen Kegelschnitt kann man die

Gleichung seiner polaren Kurve in Bezug auf einen
isotropen Kreis (7) bestimmen.
Nehmen wir eine Ellipse mit der Gleichung

Koy = 2+y'=1 @®)
Die Gleichung ihrer polaren Kurve beziiglich (7) wird
auf folgende Weise bestimmt:

Die Determinante der algebraischen Komplementen der
Kurve (7) sind die Koeffizienten der zu ihr adjungierten
Kurve: A =-0.25, E, =0.5. Damit lautet ihre Gleichung
in Geradenkoordinaten

c(u,v) = W —4v=0. 9
Der Zusammenhang zwischen dem Pol und seiner
Polaren beziiglich einer Kurve ist durch die Relation
xiyl=(Au+Bv+ D).(Bu+ v+ E):(Du+ Ev+ F)
gegeben. Im Fall des Kreises (7) lautet diese Formel
1

r=——, y=-, (10)

2v v
Setzt man (10) in (8) ein, so folgt
Huy) = d* -4V +4=0 (11)

als Gleichung jenes Kegelschnittes, der polar zur Ellipse
(8) beziiglich des isotropen Kreises (7) ist. Wir bemer-
ken, daf dies eine Hyperbel 2. Art ist.
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PANun sei in der isotropen Ebene /, ein isotroper Kreis
durch die Gleichung x* - y = 0 gegeben. Ist eine Gerade
y = kx + [ Tangente dieses Kreises, so muB} in der
Schnittbedingung

Y
112=—i1}—+/ (12)
‘2 V4 .

die Diskriminante verschwinden. Dies liefert einerseits
die Beriihrbedingung
B =-4] (13)

und anderseits die Koordinate x, = 0.5k fiir den Be-
riihrungspunkt L(x,, y,). Weiter findet man mittels (13)
und der Kreisgleichung 0.25k* - y =0,
also 4y = k? = -41, woraus y, = -/ folgt.

e

/K

Fig.1.

Der Beriihrungspunkt L in Fig.1 besitzt somit die
Koordinaten L(0.5k,-). Fiir den Schnittpunkt K stellt sich

K(0,/) ein.

R In der euklidischen Ebene ist die FuBpunktkurve eines
beliebigen Kegelschnittées beziiglich eines Pols die Men-
ge der FuBpunkte der Normalen, die durch den Pol auf
die Tangenten dieses Kegelschnittes gelegt werden kon-
nen.

In der isotropen Ebene enthalten alle isotropen Normalen
die auf die Tangenten eines Kegelschnittes gelegt wer-
den, den absoluten Punkt F, d.h. alle FuSpunktkurven
sind zu isotropen Geraden ausgeartet.

Wir schlagen deshalb einen anderen Weg ein um den
Begriff der FuBpunktkurve in die isotrope Ebene zu iiber-
tragen. Die Kurve 2. Klasse (11) besitzt in Punktkoordi-
naten die Gleichung

Hry) = 4=y +1=0 (14)
Die Gleichung eines parallelen Tangentenpaars der Kur-
ve (14) lautet nach [1]

k2
y=,<:xi,/——+1. (15)
4

Um fiir eine beliebige Tangente (15) des Kegelschnittes
(14) eindeutig eine isotrope Ersatz-Normale zu definie-

4

ren, bestimmt man zu dieser Tangente die parallele Tan-
gente des isotropen Kreises (7). Die Gleichung dieser
Tangente hat wegen (13) die Form
2

y=hkr— Ll . (16)

4
Durch ihren Beriihrungspunkt L(0.5k,-I) legen wir die
isotrope Normale, die dann die Gleichung

k

r== (17)
2

besitzt.

Den Schnittpunkt der Geraden (15) und (17) definieren
wir als NormalenfuBpunkt. Da die beiden Gleichungen
von einem Parameter k abhingig sind, legt die Schnitt-
punktsmenge die gesuchte Fufipunktkurve des Kegel-
schnittes (14) in der isotropen Ebene fest. Man findet
ihre Normalform zii

by = 4+ 4y -4 y-1=0. (18)

Da die angegebene Erzeugung der FuSpunktkurve von

‘der Wahl des Kreises (7) abhingt, werden wir diesen

Kreis als Grundkreis der Fufpunkterzeugung bezeich-
nen. Daraus folgt der

Satz 1

Die Fuf3punktkurve einer Ellipse (11) beziiglich des
Grundkreises der Fufipunkterzeugung ist eine algebra-
ische Kurve 4. Ordnung (18).

Diese Kurve £, ist in Fig. 2. die FuBBpunktkurve des
Kegelschnittes k beziiglich des Grundkreises c.

p=F |7

Fig. 2.
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Auf dieselbe Weise bestimmt man die Gleichung der
FuBpunktkurve jeder der Kegelschnitte (1) - (6), was in
der folgenden Ubersicht zusammengestellt ist:

Hypefi)'eblv LAt
4t -y -1=0

Hyperbel LArt

Hyperbel 2An
: » 5

”I;arabel._ .
7

'xz—yz-i-l:

Die Gleichung der quadratischen Inversion in der
isotropen Ebene beziiglich eines isotropen Kreises lautet

nach [4]

X=X

y=2xr-y (24)
Die inverse Kurve £, zu (8) gewinnt man mittels (24)
zu

ke = 4+ P+ —4ly-1=0 (25)

Offensichtlich ist (25) mit der Gleichung (18) identisch.
Dasselbe Verfahren kann auch fiir die anderen Kegel-
schnitte durchgefiihrt werden. Als Hauptresultat ergibt
sich der folgende Satz, der aus der euklidischen, aber
auch aus der hyperbolischen Ebene ([9] und [7]) bekannt
ist:

Satz 2

Die Fuflpunktkurve £, eines beliebigen Kegelschnittes
kinder isotropen Ebene beziiglich des absoluten Punk-
tes F als Pol und des Grundkreises c der FufSpunktser-
zeugung ist jener Kurve k_identisch, die mittels der quad-
ratischen Inversion eines Kegelschnittes k* beziiglich
desselben Pols und desselben Inversiongrundkreises ¢
erzeugbar ist. Dabei sind die Kegelschnitte k und k™ po-
lar in Bezug auf den Kreis c; die Kurve k_ist das inverse
Bild von k" und k, ist die Fuf3punktkurve von k (Fig. 3).

Diesen Zusammenhang konnte man auf Kurven héherer
Ordnung verallgemeinern, wie dies aus der euklidischen
Ebene bekannt ist.

* Die Abbildungen wurden mittels einem PC486 und dem Programm
Autodesk AutoCAD for MS Windows Release 12 und Wolfram Re-
search Mathematica for Windows Release 2.2 gezeichnet.

p=f |7

Fig. 3.
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