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Graficki prikaz konika pomocu racunala

1. Uvop
roucavanje konika ili krivulja drugog reda spada
P u podrucje analiticke geometrije i linearne algeb-
re. U razli¢itom opsegu o krivuljama drugog reda
pisali su npr. Aleksandrov (1979.), Bugrov i Mikolskij
(1984.), Iljin i Poznjak (1981.), Javor (1990.), Kajgoro-
dov (1985.), Kaplan (1968.), Krutickaja i Siskin (1985.),

Kurepa (1990.), Manturov i Matveev (1986.), Mitrinovié,
Mihailovic i Vasié¢ (1979.), Pavkovic i Veljan (1995.),
Pettofrezzo (1966.), Rasajski (1983.) i mnogi drugi.
Racunala nam, izmedu ostalog, omogucuju grafi¢ko pri-
kazivanje razlicitih krivulja. Da bismo u nekom od visih
programskih jezika (npr. BASIC-u) sastavili program za
crtanje proizvoljne krivulje drugog reda na osnovi njene
jednadzbe u opéem obliku, moramo imati napravljenu
detaljnu klasifikaciju krivulja drugog reda i zatim za
svaki tip krivulje pronaci njenu jednadzbu u parametar-
skom obliku, jer je takav oblik najpodesniji za dobivan-
je grafickih prikaza pomocu rac¢unala.

2. KONIKE
Najopcenitija jednadzba drugog stupnja od dvije varija-
ble x i y moZe se napisati u obliku

F(x,y)=
=ar’ +2bxy+cy’ +2dv+2ey+ f=0, 2.1)

gdje su g, b, c, d, e, frealni brojevi i barem jedan od
brojeva a, b i c razli¢it od nule. Geometrijsko mjesto
toc¢aka (x,y) u ravnini ¢ije koordinate zadovoljavaju jed-
nadzbu (2.1) nazivamo konusnim presjekom ili jednos-
tavno konikom. Pomocu rotacije ravnine oko ishodista i
translacije ravnine moguce je svaku koniku prikazati u
standardnom ili kanonskom obliku. U nastavku éemo
pokazati kako se to moze napraviti.

Funkciju F(x,y) iz jednadzbe (2.1) moZemo napisati i u
obliku

a b dl|x
Flry)=[x » 1|6 ¢ ef|y|. 2.2)
; dyieSufil 4
Uocimo da je matrica
a b d
A=lbh ¢ e, L2oa(2:3)
dblien f

koja odreduje koniku realna simetri¢na matrica. Ta se
matrica naziva matricom konusnog presjeka. Osim ma-
trice A, realna matrica

5= [” bJ 2.4)

od osnovne je vaznosti pri analizi jednadzbe (2.1).
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Naime, pomocu matrice § moZemo napisati
F(x,y)=

=[« y][z f]mu[d e][;:l+f=0. @.5)

Poznato je (vidi npr. Kurepa 1990.) da se svaka realna
simetri¢éna matrica 6 moZe napisati u obliku

S=VAV, (2.6)

gdje su matrice Ai V sljedeceg oblika:

A= A O oy C?Se —sinf . @7
0 2, sin@ cosf@

Pri tome su A, i A, svojstvene vrijednosti matrice 6, dak-

le rjesenja kvadratne jednadzbe

22— (@a+A)A+ac-4 =0, (2.8)

ll=l|:a+c+ (a+c)2—4(ac—b2):|, 2.9
2

/12=1[a+c—x/<a+c>2—4(ac—b2)]. (2.10)
2

S obzirom na to da se izraz ispod korijena moZe napisati
u obliku zbroja kvadrata

(a+¢) —d(ac—b") = (a-c)* +45, 2.11)
najprije zaklju¢ujemo da su A, i A, uvijek realni brojevi.
Zatim, A = A, ako i samo ako je a=c i b=0. Konacno, ne
mozZe biti ll= /12=0, jer bi tada moralo biti a=b=c=0, §to
je u suprotnosti s po¢etnom pretpostavkom.
Stupci ortogonalne matrice V komponente su jedini¢nih
svojstvenih vektora v, i v, matrice §koji pripadaju svoj-
stvenim vrijednostima A, i 4,. Ako je A,=4,, tj. a=ci
b=0, tada se lako vidi da je svaki vektor u ravnini svoj-
stveni vektor matrice 6 i da kut O nije jednoznacno
odreden. Ako svojstvene vrijednosti A, i A, nisu
medusobno jednake, onda vrijedi relacija
26

a—c
iz koje mozemo izradunati kut @ (usporediti Kurepa,
1990.). Medutim, osim kuta 6, relaciju (2.12) zadovo-
ljavat ce i kutovi 8 + k7/2, keZ. To znaéi da relacijom
(2.12) kut @ nije jednoznac¢no odreden i da bez daljnjeg
ispitivanja ostaje nejasno koji od tih smjerova odreduje
polozaj svojstvenog vektora v,. Drugim rije¢ima, ako je

cos @
y=
sin @

svojstveni vektor matrice S, ondasui

n
0 -1| |cos@
[1 0] [sin&]’ neZ
takoder svojstveni vektori te matrice. Zbog toga ¢emo

umjesto formule (2.12) radije primjenjivati formulu

)’_
go=21"2 (2.13)
b

(2.12)

tg20 =

20

koja se lako dobije iz relacije

dn=A (2.14)
kojom se zapisuje da je v, svojstveni vektor matrice )
lsojem odgovara svojstvena vrijednost A,.

Cinjenica da osim kuta O relaciju (2.13) zadovoljavaju i
kutovi oblika 6+k, k€Z, ne oteZava daljnju primjenu,
jer je o¢ito svejedno koji cemo od njih uzeti za smjer
svojstvenog vektora v, (moZemo uzeti npr.

Oe(-n2, m2)).

Prilikom programiranja formule (2.13) moramo voditi
ratuna o tome da ¢e ona zatajiti u slu¢aju kad je b=0.
Zato taj slu¢aj treba promatrati odvojeno. Lako se pokaze
da tada mora biti 6=0.

Prema (2.7) svojstveni vektor v, je

m
|:_ il 9} cos(6 + ;)
V2 — —

T
cos 6 sin(8 +—)
2
§to znaci da ce uredeni par (v,, V,) biti pozitivno ori-
jentiran. Neka je

[”j]= % [”] 2.15)
¥y y

§to mozemo geometrijski protumaciti kao rotaciju koor-
dinatnog sustava x,y oko ishodista za kut 8. Tada je zbog
ortogonalnosti matrice V:

H: V["/] (2.16)
vy

dok izraz (2.5) prelazi u

Fay) =[x y|var” M+ 2« e][jj|+f=

=[x y']A[ﬂJrz[d e] V[;’:]+f=

= [ o 4 x'} =
[ y]AL/]+2[a [3][}/ 5
= AxXr 4+ A+ 200 + 2By + f=0

2.17)
gdje smo oznacili

a 7|d dcos 0+ esinf@
=V = . 2.18

[ﬁ:| [e} [—a’sin9+ecos 9] 218)
Ako je matrica 6 regularna, tj. ako su obje svojstvene
vrijednosti A, i 4, razlicite od nule, tada se linearni ¢la-
novi x“i y”“u (2.17) mogu eliminirati translacijom rav-
nine definirane s

a

X'=x+—, y"=y'+£—, (2.19)

A A,

odnosno
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a
XY=x"-—, y’=y”—£—. (2.20)
A Ay
Pomocu (2.20), izraz (2.17) prelazi u
Fx,y)=Ax" +4,y" + =0, @.21)
gdje smo oznacili
2 2
a
/"=f———/3—. 2.22)
Al A,
Moze se takoder pokazati da vrijedi relacija
_ detA
dets’

Ako je matrica & singularna, onda je barem jedan od A,
jednak nuli i translacija (2.19) ne postoji.

Ako je jedan i samo jedan od A, jednak nuli, tada postoji
translacija ravnine kojom se mozZe eliminirati jedan od
linearnih ¢lanova u jednadzbi (2.17). Na primjer, neka
je 4, #0i A,=0. Translacija ravnine definirana s

=i, =, (2.23)
; .
odnosno
a
x/= I”——, y/= y”, (224)
1
transformira jednadzbu (2.17) na oblik
A X428y + =0, (2.25)
gdje je
o
r=r-Z. (2.26)

My
Analogno, ako je A,=0 i A,#0 tada translacija ravnine
definirana s

xX'=x, y”=y’+£, 2.27)
2
odnosno
XY=x", y= y”—ﬁ, (2.28)
A
transformira jednadZbu (2.17) na oblik
Ay 200"+ £ =0, (2.29)
gdje je
2
rer-B (2.30)

A,
Kona¢no, kad bi obje svojstvene vrijednosti bile jed-
nake nuli, 4 =4,=0, to bi znatilo da je a=b=c=0, a tada
izraz (2.1) ne predstavlja koniku.
Iz provedene diskusije proizlazi da se konika prikazana
jednadzbom (2.1) moze klasificirati ispitivanjem svoj-
stvenih vrijednosti matrice . Postoji devet klasa koni-

ka; tj. za zadane a, b, ¢, d, e i f, jednadZba (2.1) pred-
stavlja jedan od devet tipova ravninskih krivulja koje
nazivamo konikama. Dva tipa predstavljaju imaginarnu
koniku, jer u tim slu¢ajevima ne postoje realne tocke
koje bi zadovoljile jednadzbu (2.1).

3. KLASIFIKACIJA CENTRALNIH KONIKA

Ako su svojstvene vrijednosti A, i 4, razlicite od nule,
tada oznacimo:

3.1

A i B nazivamo poluosima konike.

(i) Ako je sgnA =sgnA,=sgnf”if"#0, tada se (2.21) moze
napisati u obliku

2wl
£_ ¥
A4 B

koji nazivamo jednadZbom imaginarne elipse s poluosi-
maAiB.

(i) Ako je sgnA,=sgnA, #sgnf"if 0, tada se (2.21) moze
napisati u obliku

thl2 02
+ 24 =1

4 B
koji predstavlja jednadZbu realne elipse s poluosima A i
B.
(iti) Ako je sgnA =sgnA, i f=0, tada (2.21) prelazi u

A X 4A,y" =0, (3.4)
§to predstavlja jednadZbu para imaginarnih pravaca kroz

=-1 (3.2)

3.3)

tocku x”=y"=0.
(v) Ako je sgnA, #sgnA, i f'#0, tada se (2.21) moze napi-
sati u obliku

llz ”2 7
-2 c1akoje L< L, (3.5)
A4 B A Ay
odnosno
yll2 x[lz f‘/ fl
-— =1 ako je —>—, 3.6)
B 4 A A,

§to je u oba slu¢aja hiperbola s poluosima A i B. Pravci
Ay -Bx"=0, AY'+Br"'=0 3.7
. nazivaju se asimptotama hiperbole.
(v) Ako je sgnA, #sgnA, i f=0, tada se (2.21) moze napi-
sati u obliku

|| =

= (T2 T2 ) (YT 2+ T2z ) = 0. G)

§to predstavlja jednadZbu dvaju pravaca koji se sijeku u
tocki x”=y"=0.

Ako je matrica dregularna, A, 4, 0, postoji geometrijsko
srediste konike i konika se naziva centralom konikom.
Naime, lako se vidi da je takva konika centralno simetri¢-
na u odnosu na ishodiste koordinatnog sustava x”,y”
koje nazivamo centrom ili sredi§tem konike.
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Osim sredista elipse, postoje dvije karakteristi¢ne tocke
koje nazivamo Zaristima ili fokusima, nalaze se na vecoj
poluosi, od sredista elipse udaljene su za

C= ’ A2—32| (3.9)

i imaju koordinate:

Xp=FC, y7»=0 za A25
x7=0, y'=FC za A<LBA.
Za hiperbolu Zari$na je udaljenost

c=w/ A%+ B (3.11)

i koordinate ZariSta su:

(3.10)

Xp=FC, y7=0 za {_</1L’
1 2

, 3.12

7 =

x7=0, yp=FC za l—>

4. KLASIFIKACIJA NECENTRALNIH KONIKA

Ako je matrica § singularna, geometrijsko srediste konike
ne postoji, pa se pripadna konika naziva necentralnom.
Ako je A, #0i A,=0, tada se jednadzba (2.1) moze trans-
formirati na oblik (2.25) i imamo sljedece slu¢ajeve:

(vil) Ako je B#0, onda je A.x">+2By"+/ =0 jednadzba
parabole. Fokus te parabole je tocka s koordinatama

” f' ﬂ
x7=0, ==t 4.1
F Yr 2B 27, 4.1
(vii1) Ako je B=0 isgnA, #sgnf’, tada se (2.25) moZe napisati
u obliku
2 ’
4 71-

= ({Tabe=TA) ([Tade{1 1) =0.2

gdje moZemo prepoznati jednadZzbu dvaju paralelnih
pravaca.
(viii1) Ako je B=0 i sgnA =sgnf” tada imamo

34 71-

) (\/ |2 =] fl) (\/ | A+ ] f’|) =0, (4.3)

§to je jednadzba dvaju imaginarnih paralelnih pravaca.
(ix1) Ako je p=01i f=0, tada (2.25) prelazi u

¥*=0, “.4)
§to moZemo interpretirati kao jednadZzbu dvostrukog
pravca.

Ako je 4,=0 i A,#0, tada se jednadzba (2.1) moze
transformirati na oblik (2.29) i na analogan nacin za-
kljugiti:

(vi2) &0
parabola

(vii2) 0=0 i sgnA,#sgnf”
dva paralelna pravca

22

(viii2) =0 i sgnA,=sgnf”

dva imaginarna paralelna pravca

(ix2) a=01if=0

dvostruki pravac.

5. GRAFICKI PRIKAZ CENTRALNIH KONIKA

Da bismo mogli vidjeti kakvu koniku za zadane g, b, c,
d, e i f opisuje jednadzba (2.1), transformirali smo tu
jednadZbu pomocu odgovarajuce rotacije i translacije u
koordinatni sustav x”,)” koji se naziva sustavom
glavnih osi. Na taj smo nacin dobili jednadzbu konike u
kanonskom obliku u koordinatnom sustavu glavnih osi.
Ako Zelimo koniku grafi¢ki prikazati pomocu racunala
u polaznom koordinatnom sustavu x,y poZeljno je u tom
sustavu imati njenu jednadZbu u parametarskom obliku.

Srediste centralne konike je to¢ka s koordinatama x” =0

i y”=0.Za svaku tocku na osnovi relacija (2.16) i (2.20)
vrijedi

" a

i
- |
gl
;"2

te se za koordinate (x,y,) srediSta konike u koordinat-
nom sustavu x,y moZe, koristeci (2.6) i (2.18), napisati

[xs]=_VA—1 [a:|=—VA_l e [d]=
Vs ‘B €
_ o1 d|_ 1 be—cd
-t [e]_ ac—B [bd—ae]' (31

Dakle, koordinate (x,,y,) srediSta centralne konike mora-
ju zadovoljavati sustav jednadzbi

5 6] 52

(i) Imaginarnu elipsu ne prikazujemo grafi¢ki, jer njenu

jednadZbu ne zadovoljavaju koordinate niti jedne realne
tocke.

(it) Poznato je da se jednadZba (realne) elipse iz kanonskog

oblika (3.3) mozZe prevesti u parametarski oblik na mno-
go nacina. Jedan od najjednostavnijih je:

x’"=Acos¢?, y”=‘b’sin t, te [0,27:]. (5.3)

Na osnovi formula (2.16), (2.20), (5.2) i (5.3) lako se
dobiva parametarski oblik jednadZbi elipse u koordinat-
nom sustavu x,y:

x|_|%s Acos@ —Bsinf || coss
[y}—[ys]-’-[AsinB Bcose][sint] (54

U koordinatnom sustavu x,y koordinate fokusa elipse
su:
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Tl 50|00 a axs
yi_ ys sin9 -

Tl s x| 780 4 4<h
P Vs cos @ -

gdje je Zari$na udaljenost C definirana s (3.9).

(5.5)

(iii) To¢ka s koordinatama x” = y” = 0 u koordinatnom sus-

tavu x,y ima koordinate odredene sustavom linearnih
jednadzbi (5.2). To je jedina realna tocka ove konike.

(iv) Poznato je da se jednadzba hiperbole iz kanonskog ob-

lika (3.5) moZe prevesti u parametarski oblik na mnogo
nacina. Jedan od najjednostavnijih je:

X’ = A , V'=Btgs, te[0,2n:]. (5.6)

cos /
Na osnovi formula (2.16), (2.20), (5.2) i (5.6) lako se,

uz pretpostavku

F
A Ay

dobiva parametarski oblik jednadzbe hiperbole u koor-
dinatnom sustavu x,y:

x| _| X5 Acos@ —ABsinO||1/cosz
[y}_{ys]+|:Asin9 Bcose][ tg ¢ ] .7
Ako je

il

M Ay

tada na analogan na¢in moZemo dobiti

x| _| s Acos@ —Asinf tg s
[y:| - |:)’s:,+[ASin9 Bcos 6][1 /cos 1‘]' (A.8)
U koordinatnom sustavu x,y koordinate fokusa (x,.y,)
hiperbole su:

':XF]=I:IS:|¢CI:COSQ] 7a _/_”__<f,
Yr

#y] — L=mB A A,
[If] [’ﬂxc{‘sme] w L7
Vi Vs cos @ A A,

Jednadzbe asimptota hiperbole (3.7) mogu se napisati u
koordinatnom sustavu x,y u obliku:

(FBcos O — Asinf) (x—xg)+

(5.9)

— . (5.10)
+(FBsinB+ Asin6) (y— y;) =0,
odnosno u parametarskom obliku:
y=ys+(Asin@F Bcos 0) ¢ G.11)

x=x;+(Acos@t Bsin) 7, reR.

(v) Pravci (3.8) u koordinatnom sustavu x,y imaju jednadzbe

u parametarskom obliku:

y=ys+( |),2|sin0¢1/|ll|c056)t 5.12)

x=xo+ (4 I 12|0050i1{ | /ll|sin9) t, reRr.

6. GRAFICKI PRIKAZ NECENTRALNIH KONIKA

(vil) Za 8 # O parabolu /llx"z +2By” + /' = 0 mozemo pa-

rametrizirati, na primjer, na sljedeci nacin:

Alfz +/
2B

Primjenom relacija (2.16), (2.24) i (6.1) moZemo napi-

sati jednadZbu parabole u koordinatnom sustavu x,y u
parametarskom obliku:

" ’”

X'=¢ y'=- , teR. (6.1)

), sin@+ fsin @ _acosf

rcos 0+
{" = . P Mo rek (62)
y tsine_tllcose+f'c059_asm0
2B M

Fokus te parabole je prema (4.1) u toc¢ki s koordinata-
ma

—acosO+f sm0+ﬂsm0

Xp | A 28 2
[yf]_ —osing  fcos@ Pcos@ | (6-3)
A, 2B 24,

(viilJednadzbe paralelnih pravaca (4.2) mogu se napisati u

koordinatnom sustavu x,y u parametarskom obliku:

x=[¥ ‘i‘—ﬁ]cose—tsine
M M

(6.4)

=¥ L, .. sinf+scos@, relrR

! P S T

(viiilImaginarne pravce ne prikazujemo graficki.
(ix1)ednadzba pravca +” =0 moZe se u parametarskom

obliku u koordinatnom sustavu x,y napisati na primjer
ovako:

x= —icose— zsin @
&y (6.5)
y= —isin9+ rcos0, reR.
A
Graficki prikaz necentralnih konika za slu¢ajeve
(vi2) - (ix2) provodi se na potpuno analogan nacin.

7. PRIMJERI

U skladu s izvedenom klasifikacijom konika i opisanim
postupcima u prethodnim poglavljima autori ovog ¢lan-
ka sastavili su odgovarajuci program u BASIC-u koji
sluzi za dobivanje grafickih prikaza bilo koje krivulje
drugog reda na osnovi njene jednadZbe u opéem obliku.
Pomocdu spomenutog programa rijeSeni su sljedeci pri-
mjeri. Pri tome je uo¢eno da se i u udzbenicima mate-
matike ponekad mogu naci pogresni crtezi (Kaplan
1986., Kurepa 1990., Pavkovic i Veljan 1995.).
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Primjer 1
Neka je zadana jednadzba

1942 + 64y +11y* +38x+6y+29=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

A% =304 +200=0
i njena rjesenja su A,=20, 4,=10. Prema (2.13) imamo

1 1 3
tgf=—, sinf=—, cos@=——.

3 V10 Y10
Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):

60
a=—or, B=-v10, f=10.
V10

Kako je sgnA =sgni,=sgnf"if#0, to zaklju¢ujemo da
se radi o imaginarnoj elipsi. Njene poluosi su prema (3.1)

V2

A=—1B=1.
2

Primjer 2

Neka je zadana jednadzba

5x% +4xy+8y° —320r—56y+80=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A2 -131+36=0
i njena rjesenja su 4,=9, 4,=4. Prema (2.13) imamo:

2 1
tgf=2, sin@=—, cosf=—.
* Vs Vs

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):
72 4

(X=—7—5—, ﬁ=ﬁ’ f

Kako je sgnd,=sgni,#sgnf”i f#0, zakljuujemo da se
radi o realnoj elipsi. Njene su poluosi A =2, B=3, a
srediste u tocki S(2,3). Naslici 1 dan je graficki prikaz
te elipse. Istu jednadZbu elipse razmatrao je i Kurepa
(1990.), ali je njegov graficki prikaz pogresan.

=-36.

Slika 1
24

Primjer 3

Neka je zadana jednadzba

52 - 29+ 5y —4x+20y+20=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A% —101+24=0
i njena rjesenja su 4,=6, A,=4. Prema (2.13) imamo:

V2

2
tgd=-1, sin@=——, cosf=—-.
2 2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):

a=-6\2, B=4\2, F=0.

Kako je sgnA =sgnA, i f=0, to zakljutujemo da se radi
o tocki, a njene koordinate su (0,-2). Zadana jednadZba
moZe se prevesti na oblik: ‘

3(r—y—2)2 +2(x+y+2)°=0.

Primjer 4

Neka je zadana jednadZba

222 +10y+2y" +9x+12y-2=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

A—4A-21=0
i njena rjeSenja su A,=7, A,=-3. Prema (2.13) imamo:

V2

2
tgf=1, sinf=—, cosf=—.
2 2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22):

2142 32 19
o= ’ ﬁ=£! fl=__'
4 4 2

Kako je sgnA, #sgnA, i f#0, to zaklju¢ujemo da se radi

/19 f19
o hiperboli. Njene poluosi su A=,|— i B=,—,a
14 6

srediste u to¢ki S(-1, -1/2).

Na slici 2 dan je graficki prikaz te hiperbole. Istu jed-
nadzbu hiperbole razmatrao je i Kaplan (1968.), ali je
njegov graficki prikaz pogresan.

Slika 2
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Primjer 5

Neka je zadana jednadzba

T +6xy— y* +28x+12y+28=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A2 -6A-16=0
i njena rjesenja su A, =8, A,=-2. Prema (2.13) imamo:

1 1 3
tgf=—, sin@f=——, cosf=——.

3 V10 V10
Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.22) imamo:

L. . B VL. B )

Vio' 7 1o
Kako je sgnA =sgnA, i =0 to zaklju¢ujemo da se radi o
dva pravca koji se sijeku u jednoj tocki, a njene koordi-
nate su (-2, 0). Zadana se jednadzba moZe prevesti u
oblik:

(x+ y+2) Tr—y+14)=0.

Primjer 6

Neka je zadana jednadZzba 24 2+ yz +3x+y=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

AF-21=0

i njena rjeSenja su 4,=2, 4,=0. Prema (2.13) imamo:
2 2

tgf=1, sin0=£, 059=£—.
2 2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):

a=\/5, /3=——?, f=-1

Kako je 520, to zakljucujemo da se radi o paraboli. Na
slici 3 dan je njen grafi¢ki prikaz. Istu jednadZbu para-
bole razmatraju Pavkovic i Veljan (1995.), ali je njihov
graficki prikaz pogresan.

Slika 3

Primjer 7

Neka je zadana jednadzba

=21+ y —-12x+12y-14=0.

Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:
AP-21=0

i njena rjesenja su A, =2, 4,=0. Prema (2.13) imamo:

V2

2
tgf=-1, sin@=——, cosf=—-.
2

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):

a=-6V2, B=0, f'=-50.

Kako je =0, sgnA #sgnf” i f#0, to zakljucujemo da se
radi o dva paralelna pravca. Zadana jednadZba moZe se
napisati i u obliku:

(= y+5V2-6) (x=y—5V2-6)=0.

Primjer 8

Neka je zadana jednadzba

164 =24 xy+9y° —160x+120y+425=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadZba prema (2.8) glasi:

A2-251=0
i njena rjesenja su A,=25, A,=0. Prema (2.13) imamo:

tg9=—i, sin9=—3, cosf=—.
4 5 5
Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):
a=-100, f=0, f=25.
Kako je =0 i sgnA,=sgnf", to zaklju¢ujemo da se radi o
dva paralelna imaginarna pravca.

Primjer 9
Neka je zadana jednadZba

42° +120y+9y° —4x—6y+1=0.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba prema (2.8) glasi:

A2 -131=0
i njena rjesenja su A4, =13, A,=0. Prema (2.13) imamo:

3 3 2
tgf=—, sinf=—, cosf=——.
2 V13 V13

Nadalje, prema (2.18), odnosno (2.26):

a=-\13, B=0, f=0.

Kako je =0 i f=0, zaklju¢ujemo da se radi o dvostru-
kom realnom pravcu. Zadana jednadZba moZe se preves-
ti na oblik:

Qx+3y-1)%=0.

25
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