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SAZETAK

U radu se dokazuje da Czuberov teorem u izotropnoj
ravnini vrijedi samo za 2—cirkularne kubike te potpuno
cirkularne kubike tipa tridens.
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ABSTRACT

The paper proves that in the isotropic plane Czuber's
theorem is valid only for the cubics of the second de-
gree of circularity and for the completely circular cubics
of the type tridens.

Key words: geometry, isotropic plane, circular cubic,
Czuber’s theorem

MSC 1991: 51N25

ie zirkuldren Kurven in der isotropen Ebene sind
D diejenigen die den absoluten Punkt F enthal-

ten. Nach dem Zirkularititsgrad werden die zir-
kulidren Kurven 3. Ordnung in drei Typen eingeteilt:

1. erste Stufe des Zirkularititsgrades. Diese Kurve lduft
durch den absoluten Punkt und hat diesen Punkt als ein-
fachen Punkt;

2. zweite Stufe des Zirkularititsgrades. Diese Kurve
beriihrt die absolute Gerade im absoluten Punkt, oder
hat den absoluten Punkt als Doppelpunkt;

3. dritte Stufe des Zirkularititsgrades. Diese Kurve beriihrt
und schneidet die absolute Gerade im absoluten Punkt
und wird vollstindig zirkuldre Kurve genannt. Diese
Kurven teilen sich in drei Typen ein [5]:

a) divergente Parabel. Diese besitzt die absolute Ge-
rade f als Wendetangente im absoluten Punkt F,

b) kubische Parabel. Diese besitzt die Spitze 1. Art im
absoluten Punkt F, und die absolute Gerade f als die
Tangente in dieser Spitze,

c¢) Tridens-kurve (Dreizahn). Diese besitzt einen Kno-
ten im F, wobei f die Tangente eines Zweiges im
Knoten ist.

In der euklidischen Ebene gilt der Czubersche Satz:

Jede zirkulire Kurve 3. Ordnung kann durch die Projek-
tivitit zwischen einen konzentrischen Kreisbiischel und
einen Geradenbiischel erzeugt werden. Der Zentrum des
Kreisbiischels liegt in dem vierfachen Brennpunkt und der
Scheitelpunkt des Geradenbiischels in dem Hauptpunkt der
Kubik [3].

Die Existenz dieses Satzes ist in der hyperbolischen Ebene
in [4] bewiesen. Der Ziel dieser Arbeit ist die Existenz des
Czuberschen Satzes in der isotropen Ebene nachzupriifen.
Um dies zu erreichen wird ein Analogon zum konzentri-
schen Kreisbiischel der euklidischen Ebene, bzw. ein Hy-
peroskulationskreisbiischel benutzt [10].

Ein Biischel der parabolischen isotropen Kreise vom Radi-
us ﬁ in der isotropen Ebene besitzt die Gleichung

F=x>-24y+1=0, )

wobei T der Biischelsparameter ist. Durch zwei Geraden
1=Y _y = Oa

- T (2)

p2=x—-x=0

ist ein Geradenbiischel 9/ mit einem eigentlichen Grund-
punkt V (%,Y) aufgespannt. Dieses besitzt die Darstellung

V=y-y+ux-x) =0, (3)
bzw.
YV=x-3+My-y) =0, 4)

wobei g und A = }l die Biischelsparameter sind.

Durch eine projektive Zuordnung zwischen einem
Kreisbiischel und einem Geradenbiischel entsteht eine zir-
kulire Kurve k> 3. Ordnung [8]. Je nach der Wahl der
Geradenbiischelsparameter erhélt man zwei Typen dieser
Kurven.

Typ 1: Die Zuordnung zwischen den Biischeln (1) und (3)
wird projektiv wenn z. B. T = p gilt. Somit folgt

(¥ —24y)(x—X) —y+¥=0,
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bzw. H=V=F
3
X —2Axy—%2 4+ 24Xy —y+5=0 ) 4 X
was offensichtlich eine vollstindig zirkulidre Kurve 3.
Ordnung darstellt. Mittels einer isotropen Bewegung kann
sie die Form xy = x> 4+ ax? + bx + ¢ erreichen. Somit gehort 1
sie der Klasse der Tridens—Kurven (Abb. 1). -
I 1
y F=H a ol
k!
pt 2
v P p
1 Abb. 2
X
PERE AL 3 Fall (1,2): Die Zuordnung zwischen (1) und (7) firv =1
4 gibt
X —2Axy—x— %2 +2A%y =0, )
p2 was wieder die Gleichung eines Tridens mit @hnlichen Ei-
Abb. 1 genschaften, wie im Fall (1,1), darstellt (Abb. 3.).

Der vierfache Brennpunkt stimmt mit dem Zentrum F des
Kreisbiischels iiberein. Der Hauptpunkt H der erzeugten
Kubik, als der Schnittpunkt der Kubik mit ihren isotropen
Asymptote a, ist im demselben Punkt F [4].

Spezielle Fille entstehen dann, wenn der Scheitelpunkt V
des gegebenen Geradenbiischels mit dem absoluten Punkt
F(0:0: 1) zusammenfillt, wodurch ¥ ein Biischel der
isotropen Geraden dargestellt ist. Um die Gleichung eines
solchen Geradenbiischels % zu bestimmen, wihlen wir die
isotrope Geraden

p1=x—x=0,

p2=x=0.

Dieses besitzt die Darstellung

V=x—-%+mx=0 (6)
mit 1) als Biischelsparameter.

Setzt man in (6) fiir den Biischelsparameter v = Tl], erhilt
man

V=x+v(x-% =0. ©)

Somit entstehen zwei Fille:
Fall (1,1): Aus (1) und (6) fiir n = 7t folgt
£ Z2UxyLx+%=0, ®)

als die Gleichung eines Tridens (Abb. 2.). Die isotrope
Asymptote a dieser Kurve stimmt mit der y-Achse iiberein.
Man sieht leicht, daB der isotrope Kreis x* — 2Ay = 0 mit
der Kubik (8) keinen eigentlichen gemeinsamen Punkt hat.
Er wird so als asymptotischer Kreis der erzeugten Kurve
bezeichnet. Der vierfache Brennpunkt, wie auch der Haupt-
punkt der Kurve, fillt in den Punkt F=V.
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Abb. 3

Die konstruktive Erzeugung fiir die beiden Fille fiihrt
man auf einem Modell, wo die uneigentliche Gerade f mit
dem absoluten Punkt F € f als eigentliche betrachtet wer-
den, auf die folgende Weise durch (dabei sind die parabo-
lische Kreise diejenige Kegelschnitte die zueinander hype-
roskulieren im Punkt F):

Die Tangenten aller isotropen Kreise des Hyperoskulati-
onsbiischels F mit den Beriihrungspunkten auf einer isotro-
pen Geraden i bilden ein Geradenbiischel 7 mit dem Schei-
tel I € f. Alle Kreise des Biischels ¥ sind namlich durch
eine perspektive Kollineation verbundet, wobei f die Ach-
se und F das Zentrum dieser Kollineation sind. Mittels der
Projektivitit zwischen den zwei Geradenbiischeln J und (4
(V = F) wurde eine projektive Zuordnung zwischen den
Geradenbiischel 9/ und den Kreisbiischel ¥ dargestellt, so-
daB dem Kreis k| die Gerade p| = f, dem Kreis k; die Gera-
de py = i und dem entarteten Kreis k3 die isotrope Gerade
p3 zugeordnet ist. Die konstruktive Losung ist in Abb. 4.
ersichtlich.
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Abb. 4

Typ 2: Man nimmt fiir das Geradenbiischel ¥ die Glei-
chung (4). Die projektive Zuordnung zwischen dem
Kreisbiischel (1) und dem Geradenbiischel (4) fiir T = A gibt
die Gleichung

(¥ —24y)(y—3) —x+3=0,

bzw.

Py —yxt = 24 + 2Ayy — x+ X =0, (10)
was offensichlich eine Kurve 3. Ordnung mit dem Zirkula-
rititsgrad 2 bedeutet. Diese Kurve beriihrt die absolute Ge-
rade im Punkt F und schneidet sie in noch einem uneigent-

lichen Punkt M der, wegen (2), die Koordinaten (0: 1 : 0)
besitzt (Abb. 5.).

/

a=pi

Abb. 5 = P2

Im allgemeinen wird die Kubik (10) vom Geschlecht 1.
Man soll bemerken daB ihr Hauptpunkt in den Punkt V fillt.

Bei diesem Typ kann auch der Scheitelpunkt V ein unei-
gentliches Punkt sein. Einfachkeit wegen kann der mit dem
Punkt M iibereinstimmen. Das Geradenbiischel wird dann
durch zwei Geraden

g1=y-y=0,
8=y=0,

aufgespannt, soda8 zwei Fille moglich sind. Seine Glei-
chung lautet

M=y-y+3y=0, (11)
bzw.
M=y+o(y-y) =0 (12)

wobei d und o = % die Biischelsparameter sind.

Fall (2,1): Die projektive Zuordnung zwischen den
Biischeln (1) und (11) erzeugt die Kubik mit der Gleichung

X’y —24y* —y+5=0 (13)
die vom Zirkularititsgrad 2 ist (Abb. 6.).

F

Abb. 6

Fall (2,2): Ist das Kreisbiischel (1) in der projektiven Zu-
sammenhang mit den Geradenbiischel (12), entsteht wieder
eine Kubik vom Zirkularititsgrad 2 (Abb. 7.). Die Glei-
chung dieser Kubik besitzt die Form

X2y — yx* — 2Ay* 4 245y —y = 0. (14)

In beiden Fillen sind die erzeugte Kurven vom Geschlecht
1. Sie besitzen denselben isotropen Schmiegungskreis mit
der Gleichung x> — 2y — 1 = 0, der die Kubik im absoluten
Punkt F beriihrt und mit ihr keinen weiteren gemeinsamen
Punkt hat. Der uneigentliche Punkt V = M ist der Wende-
punkt wie auch der Hauptpunkt der Kubik [2].

Aus dargestellten Betrachtungen kann man schlieBen:

Durch die projektive Zuordnung zwischen einen Biischel
konzentrischen isotropen Kreise und einen Geradenbiischel
entsteht immer eine zirkuldre Kurve dritter Ordnung vom
Zirkularititsgrad zwei oder drei, was nur von der gege-
benen Projektivitit und der Lage des Scheitelpunktes des
Geradenbiischels abhiingig ist. In den Punkt F fillt im-
mer der vierfache Brennpunkt der Kubik. Im Fall die Ku-
bik vom Zirkularititsgrad zwei ist, fallt der Hauptpunkt
immer in den Scheitelpunkt des Geradenbiischels. Fiir
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die vollstandig zirkuldre Kubik gilt dieses im allgemeinen
nicht. Es gilt nur dann, wenn der Scheitelpunkt des Gera-
denbiischels mit dem absoluten Punkt F iibereinstimmt.

F 3

V=H=M

Abb. 7

Bemerkung. Die kubische Parabel wie auch die divergente
Parabel wurden hier nicht betrachtet, da keine solche Kur-
ve mittels Hyperoskulationskreisbiischels erzeugt werden
kann [9].

Auf Grund der obigen Betrachtungen kann man einen Ana-
logon des Czuberschen Satzes in der isotropen Ebene auf
die folgende Weise formulieren.

Satz.

Jede zirkulidre Kurve 3. Ordnung des Zirkularititsgrades
zwei, wie auch vollstindig zirkulire Tridens-Kubik in der
isotropen Ebene kann als Erzeugnis einer projektiven Zu-
ordnung eines konzentrischen Kreisbiischels und eines Ge-
radenbiischels mit dem Scheitelpunkt im Hauptpunkt dieser
Kurve betrachtet werden.

Beweis. Sei eine zirkuldre Kurve 3. Ordnung des Zirku-
laritdtsgrades zwei in der isotropen Ebene gegeben. Man
nimmt den Scheitelpunkt V eines Geradenbiischels ¥/ in
ihrem Hauptpunkt H. Eine beliebige Gerade p; durch den
Punkt V schneidet die Kubik in noch zwei Punkten A und
B. Dieses Punktepaar bestimmt ein Kreisbiischel K. Jeder
Kreis k; aus K schneidet die Kubik in zwei weiteren Punk-
ten C; und D;. Im K gibt es nur ein Kreis k; bei dem die
Schnittpunkte C; und D; mit dem Punkt F zusammenfallen.
Dieser Kreis hat F als den viermalszidhlender Schnittpunkt
mit der Kubik.

Fiir jede beliebige Gerade p; € ¥ existiert ein solcher
Kreis kj € K, der F als viermalszihlender Schnittpunkt
mit Kubik hat. Alle solche Kreise k; hyperoskulieren zu-
einander im F und bilden deswegen ein Hyperoskulations-
kreisbiischel F, der in projektiven Zuordnung mit ¥ steht
und die gegebene Kubik erzeugt.

Sei jetzt eine vollstindig zirkuldre Tridens-Kubik gegeben.
Eine beliebige Gerade p; € ¥V, V = H = F, schneidet die
Kubik, auBer im Doppelpunkt F, in noch einem Punkt Q.
Mit diesem Punkt ist ein Kreisbiischel & der kongruenten
isotropen Kreise eindeutig bestimmt [10]. Jeder Kreis &;
aus X schneidet die Kubik in zwei weiteren Punkten C; und
D;. In K existiert nur ein Kreis k) der mit der Kubik keinen
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weiteren Schnittpunkt auBler F besitzt. Dieser Kreis hat F
als den fiinfmalszahlender Schnittpunkt mit gegebener Ku-
bik.

Fiir jede Gerade p;j € V existiert ein solcher Kreis k;, der
F als fiinfmalszahlender Schnittpunkt mit Kubik hat. Al-
le solche Kreisen k; haben auBer F keinen anderen Punkt
gemeinsam und bilden deswegen ein Hyperoskulations-
kreisbiischel F der im projektiven Zuordnung mit ¥ steht
und die gegebene Kubik erzeugt.
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