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Zakljucni teoremi o trokutu u podrucju
Wallace-Simsonovog teorema

SAZETAK

Smatra se ([4]) da je Wallace-Simsonov teorem jedan
od najljepsih na podrucju geometrije trokuta. Osobi-
tu vaznost ima u ravninskoj kinematici ([2,5]) gdje na
natin koji ne nalazimo nigdje drugdje u literaturi po-
tice raspravu o nekim klasi¢nim, ali i novim teoremima.
Rad se bavi nekim istaknutim tockama i krivuljama koje
nastaju zrcaljenjem totke na stranicama trokuta.

Klju€ne rijeci: Wallace-Simsonov teorem, homologni po-
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Closure Theorems at Triangles in the Sphere of
WALLACE-SIMSON Theorem

ABSTRACT

The WALLACE-SIMSON theorem is considered ([4]) as
one of the most beautiful theorems in the field of Geo-
metry of triangles. Especially its importance for plane
kinematics ([2,5]) is the starting point for discussing so-
me classical but also new theorems in the sphere of the
WALLACE-SIMSON theorem so far not found in any lite-
rature. The paper deals with some characteristic points
and curves, if we reflect a point at the sides of a triangle.

Key words: Wallace-Simson theorem, homological po-
sitions, polar triangle

MSC: 51N20, 53A17

egeben seien in der Euklidischen Ebene ein Drei-
Geck Pi2P>3P31 und ein Punkt X. Die Spiegelung

von X an den Seiten des Dreiecks liefert die Punk-
te X;, X2, X3. Interpretiert man das Dreieck Pj2Po3P3; als
Poldreieck dreier Lagen einer bewegten Ebene ([2,5]), so
sind X, X2, X3 homologe Punktlagen. Der Punkt X heif3t
Grundpunkt dieser homologen Punktlagen (Bild 1). Der
Mittelpunkt X* des Kreises k durch die Lagen Xj, X5, X3 ist
der zu X isogonale Punkt beziiglich des Poldreiecks.

Satz 1 (WALLACE-SIMSON):

Genau fiir die Punkte X des Umkreises u eines Poldreiecks
P12 P23 P gilt: Die homologen Lagen Xy, Xz, X3 sind kolli-
near.

Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 entartet der Kreis
k durch die homologen Lagen zu einer Geraden w := k, der
sogenannten WALLACE-Geraden' zum Punkt X (Bild 2).

Alle WALLACE—Geraden eines Dreiecks bilden ein Gera-
denbiischel durch den Hohenschnittpunkt H.

Bild 1: Homologe Punkte X1, X3, X3

! In der urspriinglichen Fassung des Satzes ([8]) wird als
WALLACE-Gerade die zu w parallele Verbindungsgerade der Lot-
fuBpunkte von X auf die Dreiecksseiten bezeichnet.
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Bild 2: WALLACE-Gerade w zum Punkt X

Satz 2:
Spiegelt man eine Gerade g an den Seiten des Poldreiecks

Py2P»3 P31 (Bild 3), dann gilt fiir das durch gy, g2, g3 be-
stimmte Dreiseit homologer Geraden:

(I) Der Radius p des Inkreises k; des Dreiseits ist gleich
dem Abstand von g zum Hohenschnittpunkt H.

(II) Der Inkreismittelpunkt M des Dreiseits liegt auf dem
Umkreis des Poldreiecks. Die WALLACE—Gerade w
zum Punkt M ist die zu g parallele Gerade durch H.

(IIT) M ist Perspektivzentrum des Poldreiecks und des
Dreiseits.

Bild 3: Homologe Geraden g1, g2, &3

Beweis. Aus Satz 1 folgt, daB die Spiegelbilder einer
WALLACE-Geraden w sich in einem gemeinsamen Schnitt-
punkt M auf dem Umkreis schneiden. Fiir eine zu w im
Abstand p parallele Gerade folgen genau die Aussagen (I)
und (II). SchlieBlich sind die zur Schar der zu w parallelen
Geraden gehorenden Spiegeldreiseite zentrisch dhnlich mit
Ahnlichkeitszentrum M. Die Eckpunkte der Spiegeldreisei-
te liegen notwendig auf den Verbindungsgeraden entspre-
chender Eckpunkte des Dreiecks mit M und es folgt (III).
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Sei k; ein beliebiger Kreis mit Radius p und Mittelpunkt auf
dem Umkreis des Poldreiecks. Die gemeinsamen Tangen-
ten g und & an die homologen Lagen ki, k2, k3 des Kreises
k; sind genau jene Grundgeraden, deren Dreiseite homolo-
ger Lagen k; als Inkreis besitzen (Bild 4).

Bild 4: Grundgeraden g und A, deren homologe Lagen
einen Kreis k; beriihren.

Fiir p = 0 sind g und 4 mit der WALLACE-Geraden zum
Punkt M identisch. Die Ermittlung jener Grundgeraden, de-
ren Inkreise ihrer homologe Lagen einen vorgegebenen Ra-
dius besitzen bzw. eine beliebig gewihlte Gerade beriihren,
ist elementar.

Im weiteren sind alle Kreise k durch homologe Punktlagen
gesucht, die einen konstanten Radius besitzen bzw. mit ei-
nem beliebig vorgegebenen Punkt inzidieren. Sind ey, €23,
e3; die Abstinde des zu X isogonalen Punktes X* zu den
entsprechenden Eckpunkten des Poldreiecks, r der Radius
des Kreises k (mit Mittelpunkt X*) durch Xi, X, X3 und p2
die Potenz von X* beziiglich des Poldreiecksumkreises &,
so gilt die folgende Idenditat ([1,5])

e1nexes = p°r. (1

Aus (1) folgt, daB alle Grundpunkte X zu Umkreisen ho-
mologer Lagen mit konstantem Radius auf einer trizirkula-
ren Kurve 6. Grades, der sogenannten R|—Kurve [5], liegen.
Insbesondere enthilt die Rj—Kurve mit jedem Punkt X auch
dessen isogonalen Punkt X*.

Fiir die Rj—Kurve wies ALT [1] eine Realisierung als
Koppelkurve eines Gelenkvierecks nach. Es soll nun-
mehr gezeigt werden, daB dieselbe Kurve punktweise als
Schnitt entsprechender Kreise zweier Kreisbiischel kon-
struiert werden kann.

Da X, X;, X; jeweils auf Kreisen um P;; liegen, gilt wegen
des Zentriwinkelsatzes fiir die Winkel in Bild 5
AXP1oP3 = £XX1 X5 =: 0,

AXPjoPs = £XXoX) =: 0,

£XPiPy = £XXo X3 =: B,

£X P3Py = £XX3X5 =: B,

AX Py P = £XXa X1 =i %15

KXP31P23 = KXX1X3 =Y.
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Bild 5

Fiir die homologen Lagen X{, X3, X} aller Grundpunkte X’
auf dem Kreis durch X, P»3, P3; gilt dann

£X3X3X| = £X,X3X) = B2+ 11 = const.

Lauft dagegen X’ auf dem Kreis durch X mit Mittelpunkt
Py, so ist X{X; eine Sehne konstanter Linge desselben
Kreises zum Zentriwinkel 2(ot; 4+ o2). Ein fest gewihlter
Radius r des Kreises durch X{, Xj, X3 ordnet jedem Kreis
B, +v1 = const. iiber Pp3P3; in eindeutiger Weise einen
Kreis um P}, mit Radius R gemal

Rcos(B2+v1) = rcos(oy + o)

zu. Die (reellen) Schnittpunkte einander zugeordneter Krei-
se sind genau die gesuchten Grundpunkte (Bild 6).

Bild 6: Punktweise Erzeugung der Rj—Kurve mittels zwei-
er Kreisbiischel

Ersetzt man in (1) r durch den Abstand dist(X*,Z), wobei Z
ein beliebiger festgewihlter Punkt sei, dann ist (1) genau fiir
jene Punkte X* erfiillt, die Mittelpunkte von mit Z inzidie-
renden Spiegeldreiecksumkreisen sind. Es erweist sich da-
bei (1) als Gleichung 5. Grades. Die Eckpunkte des Poldrei-

ecks sind Singularititen der Losungsquintik (Bild 7), wel-
che Z,,—Kurve genannt werden soll.

Fiir Z = H zerfillt die Kurve Z,, in die Ferngerade und eine
Quartik mit genau 3 reellen, in die Ecken des Poldreiecks
fallenden isolierten Punkten. Es sind also die WALLACE-
Geraden (im Sinne der M&bius—Geometrie) die einzigen
Kreise durch homologe Punktlagen, welche mit H inzidie-
ren.

Bei welchen Lagen von Z spaltet sich eine eigentliche Ge-
rade von der Z,, ab, d.h. wann existiert ein mit Z inzidieren-
des Kreisbiischel? Eine solche Gerade ist in trivialer Weise
jede Poldreiecksseite. Man wihle fiir Z den der Seite ge-
geniiberliegenden Pol oder dessen Spiegelpunkt beziiglich
dieser Seite. Im ersten Fall zerféllt die Restquartik in ein
Paar konjugiert komplexer Geraden durch den Pol und in
den mit H inzidierenden Kreis durch die beiden iibrigen
Pole.

Bild 7: Z,—Kurve und Mittelpunkt X* eines mit Z inzidie-
renden Kreises k durch homologe Punkte.

Bemerkung 1: Jeder (reelle) Fernpunkt der Z,, ist “Mit-
telpunkt” einer WALLACE-Geraden durch Z. Fir Z # H
existiert damit genau ein Fernpunkt der Z, mit einer zur
WALLACE-Geraden HZ normalen Asymptote. Sei az die
Asymptote der Z, und Z* der Schnittpunkt von az und
HZ. Experimentell kann gezeigt werden, daB Z der Schnitt-
punkt der Asymptote der Z;, mit HZ ist. Ein geometri-
scher Beweis des involutorischen Charakters der Abbildung
1:Z = \(Z) := azNHZ der Punkte auf einer WALLACE-
Geraden HZ ist nicht bekannt.

Bemerkung 2: Indem man sukzessive die homologen Lagen
X1, Xa, X3 als neues Poldreieck zum selben festgewihlten
Grundpunkt X wihlt, wird ein iterativer Prozef erklért, der
eine Folge von Dreiecken liefert [6], die aus 3 Serien un-
tereinander dhnlicher Dreicke besteht. GemaB der in Bild 5
dargestellten Winkelverhiltnisse erhilt man namlich nach
jeweils 3 Schritten ein zum Ausgangsdreieck dhnliches
Dreieck.
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Ein weiterer eng mit WALLACE—Geraden verkniipfter Satz
ist folgender

Satz 3:

Die Kreise ky durch X5, X3, P»3, ka durch X3, X1, P3; und k3
durch X, X», P17 sind kopunktal. Der gemeinsame PunktY
liegt auf dem Umkresis k, des Dreiecks P2 Py3 P31 (Bild 8).

Bild 8

Beweis. Sei g die Verbindungsgerade XH. GemilB Satz
2 schneiden sich die Spiegelgeraden gj, g2, g3 in jenem
Punkt Y des Umkreises k,, dessen WALLACE—-Gerade g
ist. Sei o := £P31P12P3, dann ist £XP12X; = 200 und
£g1g2 = 2a und folglich liegen Y, P2, X, X, auf einem
gemeinsamen Kreis, ndmlich k3. Analoge Aussagen gelten
fiir Y beziiglich der Kreise k; und &z, d.h. Y ist gemeinsa-
mer Punkt jener 3 Kreise.

Bemerkung 3: Satz 3 wird in [7] ohne Beweis erwihnt. Ins-
besondere fehlt dort der Zusammenhang des gemeinsamen
Punktes Y mit der WALLACE-Geraden XH.

Bild 9
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GemiB dem 1. Satz von CLIFFORD ([3,7]), definieren die
tibrigen 6 Schnittpunkte von 4 kopunktalen Kreisen noch 4
weitere ebenfalls kopunktale Kreise.

Satz 4:

Die Kreise ki durch Xy, P31, P2, k; durch Xa, Pi2, P
und k3 durch X3, P23, P3; sind kopunktal. Der gemeinsame
Punkt Y* liegt auf dem Umkreis k;, des Dreiecks X1 X2X3
(Bild 9).

Da die Kreise k}, k3, k3 die an den Dreieckseiten gespiegel-
ten Sehnenkreise durch X iiber diesen Seiten sind, “sieht”
der Punkt Y* die Dreieckseiten im wesentlichen unter dem-
selben Winkel wie X. Es soll deshalb Y* der zu X kollate-
rale Punkt genannt werden. Folgerichtig ist umgekehrt X
der zu Y* kollaterale Punkt.
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