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Conic Section Pencil Given by a Double Point and
Two Single Real Points

ABSTRACT

The algorithm is presented for the determination of co-
efficients in the equation of the type IV conic section
pencils when the pencil is given by three base points
one of which is a double point. In order to work with
the points in infinity, the homogeneous coordinates are
introduced. The approach is illustrated by several exam-
ples.

Key words: conic section pencil, homogeneous coordi-
nates, computer graphics

Pramen konika zadan pomocu jedne dvostruke
i dviju jednostrukih realnih tocaka

SAZETAK

Prikazan je algoritam za odredivanje koeficijenata u jed-
nadzbi pramena konika tipa IV kad je pramen zadan s tri
tocke od kojih je jedna dvostruka. Da bi se moglo radi-
ti s neizmjerno dalekim totkama uvedene su homogene
koordinate. Postupak je ilustriran s nekoliko primjera.

Kljucne rijeci: pramen konika, homogene koordinate,
racunalna grafika

MSC: 51Ng9

1. Uvod

razlicite toke A, B, C i D. Pramen konika tipa IV

(S&uri¢ i Sachs, 1995, 1997) karakteriziran je SVOj-
stvom da se temeljne tocke C i D podudaraju. Tom dvostru-
kom tockom prolazi zajedni¢ka tangenta svih konika pra-
mena.

P ramen konika opéenito je odreden s Cetiri realne i

Graficki prikaz pramena konika moZe se uinkovito ostva-
riti primjenom ralunala i prikljuéenog uredaja za crtanje.
Matemati¢ka osnova razvijenog softvera opisana je u ra-
du (Lapaine 1997). U ovome radu daje se algoritam za
racunanje koeficijenata u jednadZbi pramena konika tipa IV,
ako je pramen zadan s tri to¢ke (od kojih je jedna dvostruka)
i zajedni¢kom tangentom svih konika pramena. Postupak se
temelji na primjeni homogenih koordinata kako bi se i ne-
izmjerno daleke tocke ravnine mogle analiti¢ki obuhvatiti
posve analogno kao i tocke u konacnosti.

2. Pramen konika

Neka su

B y)i= arx* -+-2b1xy+cly2 +2dix+2e1y+ f1 =0,
@.1)

G(x,y) = apx® + 2baxy + coy* + 2dpx + 2e2y + f = 0,
2.2)

jednadzbe dviju konika. Za proizvoljni u € R sastavimo iz-
raz

H(x,y) = F(x,y) + uG(x,y). (2.3)
Polinom H je oblika

H(x,y) = ax* + 2bxy + cy* +2dx+2ey + f, (2.4)
gdje smo oznacili

a—ai tluwy. -, = fi FlU. (2.5)
Za svaki pojedini u € R, izraz

H(x,y) = F(x,y) + uG(x,y) =0 (2.6)

je jednadzba konike ako je barem jedan od brojeva a, bic
razli¢it od nule. Ako je a =b = ¢ = 0 tada se radi o speci-
jalnim, ali jednostavnim slu¢ajevima (Lapaine, 1997).

Za zadane realne brojeve ay,by,... , f1,a2,b2,... , 21 H€ER
skup svih konika obuhvacenih jednadZbom (2.6) naziva se
pramenom konika. Konike pomocu kojih je pramen defini-
ran i kojima odgovaraju jednadZbe

F(x,y)=0 i G(xy)

nazivaju se osnovnim konikama pramena.
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Za svaki Cvrsti u € R jednadZba (2.4) predstavlja jednu kri-
vulju pramena ili u specijalnom slu¢aju prazan skup. Jedan
nacin odredivanja tipa konike s moguénos¢éu grafickog pri-
kazivanja pomocu racunala objasnjen je u radu (Lapaine i
Jovici¢ 1996).

3. Pramen konika zadan pomocu jedne dvo-
struke i dviju jednostrukih realnih tocaka

Ako su zadane &etiri tocke P;(x;,y;), i = 1,2,3,4, u ravnini,
od kojih nikoje tri nisu kolinearne, te ako je
gik = aux+buy+ci =0, i#k, (3.1
jednadzba pravca PP, tada je jednadZbom

812834+ 1813824 =0 3.2)

predocen pramen konika kojem su toc¢ke P; temeljne. Sve
konike pramena prolaze tockama P; (Cesarec 1957).

Slika 1: Pramen konika tipa IV

Neka su sada zadane tri nekolinearne tocke A, B i C i ne-
ka je ¢ bilo koji pravac koji prolazi tockom C, ali ne sadrZi
tocke A i B. Oznac¢imo pravac kroz tocke A i B sa g, pravac
kroz tocke A i C sa g, te pravac kroz tocke B i C sa g (vidi
sliku 1). Ako su

t=0, g=0, g =0 i g=0 (3.3)

jednadzbe navedenih pravaca, tada je
g182+ugt=0 (3.4)

jednadZba pramena konika kojem su A, B i C temeljne
tocke, a t zajednicka tangenta svih konika pramena. Zaista,
to¢ka A je temeljna tocka pramena jer leZi na pravcima g i
g1, tocka B je temeljna jer leZi na pravcima g i g2, a tocka C
je temeljna jer je sjeciSte pravacat i g1(g2). Za svaki zada-
ni u jednadzba (3.4) predstavlja jednu koniku pramena. Za
to¢ku (x,y) koja je zajedni¢ka proizvoljnoj konici pramena
i pravcu ¢(x,y) = 0 mora biti

g1(x,y) g2(x,y) =0, (3.5)
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§to vrijedi samo za toCku koja je istovremeno na pravci-
matig) ilitigy. Dakle, radi se o tocki C. Odatle za-
kljuCujemo da je pravac ¢ zajedniCka tangenta svih koni-
ka pramena jer sa svakom konikom ima samo jednu zajed-
ni¢ku to¢ku. Ta zajednicka tocka C naziva se dvostrukom
temeljnom toCkom pramena. MoZe se takoder reci i da je
pramen zadan s Cetiri to¢ke od kojih su dvije pale zajedno.

4. Homogene kartezijeve koordinate
u ravnini

Pod homogenim kartezijevim koordinatama tocke P(x,y)
podrazumijevamo uredenu trojku realnih brojeva (xg,x1,x2)

za koje je
x=2  y=2 4.1)
X0 X0

Iz definicije slijedi da homogene koordinate (xg,x,x2) ni-
su jednozna¢no odredene pomoéu nehomogenih (x,y), jer
ih jo§ moZemo pomnoziti bilo kojim realnim brojem raz-
li¢itim od nule, a da ipak daju iste vrijednosti x i y. Tako
NpEsZa %=3, ) =2 1mamoxg =1L % —3, 1 — 2, ali'i
X0 =2, X% =0s1:=41td.

Ako je xo = 0, a xj i xp razli¢ito od nule, tada je x = o
iy =oo, tj. ta je tocka neizmjerno daleka tocka ravnine i
leZi na spojnici ishodista koordinatnog sustava s tockom
(x1,x2). I ba§ zbog toga, §to su neizmjerno daleke tocke
ravnine karakterizirane time da im je homogena koordi-
nata jednaka nuli, uvodimo homogene koordinate. Tako
moZemo te osobite tocke ravnine analiticki svladavati jed-
nako kao i to¢ke u kona¢nosti (Cesarec 1957). Na primjer,
neizmjerno daleka tocka osi x ima homogene koordinate
(0,1,0), a onanaosiy (0,0,1).

Uobi¢ajena oznaka za homogene koordinate je (xo : x; : x2),
ali u ovome radu ée se rabiti (xq,x;,x;) jer se radi o uredenoj
trojki brojeva, a ne o produZenom razmjeru. Osim toga, ta-
kav zapis je identian onome koji se upoptrebljava pri pro-
gramiranju.

Trojka (0,0,0) nema znacenja i iskljucuje se iz razmatranja.

5. Jednadzba pramena konika zadanog po-
moc¢u jedne dvostruke i dviju jednostrukih
realnih tocaka i homogene koordinate

Neka su pomoéu homogenih koordinata zadane tri tocke

A (x04,X14,%24)

B (x0B,X18,X2B) (5.1
C (xoc,X1€,%2c)-

Moze se vidjeti da se jednadZba pravca g koji prolazi
tockama A i B moZe napisati u obliku

gxx+g,\')’+gz=0 (52)
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gdje smo oznacili

_ |xmB x4
gX o 9
X0B  X0A
XIB XIA
e 53
: XoB  XoA|’ 12:3)
—loy A
o= .
XB XA

Analogno imamo za pravac g; koji prolazi to¢kama Ci A
81X+ 81,y +81: =0, (5.4)

gdje smo oznacili

= IR
Slx = ’
X0A X0C
X1A XIC
== 5.5
gl) xOA xOC ) ( )
X1A XIC
glz = I
X24 X2C

kao i za pravac g; koji prolazi tockama C i B

gux+ 82y +82: =0, (5.6)
uz oznake

= |op e
8*=  bww xc|’

= Wi Mo
T Sl (5.7
=y

. X8 Xoc|

Pravac t prolazi tockom C, a njegov smjer neka odreduje
pomocéna tocka T’ s homogenim koordinatama

T = (xof . %17, %21 ) (5.8)

JednadZba pravca t koji prolazi to¢kama C i T tada glasi
thx+ty+t, =0, 5.9

gdje smo oznacili

o XaTr  X2C
S ileeny b]
Xor XoC
e Tag
b= i Yot (5.10)
=T XIC
L= :
Xor  X2C
U 3. poglavlju ustanovili smo da je
g182+ugt =0 (34

jednadZba pramena konika kojem su A, B i C temeljne
tocke, a ¢t zajedniCka tangenta svih konika pramena. Po-
modu relacija (5.1)—(5.10) moZe se izvesti da je g1 g2 oblika

g182=F(x,y)
2 (5.11)
= ajx* + 2bixy + c1y* +2d1x + 2e1y + fi,

uz oznake
ap = 81x82« by = 5(81x82y + 81y82x)
C1 = 81y82y di = L(g1x82: + 81:82x) (3.12)
S %(gl)'gZZ'*'glngy) 1 = 812822
Analogno, gt je oblika
gt =G(x,y)

. (5.13)

=ax* + 2baxy + 2y + 2dax + 2exy + f2,

uz oznake
G5 = Olx by = %(gxty +8ytx)
c2 = gyty dy = %(g,tz + g:tx) (5.14)

€)= %(gytz + gaty) f2 =8tz

Pomo¢u izvedenih formula moZemo sastaviti program za
ratunalo koji na temelju zadanih toaka A, B, CiT odreduje
koeficijente u jednadZbi pramena

F(x,y) + uG(x,y)
=a1x* +2b1xy+ cly2 +2d\x+2e1y+ fi+
- ,u(agx2 + 2byxy + coy? +2dyx+2e2y+ f2) = 0.

6. Primjeri

Prethodna su razmatranja izvedena pocetkom 1990-ih radi
izrade crteza za rad Klassifikationstheorie der Kegelschnit-
tbiischel vom Typ IV der Isotropen Ebene, II, V. Séurié i
H. Sachsa koji je objavljen 1997.

Za proucavanje geometrije izotropne ravnine moZe se upo-
trijebiti npr. monografija H. Sachsa (1987). Buduci da
ratunala poCetkom 1990-ih nisu imala ugradeno poznava-
nje geometrije izotropne ravnine, a koliko mi je pozanto
nemaju ni danas, trebalo se nekako snaci, odnosno pojedi-
ne jednadzbe ,prevesti’ na jezik geometrije euklidske ravni-
ne. U tu je svrhu, na temelju u ovome radu prikazanih for-
mula, bio sastavljen odgovarajuci potprogram za ratunalo
u Basicu, koji polazeéi od zadanih homogenih koordinata
totaka A, B, C i T odreduje koeficijente u jednadzbi pri-
padnog pramena konika. Postupak se temelji na primjeni
homogenih koordinata kako bi se i neizmjerno daleke tocke
ravnine mogle analiti¢ki obuhvatiti analogno kao i one u
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konaénosti. Tocka C je dvostruka tocka, a tocka T je po-
mocna tocka koja zajedno s toc¢kom C definira zajedniku
tangentu svih konika pramena.

Nakon §to su bili izraGunani koeficijenti u jednadZzbi pra-
mena, primjena odgovarajuceg programa omogucila je gra-
ficko prikazivanje pramena (Lapaine 1997). Postupak se
odvija na taj nacin da se najprije za svaku krivulju pra-
mena izratunaju koordinate niza uzastopnih tocaka. Pri-
tom se gustoca toaka uzduZ pojedine krivulje i gustoa
krivulja u pramenu mogu interaktivno regulirati. Gustoca
to¢aka uzduZ pojedine krivulje bira se tako da se pri iscrta-
vanju ne primijeti izlomljenost linije, ali da se istovremeno
prevelikom gusto¢om ne preopterecuje memorija i vrijeme
izvodenja. Gustoca krivulja u pramenu odreduje se odabi-
rom koraka parametra na taj nacin da na slici ne bude pre-
viSe linija te time slika necitljiva i na djelovima zacrnjena,
ali da se istovremeno prikaZu sve karakteristicne krivulje
pramena.

Nakon §to smo zadovoljni s prikazom na ekranu monitora,
slika se sprema u . DXF zapisu kako bismo je mogli uitati
u AutoCAD te dalje uredivati. Tu se prvenstveno misli na
opis slike, eventualno brisanje suviSnih elemenata te zada-
vanje boje, odnosno debljine onih linija koje na slici Zelimo
istaknuti.

Primjeri koji slijede oznaceni su u skladu s radom (Seuri¢ i
Sachs, 1997).

Primjer 1.: Pramen tipa IV3

Zadane su tocke u homogenim koordinatama A(1,4,4),
B(1,4,0), dvostruka to¢ka C(1,0,0) i pomocna toCka
T(1,0,1). JednadZba pramena je:

xy—y +p(x* - 4x) =0.

Slika 2: Pramen tipa IV3
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Primjer 2.: Pramen tipa V4 ) 1

Zadane su toke u homogenim koordinatama A(0,3,1),
B(0,1,4), dvostruka to¢ka C(1,0,0) i pomocéna tocka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

4x* — 13xy + 3y* + uy = 0.

4

Slika 3: Pramen tipa IVy | 1

Primjer 3.: Pramen tipa IV, >

A 1.2);
B(1,3,6), dvostruka totka C(0,1,0) i pomocna tocka
T(1,1,0). Jednadzba pramena je:

Zadane toCke u homogenim koordinatama:

¥ = 8y+12+p(2xy—»%) =0.

Slika 4: Pramen tipa V4 2
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Primjer 4.: Pramen tipa IV4 2

Zadane tocke u homogenim koordinatama: A(1,1,1),
B(1,—1,—1), dvostruka to¢ka C(0,1,0) i pomoc¢na totka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

¥ = 1+p(xy—y") =0.

Primjer 6.: Pramen tipa V7

Zadane totke u homogenim koordinatama: A(0,1,1),
B(1,—-0.5,1.5), dvostruka tocka C(1,0,0) i pomoé¢na tocka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

3 = 20y —y* +p(xy —y* +2y) =0.

Slika 5: Pramen tipa IVy 2«

Primjer 5.: Pramen tipa IVs

Zadane totke u homogenim koordinatama: A(0,1,0),
B(0,1,2), dvostruka tocka C(1,0,0) i pomoéna tocka
T(1,0,1). JednadZzba pramena je:

2xy—y? +ux=0.

Slika 7: Pramen tipa IV

Primjer 7.: Pramen tipa IVg

Zadane totke u homogenim koordinatama: A(0,0,1),
B(1,2,2), dvostruka to¢ka C(1,0,0) i pomocna tocka
T(1,1,0). JednadZba pramena je:

X —xy+u(xy—2y) =0.

Slika 6: Pramen tipa IVs ;

Slika 8: Pramen tipa IV
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Primjer 8.: Pramen tipa IVy;

Zadane tocke u homogenim koordinatama: A(1,2,0),
B(1,-2,0), dvostruka totka C(0,0,1) i pomoéna tocka
T(1,0,1). JednadZba pramena je:

X —44uxy=0.

o=
a=

Slika 9: Pramen tipa Vo

Primjer 9.: Pramen tipa [V}

Zadane to¢ke u homogenim koordinatama: A(0,1,1),
B(1,0,2), dvostruka to¢ka C(0,1,0) i pomoéna tofka
T(1,1,0). JednadZzba pramena je:

y—2+uxy—y*+2y) =0.

Slika 10: Pramen tipa IVig

Primjer 10.: Pramen tipa IV}3

Zadane toCke u homogenim koordinatama: A(1,0,0),
B(1,1,3), dvostruka totka C(0,1,0) i pomoéna toka
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T(0,0,1). JednadZba pramena je:
¥ =3y+u(3x—y)=0.

e

\B ./

Slika 11: Pramen tipa IV)3
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