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On the Constructions of the Golden Triangles
ABSTRACT

This article proves that there exist the infinite num-
ber of the golden triangles ABC, with sides AB= 1 and
BC = (v/5—1)/2. Itis derived the inequality which must
satisfy the angle at a vertex A of each of these triangles,
and it is shown that two isosceles and two right golden
triangles are between them.
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0 konstrukcijama zlatnih trokuta
SAZETAK

Dokazuje se da postoji beskonatno mnogo zlatnih tro-
kuta ABC sa stranicama AB= 1 i BC = (v/5—1)/2. lzvodi
se nejednakost koju mora zadovoljavati kut pri vrhu A
svakoga od tih trokuta, te pokazuje da medu njima pos-
toje dva jednakokratna i dva pravokutna zlatna trokuta.

Klju€ne rijeci: zlatni rez, zlatni trokut

MSC: 51M15

1. Uvod

zlatnom rezu nedavno je izaSao Clanak [S] u
O MFL-u, a 1995. knjiga [1] poznatog matematiCara

Beutelspachera. Oba se autora doticu i zlatnog tro-
kuta. Medu autorima koji su prvi, u svezi sa zlatnim rezom,
promatrali zlatni trokut bili su V. E. Hoggatt, jr. i M. Bick-
nell u ¢lanku [2] i knjizi [3].
U ovome radu navode se dvije definicije zlatnih trokuta
([3,2]) te dokazuje da su one ekvivalentne.

Nadalje, daju se konstrukcije zlatnih trokuta kojima su poz-
nate dvije stranice kojih je omjer jednak broju zlatnog reza.

2. Definicije i stavci o zlatnom trokutu

Kao §to je uobiajeno, omjer (1 + V/5) /2 zlatnoga reza oz-
nacavat éemo sa @. (Na slici 1. crvenom je linijom istaknu-
ta konstrukcija duzine AD €&ija je duljina 1/®.) Kako smo
u Uvodu istaknuli, navodimo dvije ekvivalentne definicije

zlatnoga trokuta te dva stavka o njemu. Treba napomenuti
da su te definicije i stavci u lijepoj analogiji s dobro pozna-
tom definicijom i svojstvom zlatnoga pravokutnika.

Definicija 1. ([3])

Zlatni trokut je onaj kojemu je, kad se njemu slican trokut
ukloni iz njega, omjer njegove povrsine i povrsine preosta-
loga trokuta jednak @.

Definicija 2. ([2])

Zlatni trokut je onaj trokut kojemu je omjer dviju stranica
jednak .

Stavak 1. ([2])

Zadan je omjer k dviju stranica trokutaa i b, a/b=k > 1.
Trokut sa stranicom jednakom b moZe se ukloniti tako da
trokut koji ostaje bude slican pocetnom ako i samo ako je
k=

Stavak 2. ([2])

Zadan je omjer k > 1 dviju stranica trokuta. Trokut
sli¢an po&etnomu moZemo ukloniti tako da omjer povrsina
pocetnog i preostaloga trokuta bude jednak k ako 1 samo
ako je k = .

Stavak 3.
Definicija 1. i Definicija 2. su ekvivalentne.

Dokaz. Neka je AABC zlatni prema definiciji 1., tj. kad se
njemu sli¢an ACDB ukloni iz njega, omjer povrsine zlat-
nog AABC i povriine preostaloga AADC je @ (slika 1.). Iz
sli¢nosti AABC i ACDB slijedi proporcionalnost njihovih
stranica AB : BC = BC : BD.

Slika 1.

Buduéi da AABC i AADC imaju istu visinu y na stranicu
AB, odnosno AD, moZe se napisati
1 s =
(34B-y): (3AD-y) = @,
§to je ekvivalentnos AB: AD = @.
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Kako je AB=AD+ BD = AB/®+ BD, to je

BD =AB(®—1)/.

Konaéno je
AB:BC=BC:BD=®/(®—1)BC:AB = ®*BC: AB

1 odatle AB: BC = ®.

Obratno, pretpostavimo da je AABC zlatni prema definici-
i 2t ABwBC — O,

Neka je tocka D na stranici AB (slika 1.) takva da bude
AB:AD = .

Pokazat ¢emo da je AABC sli¢an ACDB.

Oba trokuta imaju zajednicki kut B s vrhom u tocki B, a
osim toga vrijedi

BC:BD =AB:®(AB—AD)=1/(®-1)=.

To znaci da su AABC i ACBD sli¢ni buduéi da imaju jedan
zajedniCki kut i dva para razmjernih stranica.

Pokazat ¢emo jo§ da je omjer povrS§ina AABC i AADB jed-
nak ®. Buduéi da AABC i AADC imaju istu visinu y na
stranicu AB, odnosno AD, moZe se omjer njihovih povr§ina
napisati

(zAB-y) : (3AD-y) =AB: AD,

Sto je jednako @, jer smo tako postavili tocku D.

Time je stavak 3. dokazan.

Posljedica 1.

Neka je AABC zlatni. Tocka D na stranici AB = 1 dijeli
AABC na dva trokuta, na ABCD, koji je slican AABC, i na
AADC, za koji vrijedi Paagc/Paapc = P ako i samo ako
jeAD =1/®.

Dokaz. Ako je AD = 1/®, onda sli¢nost AABC i ABCD
te jednakost Paapc/Paapc = P slijedi prema tijeku dokaza
stavka 3.

Obratno,
Ppac/Paapc = [(AB-y)/2]/[(AD-y)/2] = 1/AD = @,
tj. AD=1/®.

3. Konstrukcije zlatnih trokuta

Stavak 4.

Za zadane stranice AB=c =11 BC =a = 1/® moZe se
konstruirati beskonacno mnogo zlatnih AABC. Za kut o
pri vrhu A vrijedi nejednakost o < arcsin(1/®). Od besko-
nacno mnogo tako odredenih zlatnih AABC dva su jedna-
kokracna, a dva pravokutna.

Dokaz. Smjestimo AABC u Descartesov pravokutni ko-
ordinatni sustav xOy tako da vrh A bude u ishodistu, a vrh
B jedinic¢na toCka na osi x (slika 1.). To¢ka D na stranici
AB ima apscisu 1/®. Na temelju stavka 3. i posljedice 1.
mozemo zakljuciti da za svaku tocku C koja leZi na gornjoj
polukruZnici kruZnice & sa srediStem u vrhu B i polumjerom
1/® vrijedi da je AABC zlatni.
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Otigledno je da vrh C moZe zauzeti beskonaéno mnogo po-
loZaja na polukruzZnici od & i tako odrediti beskona¢no mno-
go zlatnih AABC.

Lako se uotava da vrijedi siny/sino. = 1/(1/®) pa stoga i
sin(ot+ )
sinot
Iz (1) proizlazi da je sino < 1/® = (v/5 — 1) /2. Odatle je

5=

= . (1)

1
~ 38°1022". @)

= >
(3 455 arcsma = arcsin

Uocava se takoder da o ima najvecu vrijednost kada je
Y= 90° te da, prema [4, str. 78-79], vrijedi

| 5 D
SInkg = 70’ cos36 = 5 3)
Istaknimo jo§ i one pozicije tocke C koje realiziraju jedna-
kokracne i pravokutne zlatne trokute.

a) Prvi jednakokracni zlatni AABC (slika 2.) nastaje za
a=1/®ib=c—1

Slika 2.

Sa slike 2. lako se uo¢ava da je sin§ = 2—;,, §to prema (3)
daje 0/2 = 18 i na kraju
o= 362, P=y=1722

To je dobro poznat jednakokracni zlatni trokut koji se
javlja kod konstrukcije pravilnog deseterokuta, pri cemu
jeaip=R/.

Drugi jednakokracni AABC, (slika 3.)
g=b=lidic= 1.

b nastaje za

~'

|ABI=1

Slika 3.

Sada je oo = PB te sa slike 3. lako uocavamo da je
coso. = @/2, §to prema (3) daje

a=p=36°, y=108".
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¢) Prvi pravokutni zlatni trokut ABC3 nastaje za B = 90°.
G

k

Slika 4.

Otito je tgor = 1/® = ctgP, j. o= arctgg ~ 31°43'3".
Kako je c = 1,a = 1/®, vrijedi

/ 1 VO +2
b= 1+a)—2— g

d) Drugi pravokutni zlatni trokut nastaje za 'y = 90°.

4B| =1

Slika 5.

Kako smo ve¢ istaknuli u svezi s formulom (2), kut o
poprima najve¢u mogucu vrijednost arcsin%, a stranica
b leZi na tangenti iz vrha A na kruZnicu k.

Uzc=1,a=1/® vrijedi

1 1
b= -—— = —=.
SRRV

Time je stavak 4 dokazan.

Primjedba 1. Istaknimo tu jo3 dva zlatna trokuta koji se la-
ko konstruiraju. Zbog uvjeta (2) kut o moZze biti 30°. Tada
dobivamo dva tupokutna zlatna trokuta (AABCs i AABC).

Cs
k"’//,/ 3\\

Slika 6.

Naime, prema (1) i (3) vrijedi sin(p + 30°) = %, pa stoga
i B+30° =54°ili B+ 30° = 180° — 54°, . By =24°ili
B, =96°.

Primjedba 2. Ovisno o vrijednosti kuta o dobivamo slje-
dece zlatne trokute:

1. za svaki kut o za koji vrijedi
arctg(1/®) < a < arcsin(1/®)
dobivamo jedan Siljastokutan i jedan tupokutan zlatni
trokut,

2. vrijednosti o = arctg(1/®) i o. = arcsin(1/®) daju pra-
vokutne zlatne trokute,

3. za svaki kut o za koji je o < arctg(1/®) dobivamo dva
tupokutna zlatna trokuta.

Primjeri za te tri moguénosti:
AABC) i AABC; za prvu, uz izbor o = 36°,

AABC3 i AABC4 za drugu, uz o.= arctg(1/®) ~ 31°43'3"
i o0 = arcsin(1/®) ~ 38°10'22", te

AABCs i AABCg za treéu mogucénost, uz izbor oo = 30°.

Literatura

[1] BEUTELSPACHER, A.; BERNARD, P.: Der Goldene
Schnitt, 2. Auflage, Wissenchsftsverlag, Mannheim—
Leipzig—Wien—Ziirich, 1995.

[2] BICKNELL, M.; HOGGATT, V. E. JR.: Golden Trian-
gles, Rectangles, and Cuboids, Fibonacci Quarterly, 7,
(1969, February), 73-91.

[3] HOGGATT, V. E. IR.: Fibonacci and Lucas Numbers,
Houghton Mifflin Company, 1969, USA.

[4] VOROBIJEV, N. N.: Cisla Fibonadi, 111. izd., 1zdatelj-
stvo Nauka, Moskva, 1969.

[5] ZUBRINIC, D.: BoZanski ili zlatni omjer, Matema-
ticko—fizicki list, 1998/99, 65-75.

41



