PoJAM SLIENOSTI...

IZ NASTAVNE PRAKSE

Pojam slichosti u nastavi
matematike u osnovnoj skoli’
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Pojam sli¢nosti geometrijskih figura i tijela jedan je od temeljnih pojmova eu-
klidske geometrije po kojemu se ona bitno razlikuje od ostalih homogenih i izotro-
pnih geometrija, npr. sferne i hiperboli¢ke geometrije. Upravo svojstva sli¢nosti daju
euklidskoj geometriji njenu karakteristi¢cnu jednostavnost, ljepotu i upotrebljivost. S
obzirom na takav znacaj, smatramo da pojam sli¢nosti nije odgovarajuce zastupljen
u matematickoj izobrazbi osnovnoskolaca. U ¢lanku je predlozena skica duz koje se,
vjerujemo, pojam sli¢nosti moze ukomponirati u gradivo sedmog razreda, a da ga
pritom ne optereti, $tovise, da ga ucini jednostavnijim i relevantnijim.

U gradivu sedmog razreda obraduju se proporcionalnost i Talesov poucak o pro-
porcionalnim duzinama, izmedu ostalog i kao priprema za uvodenje pojma sli¢nosti.
Medutim, sam pojam sli¢nosti definira se nepotrebno ograni¢eno, samo za trokute, i
to na nacin koji skriva osnovnu bit toga pojma. Obi¢no se definira da su trokuti sli¢ni
ako imaju odgovarajuce kutove jednakih veli¢ina. Takva definicija sugerira da je slic-
nost povezana s o¢uvanjem oblika jer je oblik trokuta odreden njegovim kutovima,
ali se rijetko ide dalje od same sugestije. Umjesto toga, ovdje se predlaze posebna
lekcija u kojoj bi se u¢enik upoznao s op¢im pojmom sli¢nosti zajedno sa znacajnim
geometrijskim svojstvima sli¢nosti, a slicnost trokuta bi tada bila samo specijalan
slucaj opéeg pojma slicnosti likova. Tako uveden pojam sli¢nosti moze se upotrije-
biti za bolje razumijevanje kruznica (sve kruznice su sli¢ne) kao i formula za opseg i
povrsinu kruga. Pomocu njega se moze jednostavno uvesti i radijanska mjera kuta.
Pojam sli¢nosti ima i jednostavne izvanmatematicke primjene jer su s duljinama, po-
vr$inama i volumenima likova povezane razne fizikalne velicine.
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Predlazemo da se pojam sli¢nosti uvede na primjeru istih konstrukcija pomo-
¢u raznih jedinica mjere. Npr. nastavnik na plo¢i moze konstruirati pravokutnik sa
stranicama duljina 6 dm i 4 dm, a ucenik u biljeznici provede istu konstrukciju sa
stranicama duljina 6 cm i 4 cm. Konstrukcije su istovjetne osim u izboru jedinice
mjere (jedna je 10 puta veca od druge). Dobiveni likovi imaju isti oblik a razlic¢ite
dimenzije. Lako se eksperimentiranjem ili racunanjem uvjeriti da je, kad izaberemo
bilo koje dvije tocke A i B na pravokutniku na ploci (npr. par nasuprotnih vrhova) i
odgovarajuce dvije tocke A’ i B” u biljeznici, udaljenost d tocaka A i B deset puta veca
od udaljenosti d’ tocaka A’ i B’ Isto je i s opsegom i s bilo kojom drugom duljinom.
Broj 10 je faktor povecanja duljina u jednom liku da bismo dobili odgovarajuce dulji-
ne u drugom liku. Analiziramo li povrs$ine pravokutnika, lako dobijemo da je povrsi-
na pravokutnika na ploci 10* = 100 puta veca od povrsine pravokutnika u biljeznici.
Lako se mozemo uvjeriti racunanjem da je tako i sa svakom drugom povrsinom (re-
cimo povrsinom trokuta kojemu je jedan vrh ujedno i vrh pravokutnika, a druga dva
vrha su polovista stranica pravokutnika koje izlaze iz prvog vrha). Ako prijedemo na
kvadre u prostoru dimenzija, npr. 6 dm x 4 dm x 3 dm odnosno 6 cm x 4 cm x 3 cm,
mozemo se uvjeriti racunanjem da veci kvadar ima 10°> = 1 000 puta veci volumen.

Ova razmatranja mogu se provesti i s konstrukcijama drugih likova, trokuta,
mnogokuta, kruznica... Vazno je uvijek istaknuti da slicne likove konstruiramo na
isti nacin, samo koristimo drugu jedini¢nu duzinu. To navodi ucenika da prihvati
sljedec¢u definiciju slicnosti koja odrazava osnovnu intuiciju da su likovi sli¢ni ako su
istog oblika (ista konstrukcija), tj. proporcionalnih dimenzija (razli¢it izbor jedini¢ne
duzine).

Definicija sli¢nosti. Za dva geometrijska lika kazemo da su slicna ako moZemo
povezati tocke jednog lika s tockama drugog lika tako da vrijedi sljedece: udaljenosti
tocaka u jednom liku jednake su udaljenostima odgovarajucih tocaka u drugome liku
pomnozenim uvijek istim brojem. Taj broj nazivamo koeficijent sli¢nosti jednog lika s
drugim likom:

Ne samo da su duljine u jednom liku k puta vece nego odgovarajuce duljine u
drugome liku, ve¢ je na osnovi uvodnih razmatranja prihvatljivo poop¢iti i da su
povrsine u jednom liku za k* puta vece od odgovarajucih povrsina u drugom liku,
a volumeni, ako je lik prostoran, za k* puta veci od odgovarajucih volumena u dru-
gom liku. Specijalno to vrijedi za ukupan opseg, povrsinu i volumen sli¢nih likova
LiL: 0o =ko,p =kp, V=KV.
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Iz definicije jednostavno slijedi da su omjeri duljina stranica (povrsina, volu-
mena) u jednom liku jednaki omjerima duljina odgovarajucih stranica (povrsina,
volumena) u sli¢cnom liku. Npr. za duljine a’i b’ jednog lika koje odgovaraju duljina-
ma a i b u liku kojemu je on sli¢an s koeficijentom sli¢nosti k vrijedi: a’ = ka, b’ = kb.
Podijelimo li ove jednakosti, dobit ¢cemo: a’/b’ = a/b.

Usvajanje pojma slicnosti moze se .ojacati” preciziranjem intuitivne ideje da
sli¢ne likove dobivamo povecanjem, odnosno smanjenjem lika. Teren za ovakvu for-
mulaciju pripremljen je Talesovim pouckom o proporcionalnim duzinama. Formu-
laciju mozemo uvesti na jednostavnom primjeru trokuta ($to je ujedno priprema za
analizu sli¢nosti trokuta). Nacrtamo trokut na plo¢i (u biljeznici), izaberemo jednu
tocku O izvan trokuta (radi preglednosti), svaki vrh trokuta udaljimo recimo tri puta
od tocke O i spojimo dobivene vrhove:

Bilo eksperimentalno, mjerenjem, ili ra¢unski, koristenjem Talesova poucka o
proporcionalnim duzinama ucenici se mogu uvjeriti da smo uvecanjem dobili slican
lik. Isti postupak moze se ponoviti i s drugim likovima, s raznim faktorima povecanja
(smanjenja). Mogu se koristiti i zaobljeni likovi, samo treba preslikati vise tocaka.
Posebno, ucenik se moze uvjeriti da ¢e uve¢anjem (smanjenjem) kruznice dobiti opet
kruznicu. Naravno, faktor povecanja (k > 1) odnosno smanjenja (0 < k < 1) upravo je
koeficijent sli¢nosti. Na ovaj se na¢in uc¢enik upoznaje s osnovnom transformacijom
sli¢nosti (uve¢anjem, odnosno umanjenjem, u matematickom rje¢niku: dilatacijom
ili homotetijom) i usvaja drugu karakterizaciju pojma sli¢nosti.

transformacijska karakterizacija pojma slicnosti: Dva su lika slicna ako uveéanjem
ili umanjenjem jednog lika dobijemo lik koji je sukladan drugom liku.

Odnosi duljina, povrsina i volumena u sli¢cnim likovima imaju jednostavne i zna-
¢ajne posljedice za oblike u prirodi i tehnici, jer su mnoge fizikalne veli¢ine propor-
cionalne duljinama, povrSinama i volumenima. Takvi su primjeri uc¢enicima obi¢no
zanimljivi, a ujedno na jedan kvalitetan nacin povezuju gradivo raznih predmeta. Npr.
nismo slucajno ovakvih dimenzija. Ne mozemo u ovom obliku biti ni puno veci (di-
vovi, prema Gulliverovoj pri¢i visoki kao crkveni zvonici) ni puno manji (Liliputanci,
prema Gulliverovoj pri¢i visoki oko 6 palaca). Naime, nasa je tezina proporcionalna
volumenu, a pritisak koji mogu podnijeti kosti, njthovom popre¢nom presjeku. Tako
kad bi ¢ovjek porastao do visine crkvenog zvonika, odnosno postao recimo 10 puta
vedi, tezina bi mu bila 10° = 1 000 puta veca, a povrsina presjeka bedrenih kostiju samo
10? = 100 puta veca. Tako bi kosti bile izlozene 10 puta ve¢em naprezanju (kao da deset
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ljudi nosi na sebi) i polomile bi se. Jo§ gore. Zagrijavanje tijela kod toplokrvnih zivih
bi¢a proporcionalno je volumenu, a hladenje je proporcionalno povrsini tijela. To znaci
da bi se kod navedenog povecanja covjek 1 000 puta jace zagrijavao, a samo 100 puta
jace hladio. Dakle deset bi se puta viSe zagrijavao nego hladio, pa bi pregorio”. Narav-
no, ovakva povecanja i smanjenja u nekoj su mjeri i uz odredene izmjene karakteristika
organizma moguca. Ve¢im Zivotinjama lakse je zadrzati temperaturu, a manjima teze.
Jedna vrsta prilagodbe je da vece zivotinje trebaju sporije raznosenje energije po tijelu,
pa imaju manji broj otkucaja srca u minuti, dok manje zivotinje imaju veci broj otkuca-
ja srca u minuti. Tako npr. ptice imaju od 100 (golub) pa ¢ak do 1 000 (kanarinac) ot-
kucaja u minuti, dok vece Zivotinje imaju od 40 (konj) do 20 (kitovi) otkucaja u minuti.

Nakon predlozene obrade opceg pojma sli¢nosti, sli¢nost trokuta moze se uve-
sti kao specijalan slucaj slicnosti geometrijskih likova. Ucenik s usvojenim opc¢im
pojmom sli¢nosti ne bi trebao imati problema s razumijevanjem poucaka sli¢nosti.
Poucci se mogu dokazati na u¢enicima prihvatljiv nacin iz definicije sli¢nosti i tran-
sformacijske karakterizacije slicnosti, pomocu Talesova poucka o proporcionalnim
duzinama, ali mozda je bolje izbje¢i dokazivanje. Isto tako, odnosi opsega i povrsina
sli¢nih trokuta ne moraju se posebno razmatrati jer su sada ti odnosi samo specijalni
slucaj ve¢ razmatranih odnosa opsega i povrsina sli¢nih likova. Na taj nacin vrijeme
odvojeno za uvodenje opceg pojma slicnosti moze se kompenzirati manjim vreme-
nom potrebnim za obradu sli¢nosti trokuta.

Pojam sli¢nosti moze se iskoristiti u sedmome razredu i za motiviranje i djelo-
mic¢no objasnjenje formula za opseg i povrsinu kruga. Naime, sve kruznice slicne su
jedini¢noj kruznici. U danom izboru mjere duzine, kruznica radijusa r sli¢na je jedi-
ni¢noj kruznici s koeficijentom sli¢nosti r. Tako, prema svojstvima sli¢nosti, ona ima
r puta veci opseg od jedini¢ne kruznice i 7* puta vecu povrsinu. Dakle, ako su opseg
i povréina jedini¢nog kruga o, i p, (nepoznate konstante), tada su opseg o_i povrsina
p.kruga radijusa r upravo

o,=ro, p =rp,

Dakle, opseg je proporcionalan radijusu kruga, a povrsina kvadratu radijusa
kruga. Da bismo nasli nepoznate konstante proporcionalnosti, opseg i povrsinu je-
dini¢nog kruga, mozemo se posluziti sljede¢im razmisljanjem. Zbog sli¢nosti svih
kruznica omjer opsega i promjera uvijek je isti broj koji ¢emo nazvati 7:

=2
2r

Ucenicima se moze napomenuti da se priblizna vrijednost broja = moze odre-
diti tako da upi$emo kruznici pravilni mnogokut sa $to ve¢im brojem stranica i izra-

¢unamo njegov opseg o, . Tad je 7 priblizno O aproksimacija je to bolja sto je n
vedi broj. r
Iz ovakve definicije broja 7 (koja je zasnovana na pojmu sli¢nosti) slijedi da je
opseg jedini¢ne kruznice 27, a opseg kruznice radijusa r:
o =2rm.
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U formuli za povrsinu kruga p, =r’p, mozemo odrediti nepoznatu konstantu
p, na uceniku prihvatljiv nacin ispitujuci za koliko je povecanje Ap, povrsine kruga
kad mu se radijus povec¢a za Ar. Prema prethodnoj formuli je

Ap, =(r+ Ar)2 P 1’21)1 =Q2rAr+ (Ar)? )p, = 2rArp,

S druge strane, povecanje povrsine je tanki kruzni vijenac koji je priblizno jed-
nak Ap, =2rmAr:

2rTT Ar

Izjednacavanjem ovih dvaju (pribliznih) izraza za Ap, otkrit ¢emo povrsinu je-
dini¢nog kruga: p, = . Tako je povrsina kruga radijusa r jednaka

p, =r'm.

Naravno, egzaktniji izvod ove formule zahtijevao bi da uklju¢imo u razmatranje
. v .. . . 2 v < 1o . . .y
i zanemarene ¢lanove u kojima je prisutan (Ar)” $to bi bilo, vjerujemo, previse na
ovoj razini matematickog obrazovanja.

Iz sli¢nosti svih kruznica mozemo jednostavno dobiti i

radijansku mjeru kuta koja se prema dana$njem planu uvodi I
tek u trecem razredu srednje $kole. Naime, iz slicnosti kruzni- (G
ca slijedi da je za dani kruzni isjecak odreden kutom a omjer r

duljine [ pripadajuceg luka i radijusa r uvijek isti broj.

Lako se vidi da je taj broj aditivna mjera kuta. Dakle, prirodno je kut mjeri-
ti omjerom luka i radijusa pripadajuceg kruznog isjecka, odnosno, u danoj jedinici
mjere duzine, duljinom pripadajuceg luka jedini¢ne kruznice, tzv. radijanskom mje-
rom kuta:

I
a=—.
r

Iz ovoga jednostavno slijedi da je mjera punog kuta jednaka 277 . Takoder slijedi
i transformacijska formula pretvorbe mjere kuta u stupnjevima u mjeru kuta u radija-
nima: 180° = & radijana. Isto tako, u ovoj mjeri kuta dobivamo jednostavnu formulu
zaluk: [=ra.

Napominjemo da je ovim radom samo ocrtan jedan prijedlog izmjene nastav-
nog plana za osnovnu skolu za koji smatramo da je vrijedan daljnje diskusije i meto-
dicke razrade.
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