Poucak 66

Graficko rjeSavanje sustava
jednadzbi s apsolutnim vrijednostima

DANKA JELENCIC', MAJA STARCEVIC?

Graficki nacin rjesavanja sustava jednadzbi u nastavi prvi put uvodimo kod rje-
$avanja sustava linearnih jednadzbi. Ukoliko nam je zadan sustav od dvije (ili vise)
linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice, znamo da sve tocke koje zadovoljavaju neku
od tih jednadzbi u koordinatnom sustavu ¢ine pravac. Dakle, sustav se moze rijesiti i
tako da se nacrtaju svi pripadni pravci toga sustava. Tocka u kojoj se svi pravci sijeku
predstavlja rjeSenje sustava. Ako se svi pravci podudaraju, imamo beskona¢no mno-
go rjeSenja, a ako ne postoji tocka u kojoj se svi pravci sijeku (bez obzira sijeku li se
neki od parova pravaca), tada sustav nema rjesenja.

Slican pristup rjesavanju sustava Zelimo primijeniti i kod sustava jednadzbi s apso-
lutnim vrijednostima. Sustavi jednadzbi s apsolutnim vrijednostima obi¢no se smatraju
tezim $kolskim gradivom. Razlog lezi u ¢injenici da se njihovo rjeSavanje algebarskim
putem temelji na razlaganju na slucajeve. Potrebno je prepoznati slucajeve koji ce se
promatrati, u svakom od slucajeva svesti jednadzbe na jednostavnije te odrediti koji od
dobivenih rezultata uistinu odgovara promatranom slucaju, odnosno rjesenju zadanog
sustava. Medutim, jednadzbe se i kod takvih sustava mogu ponekad opisati krivuljama,
te ako prepoznamo o kojim se krivuljama radi, pripadne sustave mozemo rijesiti i gra-
ficki. Naravno, graficko rjesavanje ne moramo izostaviti ukoliko se odlu¢imo za algebar-
ski nacin rje$avanja sustava. Grafickim prikazom jednadzbi mozemo provjeriti rjeSenje.
Kod nekih sustava mozemo kombinirati graficki i algebarski pristup rjesavanju.

Za pocetak pogledajmo jednadzbu oblika

n
Zci|a,.x+bi|—y=0,
i=1

gdjesu a,b,c,eR,a,c,#0zai=1.,n.

Pripadna krivulja odgovara grafu funkcije
flx)= Zci |a,.x +b, |
i=1

'Danka Jelenci¢, Srednja $kola Ludbreg, Ludbreg
*Maja Starcevi¢, PMF — Matematicki odsjek, Zagreb
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GRAFICKO RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI...

Neka je d =-—, i=1..,n. Bez smanjenja opdenitosti pretpostavimo da

su zagrade u izrazu funkcije poredane tako da je d, <d, <..<d . Ako za neki
ie{l..,n-1{ vrijedi d, <d

X e[di,dm:l funkcija f ponasa kao linearna funkcija. Graf funkcije je neprekidan, a

.., » raspisivanjem izraza mogli bismo zakljuciti da se za
u tockama d,, i = 1..., n moZe doci do promjene u nagibu grafa. Za crtanje grafa
funkcije na intervalu [dl,dn] dovoljno je stoga odrediti vrijednosti f (di), i=1l.,n
te konstruirati duzine s krajnjim to¢kama (di,f(dl. )) i (di+1,f(di+1)), i=1l.,n-1.
Kako seiza x <d ix>d funkcija ponasa linearno, ostale dijelove grafa dobivamo
tako da odredimo proizvoljne d, i d, takve da vrijedi d < d, id, > d, te konstrui-

ramo polupravce s pocetnim tockama (dl, f (dl )) i (d”, f (dn )) koji redom prolaze
tockama (do,f(do)) i (dn+1 f(dm)).

Primjer 1. Nacrtajmo graf funkcije f(x)= 2|x —4| —|x —2| + |2 —2x| —2|—x + 3|.
Rjesenje.

Primijetimo prvo daje d, =1,d, =2,d, =3,d, =4 tedaje f(d,)=1 f(d,)=4,
f(d,)=51 f(d,)=2.

Sada odaberemo d = 0id, =5 te imamo f(do)z 21 f(dS)Z 3. Prema tome
graf funkcije izgleda kao na Slici 1.

Slika 1.

U nastavku ¢emo prouciti jos neke vrste jednadzbi te odrediti koje krivulje pred-
stavljaju.
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Poucak 66

Prva jednadzba koju promatramo je
x|+l =4
za neki a > 0. Odredimo skup tocaka koje zadovoljavaju tu jednadzbu.
Razlikujemo cetiri slucaja:

1) Akosu x,y >0, tada jednadzba glasi x+ y =a pa crtamo dio pravca y = -x + a
koji pripada prvom kvadrantu.

2) Akosu x,y <0, tadajednadzbu mozemo pisati kao —x - y = a i crtamo dio pravca
y = -x — a koji pripada tre¢em kvadrantu.

3) Za x>0, y <0 jednadzba poprima oblik x - y = a, odnosno crtamo dio pravca y
= x - a koji pripada ¢etvrtom kvadrantu.

4) Za x<0, y >0 jednadzba glasi -x + y = a te crtamo dio pravca y = x + a koji pri-
pada drugom kvadrantu.

Pogledajmo sada graficko rjesenje pocetne jednadzbe (Slika 2).

Slika 2.

Zaklju¢ujemo da je rije¢ o rubu kvadrata koji je simetri¢an s obzirom na osi
koordinatnog sustava, s vrhovima koji pripadaju tim osima. U nastavku ¢emo taj
kvadrat zvati osnovni kvadrat s dijagonalom duljine 2a.
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GRAFICKO RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI...

Nadalje, neka je zadana jednadzba
|x—a|+|y—b| =g,
zaneke a,b,c € R, pricemujec>0.
Koristeci supstitucijux'=x—a, y'=y—b dobivamo
e+l |=e.
Svaka tocka (x', y') dobivena je translacijom tocke (x, y) za vektor (-a, -b).

Kako sve tocke (x',y ') za koje vrijedi |x'| + |y '| = predstavljaju rub osnovnog kva-

drata ¢ija je dijagonala duljine 2¢, zadana se krivulja dobiva translacijom tog ruba za
vektor (a, b) (Slika 3).

Slika 3.

Primjer 2. RijeSimo sustav

{Iﬁf|+|y|=2

lx—=1]+[y|=1"
Rjesenje.
Prva jednadzba predstavlja rub osnovnog kvadrata s dijagonalom duljine 4, dok

druga jednadzba predstavlja rub osnovnog kvadrata dijagonale duljine 2 translatira-
nog za vektor (1, 0). Nacrtajmo rubove tih kvadrata (Slika 4).
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Slika 4.

Uocavamo da presjek tih rubova ¢ine dvije duzine koje su stranice manjeg kva-
drata. Lako je ocitati krajnje tocke tih duzina te pomocu njih odredimo jednadz-
be pripadnih pravaca. Gornja duzina pripada pravcu y = —-x + 2, a donja pravcu
y=x-2.

Konacno, rjesenje sustava je

{(x,—x+2): ISxSZ}U{(x,x—Z): 1§x£2}.

Sljede¢i primjer je jednadzba
|x+y|+|x—y|=a.
zaa>0.

Oblik pripadne krivulje moZzemo opet odrediti razlaganjem na slucajeve ili kori-
ste¢i pogodnu supstituciju. Naime, supstitucijom

x'=72(x+y),
y'=g(—x+y)

jednadzbu mozemo zapisati kao

2

|x'|+|y'|=7a.
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GRAFICKO RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI...

Tocke (x', y') pripadaju rubu osnovnog kvadrata dijagonale J2a, odnosno

stranice duljine a. Koordinate (x', y') dobivene su rotacijom odgovarajucih koor-
dinata (x, y) za kut veli¢ine 45° u negativhom smjeru pa zakljucujemo da se zadana
krivulja dobiva rotacijom ruba osnovnog kvadrata stranice duljine a za kut velic¢ine

45° u pozitivnom smjeru. Dakle, krivulja odredena jednadzbom |x+ y| +|x - y| =a
jest rub kvadrata stranice duljine a koji je simetri¢an s obzirom na obje osi koordi-

natnog sustava, a stranice su mu paralelne osima.

Primjer 3. Zadan je sustav

lx—2|+|y-2|=2
|x+y|+|x—y| =2
Rjesenje.
Prva jednadzba predstavlja rub osnovnog kvadrata s dijagonalom duljine 4,
translatiran za vektor (2, 2). Njegovi su vrhovi (4, 2), (2, 4), (0,2)1i(2,0).

Druga jednadzba predstavlja rub kvadrata duljine stranice 2 cije je srediste u
ishodistu koordinatnog sustava, a stranice su mu paralelne s koordinatnim osima.

Nacrtajmo obje krivulje (Slika 5).

Slika 5.

Iz grafickog prikaza vidimo da se krivulje sijeku u samo jednoj tocki, odnosno
rjeenje sustava je ureden par (1, 1).
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Poucak 66

Primjer 4. RijeSimo sustav

{ =2 +[ly1-1]=3

|x—6|+|x—4|+|x—3|=|y+1| .
Rjesenje.

Promotrimo prvo prvu jednadzbu. Primijetimo da ako neka tocka (x, y) zadovo-
ljava jednadzbu, tada je zadovoljavaju i tocke (—x, - y) , (—x, y) , (x, - y) . Zakljucu-
jemo da je pripadna krivulja simetri¢na s obzirom na koordinatne osi pa je dovoljno
odrediti njezin oblik samo u prvom kvadrantu. U prvom kvadrantu koordinatnog

sustava vrijedi x, y >0 pa jednadzba poprima oblik
|x—2|+|y—l| =3.
To je jednadzba ruba osnovnog kvadrata dijagonale duljine 6 translatiranog za

vektor (2, 1) (Slika 6). Mi promatramo samo njegov dio koji se nalazi unutar prvog
kvadranta. Njega ¢emo preslikati simetri¢no s obzirom na koordinatne osi (Slika 7).

Slika 7.
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GRAFICKO RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI...

Drugu jednadzbu rjeSavamo kroz dva slucaja:
1) Za y >-1 imamo jednadzbu
|x—6|+|x—4|+|x—3| =y+1.

Crtamo graf funkcije fl( |x 6|+|x 4|+|x 3| 1. Uoc¢imo da je dovolj-

no ucrtati tocke (3f1 )=(3 3), (4f1 )) ( ) (6 fl( ))—( ) te npr
(2,f1(2))=( ) i (7 fl( )) ( ) Kako se graf nalazi iznad pravca y =

mozemo zakljuciti da citav graf pripada krivulji koja opisuje drugu Jednadzbu
sustava.

2) Za y <-1 jednadzba glasi
|x—6|+|x—4|+|x—3|=—y—l_
Crtamo graf funkcije f2 :—|x 6|—|x 4|—|x 3| 1= fl( ) 2. Taj graf

moZzemo nacrtati tako da zrcalimo graf funkcije f, u odnosu na x-os te dobivenu
krivulju translatiramo za 2 prema dolje. Graf se nalazi ispod pravca y = -1 paion
pripada trazenoj krivulji.

Drugu jednadzbu dakle opisuje unija grafova funkcija f, i f,.

Pogledajmo sada u koordinatnom sustavu obje krivulje koje opisuju jednadzbe
zadanog sustava (Slika 8).

Slika 8.
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Presjek krivulja je duZzina s krajnjim to¢kama (3, 3) i (4, 2) pa je rjesenje sustava

dano s
{(x,—x+6): 3Sx£4}_

U nastavku ¢emo izvesti jednadzbu ruba proizvoljnog pravokutnika ¢ije su stra-
nice paralelne s koordinatnim osima. Kre¢emo od jednadzbe

|x+y|+|x—y|=1.

Uvodenjem supstitucije x'=ax, y'= fy dobit ¢emo tocke (x', y') koje pripa-
daju rubu pravokutnika $irine « i visine 8 simetri¢nog s obzirom na koordinatne osi,
sa stranicama paralelnima s osima. Vrijedi

L S U
—x'+— —x'=—y'|=1.
a f aur B 4

Sada translatiramo pravokutnik za proizvoljan vektor (a, b). Uz supstituciju
x"=x'taiy"=y'+b imamo
1

p

Tu jednadzbu mozemo zapisati i kao

1 1 a+ab| |1 1 a—ab
_xll+_ H_ﬁ—+_xﬂ__y|l_ﬁ— =1.

a p Y af a B ap

Kona¢no, mozemo zakljuciti da je jednadzba ruba pravokutnika zadanog tipa
danas

1

+

1

(r=b)+[Lx-a)-L

Z0m-0)=1.

l(x"—a)+
a

gdje su a i f $irina, odnosno visina pravokutnika, dok je srediste pravokutnika tocka
(a, b) ¢ije koordinate dobivamo iz sustava

Ba+ab=(ap)c,
Ba—ab=(cp)d.

Taj sustav za a, f# 0 ima jedinstveno rjesenje
a_a(c+d) b_ﬂ(c—d)

>

2 2

Primjer 5. Odredimo rjesenje sustava
{ x+2y—16|+[x—2y+4|=4
lx+2y—15|+[x—2y-3 =4
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GRAFICKO RJESAVANJE SUSTAVA JEDNADZBI...

Rjesenje.

Dijeljenjem obiju jednadzbi s 4 dobivamo sustav

1 1 1
—x+—y—4|+—x——y+1=1
4 2)’ Y
Lesl, Dt 1y 3.
4 2y 4| |4 2y 4

Uocavamo kako su dobivene jednadzbe rubova pravokutnika ¢ije su stranice pa-
ralelne koordinatnim osima.

Iz prve jednadzbe imamo =4, f=2,c=4,d=-1 te dobivamo a = 6, b = 5.
Dakle, jednadzba predstavlja rub pravokutnika $irine 4 i visine 2 sa sredistem u tocki
(6,5).

. . . 15 3 .o

Analogno, iz druge jednadzbe imamo a =4, f=2,c= e d= ne slijedia =9,
b = 3. Srediste pripadnog pravokutnika je (9, 3) a Sirina i visina su opet redom 4 i 2.

Nacrtajmo oba pravokutnika (Slika 9).

7
6
(6,5)
5 °
4
9:3)

3 °
2

1

0

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

-1

-2

Slika 9.

Uocavamo da se rubovi pravokutnika sijeku u duzini duljine 1 koja je paralelna
x-osi. Njene su krajnje tocke (7, 4) i (8, 4) pa je skup svih rjeSenja pocetnog sustava
jednadzbi

{(x.4): 7<x<8}.

Literatura

1. D. Jelenci¢, Apsolutna vrijednost broja, Diplomski rad, PMF - Matematicki od-
sjek, Zagreb, 2015.

| 23

Poucak 66.indd 23 @ 18.7.2016. 7:18:45



