v O KVADRATU | KUBU S GRAFA

Zeljko Br¢i¢, Vinkovci

David je ucenik osmog razreda, koji je jednoga dana zamolio svoga
starijeg brata Marka za pomo¢ u rjesavanju domace zadace:

Dobili smo ¢udnu zadacu u kojoj stvarno ne znam $to napraviti. Poslusaj:
Je li kvadrat nekoga broja veci ili manji od tog broja? Kada i zasto? Vrijedi li isto
i za njegov kub?

LN
=)
=
0
-
o
v
=
N
=~
LN
—
=
S
N
<
[\
o]
]
e
3

Davidovu molbu ¢uo je i mladi brat Ante: Ako mi objasnite sto je to kva-
drat, moZda bih vam i ja mogao pomo(i. Ipak sam ja najbolji matematicar u
obitelji.

Kvadrirati neki broj znaci pomnoziti ga samim sobom. Recimo, 5 na kvadrat
je 5 puta 5, odnosno 25 - objasnio mu je David.

Pa, $to je tu onda tesko? Ocito je kvadrat uvijek veci od samog broja, osim za
broj 1 kada su jednaki jer je 1 puta 1 jednako 1.

Bas si mi ti neki matematicar. Zaboravio si nulu koja je takoder jednaka
svom kvadratu i jos beskonacno mnogo drugih brojeva koji nisu prirodni.

Pa, nisam ja kriv $to u petom razredu jos nismo ucili nikakve druge brojeve
osim prirodnih. Pricekaj tri godine i tvoju ¢u zadacu znati s lakocom rijesiti —
uzvratio mu je Ante.

Na Zalost, nemam toliko vremena — odvrati David. Imas$ li ti Marko kakvu
ideju?

Poceo si dobro razmisljati i otkrio dva broja koja su jednaka svojim kvadra-
tima. Sada trebas provjeriti ima li jos takvih brojeva.

David je razmislio i zakljuc¢io: Neka je x bilo koji broj koji je jednak svome
kvadratu. To se moze zapisati kao x* = x, odnosno x? - x = 0. Dobio sam, da-
kle, kvadratnu jednadzbu koja ne moZe imati vise od dva rjeSenja. Iz rastava
x - (x - 1) = 0 ujedno vidim da je broj jednak svome kvadratu bas za x = 0ix, = 1.

Sljedece sto trebas napraviti je doznati Sto se dogada s ostalim brojevima —
nastavio je s uputama Marko.

Za brojeve vece od 1 i Ante je shvatio da su oni manji od svojih kvadrata. Ako
uzmem neki broj izmedu 0 i 1, recimo 0.5, imat ¢u 0.5 = 0.5- 0.5 =0.25 < 0.5,
Sto znaci da su takvi brojevi veci od svojih kvadrata. S druge strane, negativne
brojeve ne moram ni provjeravati jer znamo da je njihov kvadrat uvijek poziti-
van, pa je svakako veci od polaznog negativnog broja.
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Marko je nastavio s uputama: Ta svoja razmisljanja moZzes zapisati ovako:
Ako je x < 0ili x> 1, onda je x* > x; ako je x = 0 ili x = 1, onda je x* = x, a ako je
0 <x <1, ondaje x* < x.

Osim toga, zadaca Ce ti biti jos bolja ako sve prikazes i graficki, u koordi-
natnom sustavu, koriste¢i neki racunalni program za crtanje grafova funkcija:

(Wlatka 24 (2015./2016.) br. 95

Isprekidana crta (pravac) je graf linearne funkcije f(x) = x, a puna crta pred-
stavlja parabolu koja je graf kvadratne funkcije g(x) = x*.

Uocite: grafovi se sijeku u dvije tocke s koordinatama (0, 0) i (1, 1), §to
znaci da za x, = 0 i x, = 1 funkcije imaju istu vrijednost. Vrijedi f(x) = g(x),
odnosno x = x*.

Za sve brojeve izmedu 0 i 1 isprekidana je crta iznad pune, pa je u tom
intervalu veca vrijednost funkcije f. Za njih je flx) > g(x) ili x > x*.

Za sve ostale brojeve (manje od 0 i ve¢e od 1) parabola je visa od pravca,
odnosno vrijednost kvadratne funkcije veca je od vrijednosti linearne funkci-
je. Iz g(x) > f(x) zaklju¢ujemo da za takve brojeve x vrijedi x* > x.

Druga mogu¢nost grafickog zaklju¢ivanja je da u koordinatnom sustavu
nacrtamo samo jedan graf, graf funkcije flx) = x* - x.
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Zax =0ix,=1jef(0)=0if(1)=0,
odnosno x* - x = 0, $to zapravo znaci da
jex’=x.

Za 0 < x < 1 parabola se nalazi ispod
osi x, tj. flx) = x* - x < 0, odnosno x* < x. . . /

Za sve druge brojeve, x < 0ix > 1, /
parabola je iznad osi x, odnosno vrijed- -t
nost funkcije f(x) = x> - x > 0, odnosno
x> x.

[Watka 24 (2015./2016.) br. 95

[}

1
[}
1

Sada je sve jasno za kvadrate, ali Sto ¢u s kubovima - zapitao je David, no
Marko je imao odgovor i na to.

Hajdemo probati sve zakljuciti sa slike, bez ikakvog racunanja! U istom ko-
ordinatnom sustavu nacrtat ¢u grafove triju funkcija f(x) = x (pravac), g(x) = x*
(parabola) i h(x) = x* (ona treca krivulja nacrtana isprekidanom linijom). Reci
mi $to primjecujes — upitao je Marko Davida.

Primjecujem da se sva tri grafa sijeku u tockama (0, 0) i (1, 1), $to znaci da
jezax =01ix, =1 kub tih brojeva jednak i samom broju i njegovom kvadratu.
No, imamo i tocku (-1, -1) u kojoj se sijeku samo dva grafa f(x) = x i h(x) = x°.
To znaci da je za x, = -1 njihova vrijednost jednaka. Zaista, (-1)* = -1.

Dobro - pohvalio ga je Marko. A sada pogledaj poloZaj nacrtanih grafova,
pa napisi kako se prema velicini odnose broj (x), njegov kvadrat (x*) i kub (x*) u
pojedinim podrucjima za broj x.

Vise mi se domaca zadaca ne ¢ini tako teskom. Dakle, ovako:
Ako je x < -1, onda je x* > x > x°,
ako je x = -1, onda je x* > x = x%,
akoje -1 <x<0,ondajex*>x’>x,
ako je x =0, onda je x = x* = %,
akoje 0 <x < 1, ondaje x > x> > x%,

ako je x = 1, onda je opet x = x* = x%,

aakojex>1,ondajex’ > x> > x.

Sazeto, za negativne brojeve najvecu vrijednost ima kvadrat, za brojeve
izmedu 0 i 1najvedi je sam broj, dok je za brojeve vece od 1 najveci njihov kub.
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