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Routhov teorem i zlatne nedijane

Vladimir Volenec*

Sazetak

U radu je dan dokaz poznatog Routhovog teorema koristenjem bari-
centrickih koordinata. Tvrdnja Routhovog teorema odnosi se na omjer
povrsine danog trokuta i povrsine trokuta dobivenog sjeciStem triju
njegovih nedijana.

Kljuéne rijeéi: Routhov teorem, nedijane, baricentricke koordinate

Routh’s theorem and golden nedians

Abstract

Using barycentric coordinates we give a proof of the well-known
Routh’s theorem related to the ratio between the areas of a given tri-
angle and the triangle formed by the intersections of its three nedians.

Keywords: Routh’s theorem, nedians, barycentric ccoordinates

Na slicitoéke D, E, F suna stranicama BC, CA, AB trokuta ABC (s povrsi-
nom A) odabrane tako da dijele te stranice u omjeru 1 : 2, a pravci AD, BE,
CF tvore trokut LMN, gdjeje L = BENCF, M =CFNAD,N = ADNBE.

Kolika je povrsina tog trokuta?

Ovo je poznati zadatak, kojem su poznata mnoga razlicita rjeSenja. Ovdje
¢emo dokazati teorem, pomocu kojeg ¢emo modi rijesiti mnogo opcenitiji
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A

Slika 1:

zadatak kada su omjeri, u kojima tocke D, E, F dijele stranice BC, CA, AB,
uzeti po volji.

Zbog jednostavnosti u ovom ¢lanku su oznake uvedene tako da isti simbol
AB oznacava pravac kroz tocke A i B, ali i orijentiranu duljinu duZine AB,
za razliku od njezine duljine |AB]|. 1z konteksta je svugdje lako vidjeti da
li se radi o oznaci za pravac ili za orijentiranu duljinu. Ako bismo pravac
smatrali skupom tocaka, tada bismo sa stajalista teorije skupova morali pi-
sati {L} = BE N CF kada je to¢ka L zajednicka to¢ka pravaca BE i CF. Opet
zbog jednostavnosti piSemo L = BEN CF.

Teorem 1. (Routh 1891, [2]) Akoje BD : DC = d' : d,CE : EA = ¢ : ¢,
AF:FB=f":f,d+d =1e+¢ =1,f+f =1, tadaje

1 B (def —d'e'f')?
APUMN) = G G A — ey’ @
gdjeje L = BENCF, M = CFNAD, N = AD N BE i gdje je p(LMN)
orijentirana povrsina trokuta LMN.

U ovom teoremu se pojavljuju omjeri orijentiranih duljina, pa npr. formula
BD : DC = d' : d znati zapravo da je d - BD = d'-DC. Isto su tako i
povrsine orijentirane, pa je povrdina p(LMN) pozitivna ili negativna veé
prema tome da li trokuti LMN i ABC imaju iste ili suprotne orijentacije.
Dokaz. Posluzit éemo se baricentri¢kim koordinatama (vidjeti npr. [4]). Jed-
nakost d - BD = d' - DC moze se pisati u obliku d(D — B) = d'(C — D),
odakle zbog d +d’ = 1 slijedi D = dB + d’C. Sli¢no se mogu dokazati i
jednakostiE = eC+¢’AiF = fA + f'B. Kakoje A = (1,0,0), B = (0,1,0),
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C = (0,0,1), to odmabh slijedi D = (0,d,d’), E = (¢/,0,e), F = (f,f',0).
Dokazimo sada formule

b= <1i/£f” 1e—lfelf/’ 1—6{3]“)’

_ fd f/d f/d/
M_<1fd"1fd"1fd’)' @)

N — d'e de de
T \1—de’ 1—de’’ 1—de' )"

dftef tef =(ete)f+f)—ef =1—ef,
pa je jednakost (2) za tocku L korektna. Ta se jednakost moZe napisati u
obliku ¢’ f'B+ fE = (1 —ef’)LiuoblikuefC +¢'F = (1 —ef’)L, to do-
kazuje da tocka L dana formulom (2) leZi na pravcu BE i na pravcu CF, pa
je L = BENCEF. Sli¢no vrijede i jednakosti M = CFN AD, N = AD N BE.
Primjenom formule za povrsinu trokuta iz ¢lanka [4] dobivamo redom

Imamo

L (LMN) = ! 6/5 8/’];/ e']:z'
N )_(1—ef’)(1ffd’)(1fde’)';e, J;e J;,e

B d262f2+d/2e/2f/2 2defd’ /f/

(1 —ef")(1 = fd')(1 —de’)
_ (dep—aepy .
(1 —ef)(1— fad") (1 —de')
Nas pocetni zadatak je dan posebnim slucajemd’ : d = ¢’ :e=f": f=1:2

Routhovog teoremaiuzd =¢ = f' =1 d=e=f=131iz ll dobivamo
lako £ p(LMN) = 1, a iz (2) slijedi

214 421 142
_<7,7,7), M—<7'7'7)' N—(7,7,7>.

Ocita je sada jednakost A + N = 2M, pa je tocka M poloviste duZine AN,
a sli¢no su i to¢ke N i L polovista duzina BL i CM.

Na sl kre¢emo od trokuta LMN, zatim mu produzavamo stranice NM,
ML, LN za njihove duljine i dobivamo tocke A, C, B sa istim odnosima
kao na slici[I] Ako sada pretpostavimo da trokut LMN ima povrsinu 1,
tada je sa slike 2] odmah jasno da svaki od tri trokuta BCL, CAM i ABN
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ima povrsinu 2, pa cijeli trokut ABC ima tada povr$inu 7, tj. imamo ocito
Ap(LMN) = ;.
A

B Slika 2: ©

U promatranom posebnom slucaju imamoijednakosti D = (O, %, ;) ,E=
1 2 21
=0,z ), F=(%,5,0). Zatoj .

(3,0,3), <3,3,0> ato je npr.

1 1
AP(AEM) = o -

=N -
N — O
—_ O O

ianalogno +p(BDN) = 5, Lp(CEL) = 4, pa zato zbog £ p(LMN) = 1
slijedi

p(AFM) + p(BDN) + p(CEL) = p(LMN). 3)
U [5] postavlja se pitanje kako treba odabrati tocke D, E, F na stranicama
BC, CA, AB trokuta ABC da bi tocke L = BENCF, M = CFNAD, N =
AD N BE bile redom polovista duzina CF, AD, BE. Totke A = (1,0,0),

/

222

D = (0,d,d") iz dokaza teorema 1 imaju poloviste < ), pa Ce to biti

tocka M iz formule (2) ako i samo ako je

fd 1 fd 4 fd &

1—fd 2 1—fd 2" 1—fd 2’
Stojeuzd # 0id’ # 0ekvivalentnosal— fd' = 2fd, 1 — fd' = 2f'. Ove
dvije jednadzbe su zbog d +d’ = 1, f + f' = 1 ekvivalentne s jednadz-
bamal— f+ fd = 2fd, 1 — f + fd = 2 — 2f, a to je zapravo samo jedna

jednadzbal — f = fd srjeSenjemd = }f Dakle, dokazali smo prvu od

tri analogne tvrdnje
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_ 1—
M je poloviste duzine AD & d= ff'
== 1—-d
N je poloviste duzine BE & ¢e= —

_ 1=
Lje poloviste duzine CF & f = ; e’

a sli¢no vrijede i preostale dvije tvrdnje. Uvrstimo li vrijednost za e iz jed-

i zato

1-d
—f

1
Kona¢no zbog jednakosti d = ——=

f

To znaci da ako vrijede sve tri pret-

nakosti e = % u jednakost f = %, dobivamo f =
1 f = 2-3d 1-f 2-3d

1—-d’ f 2d -1
2—3d
2d -1
hodne tvrdnje, tada broj d zadovoljava jednadzbu 2d?> —d = 2 — 3d, 4.

dobivamo jednakost d =

1
d?>+d—1=0,srjeSenjima d = E(_l 4+ 1/5). Nama treba pozitivno rje-
Senje d = %(\/5 —1) ~ 0,615, koje znadi da tocka D dijeli duzinu CB u

1
omjeru zlatnog reza. Zbog simetrije imamo isti zakljucak e = 2 (V5-1)i
1

f= 5 (v/5 — 1) za omjere u kojima tocke E i F dijele stranice AC i BA. Jo$

smo duzni dokazati da iz jednakostid = e = f = %(\@ — 1) slijede pret-
hodne tri tvrdnje. Medutim, lako je vidjeti danpr. izd = f = %(\@ -1)
slijedi d = ﬁ

Dakle, odgovor na pitanje iz [5] je da tocke D, E, F moraju dijeliti stranice
CB, AC, BA u omjeru zlatnog reza. To je prikazano na slici

A

Slika 3:
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V. Chitescu je u [1]] postavio pitanje mogu li se tocke D, E, F na stranicama
BC, CA, AB trokuta ABC odabrati tako da je

p(AFM) = p(BDN) = p(CEL) = p(LMN). 4)
Uz formule (2) dobivamo
1 0 0
1 1 fIZdl
—P(AFM) = ——— - 0| =
APUARM) = 775 ]fd ]Zjd pa| 1S
i analogno imamo jo$ dvije formule
1 d/ze/ 1 e/Zf/
APBDON) =15 RP(CED == 7

Zato je jednakost p(AFM) = p(BDN) ekvivalentna s jednakos¢u f/2(1 —
de') =d'e'(1— fd'), kojaje zbogd =1—d"i f =1 — f’ dalje ekvivalentna
sa f2(1—e¢ +d'e') =de(1—d + f'd"). To se moze pisati u obliku prve
od tri analogne jednakosti

f/Z o dlel — e/f/Z o dlze/ + dlze/f/ _ dlelfIZ

d/Z _ e/f/ — f/d/2 _ e/2f/ + d/e/2f/ _ dlzelf/

612 _ f/d/ — d/elz _ flzd/ + d/e/fIZ _ d/e/2f/
a sli¢no se dokazuju preostale dvije jednakosti. Zbrajanjem ovih triju jed-

nakosti dobivamo

d/2+e/2+f/27€/f/7f/d/7d/€/ _ d/(e/27f/2)+e/(f/27d/2)+f/(d/27612)'

©)
Lijeva strana od (5) je
S = FR o (f =)+ (@ =) 2 0 ©

s jednako$¢u ako i samo ako je d = ¢/ = f'. Desna strana od (5) je (¢/ —
F)(f' —d')(d —e'). Ako se pretpostavi da je

ili d>e>f ili >f>d ili ff>d>¢, (7)
Sto je Chitescu ucinio, tada je desna strana (¢/ — f')(f' — d’')(d' —¢') od
nepozitivna. Zato tada (5) vrijedi ako i samo ako je d' = ¢ = f, .
d = e = f. Medutim, moglo bi umjesto (7) biti

ili d<e<f ili <f<d ili fl<d<e, (8)
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§to je Chitescu previdio. Akojenpr. d' < ¢ < f/,tadauze = d' +u,
f'=d +u+vimamou > 0,v > 0. Lijeva strana od , tj. od @, je tada
jednaka

1
5(02+(u+v)2+u2) = u? +uv + 07,

dok je desna strana (¢/ — ) (f' — d')(d’ — ¢') od (5) jednaka uv(u + v), pa
imamo uvjet

u? + uv +v* = uo(u + o) )
ili
(u—1)0* +u(u—1)v—u>=0.
Mora biti
y w(u—172%+4u>(u—1)>0,4 u?>(u—1)(u+3) >0
ili

(u—1)(u+3) >0,
izatojeiliu < —3iliu > 1. Ako je sada npr. d' izmedu 0i 1, tada zbog
e/ = d' + u slijedi da ¢’ nije izmedu 0i 1. To znaci da tada ne mogu sve
tri tocke D, E, F biti na stranicama BC, CA, AB. Dokazali smo sljede¢u
tvrdnju.

Teorem 2. Uz oznake iz teorema [1]i s tockama D, E, F na stranicama BC, CA,
AB trokuti AFM, BDN, CEL imaju jednake orijentirane povrsine ako i samo ako
jed = =fid=e=f.

Chitescu u [1]] ima mnogo kompliciraniji dokaz uz previd da postoji i mo-

gucnost (8).

Ako se ne zahtijeva da su tocke D, E, F na stranicama BC, CA AB, tada ne

~

N W

mora bitid = e = f. Npr. u (H) moZemo uzetidajeu =v =

Dovrsimo sada rjeSavanje problema, kojeg je postavio Chitescu. Uzmemo
li zbog teoremaP|dajed =e = f = x,pazatoid =¢ = f' =1 —x, tada
imamo dalje

1 24! 1-—x)3

T1—fd T 1-x+a2

a isto tako je i

(1—x)°

1 1

A
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S druge strane, po rezultatu iz dokaza teorema l|dobivamo

1 B (def —d'e' f')? [P -1 —x)3?
APUIMN) = G A /=) - A—xT )

= -0PEP+x(1—x) + (1 -x)?

(1—x+x2)3
C(2x—1)2(x2—x+1)2  (2x—1)?
(x2—x+1)3 X2 x4 1

Zato su jednakosti @) ispunjene ako i samo ako je (1 — x)3 = (2x —1)?,
a to je jednadzba x — x> — x> = 0, tj. jednadzba x> + x — 1 = 0. Njezino

1
rjeSenje izmedu 0ilje x = 5 (v/5 — 1), pa opet imamo zlatni rez i sliku

Akoje BD : DC = CE : EA = AF : FB = 1 : 1, tada su AD, BE, CF
tezisnice (ili medijane) trokuta ABC. Zato je J. Satterly u [3] pravce AD,
BE, CF (i duzine AD, BE, CF) nazvao nedijanama u slucaju kada je BD :
DC = CE : EA = AF : FB = n : 1, pri ¢emu se Cesto uzima da je n
neki prirodan broj. Nedijane na slici [3| mozemo, dakle, smatrati zlatnim
nedijanama.
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