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Algoritam k-sredina

k-means Algorithm
ABSTRACT

In this paper, k-means algorithm is presented. It is a he-
uristic algorithm for solving NP-hard optimisation problem
of classifying a given data into clusters, with a number of
clusters fixed apriori. The algorithm is simple and it's con-
vergence is fast, what makes it widely used, despite its
tendency of stoping in a local minimum and inability of
recognizing clusters not separated by hyper-planes.

The method of the first variation as a tool for escaping
from a local minimum is also presented in the paper.
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Algoritam k-sredina
SAZETAK

U ¢lanku je objadnjen algoritam k-sredina (k-means al-
gorithm), heuristika koja rjesava NP teski optimizacijski
problem razvrstavanja podataka (totaka) u skupine (klas-
tere) s unaprijed zadanim brojem skupina. Zbog jednos-
tavnosti i brzine konvergencije, algoritam je u Sirokoj pri-
mjeni, unato& tendenciji zapinjanja u lokalnom minimumu,
te nemoguénosti prepoznavanja skupina koje nisu razdvo-
jive hiperravninama.

U ¢lanku je takoder objasnjena i metoda prve varijacije,

heuristika lokalnog trazenja kojom algoritam "izvla¢imo”
iz lokalnog minimuma.

Kljuéne rijedi: algoritam k-sredina, klasteriranje, metoda
prve varijacije

1 Uvod

Osnovna ideja algoritma k-sredina je odredivanje predstav-
nika k skupina, i pridruZivanje svake toc¢ke skupini s naj-
blizim predstavnikom tako da zbroj kvadrata udaljenosti
tocaka od predstavnika skupina kojima pripadaju bude mi-
nimalan. Drugim rije¢ima, algoritam k-sredina generira
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skupine s minimalnom totalnom varijancom (najkompakt-
nije moguce skupine).

Nedostatak algoritma je u tome S§to se na izlazu dobiva
samo stabilno, a ne nuzno i optimalno rjeSenje. Odnosno,
rjeSenje bitno ovisi o pocetnoj k-torci predstavnika sku-
pina. Drugi nedostatak algoritma k-sredina je u tome §to
moZe prepoznati samo skupine odvojive hiperravninama.

2 Algoritam k-sredina

Neka je zadan skup tofaka X = {x;,X2,...,Xp} u n di-
menzionalnom Euklidskom prostoru R”. Cilj algoritma
k-sredina je pronadi, za unaprijed zadani broj k > 2, op-
timalnu k-particiju skupa X, © = {C;,C3,...,Cy }, odnosno
razmjestiti m tocaka skupa X u k skupina (podskupova,
klastera) C1,C», ...,Ck. Svakoj skupini Cj, i = 1,...,k, pri-
druZena je tocka

1
= ) X 1

C; | Cl‘ X;j[ ( )
koju nazivamo predstavnikom skupine (predstavnik sku-
pine ne mora biti element skupa X). Ovdje je |C;| kardi-
nalnost od Cj, tj. broj toaka koje pripadaju skupini C;.
Algoritam k-sredina se zasniva na jednostavnoj €injenici
da je optimalni izbor predstavnika skupine srediSte same
skupine.

Svakoj particiji © = {C},Cy,...,Cy} skupa X pridruZena je
vrijednost ciljne funkcije

k
J=Jm=Y Y [x—cill3
i=1xeC;

gdjesuc;,i=1,... k, definirani s (1). Algoritam k-sredina
u nizu iteracija nastoji minimizirati vrijednost ciljne funk-
cije, odnosno pronaci particiju kojoj je pridruZzena najma-
nja vrijednost ciljne funkcije.

Ovdje je prikazana klasi¢na verzija algoritma k-sredina
koja koristi Euklidsku metriku na R"

1
n

2
d(x,y)=|[x—yl2= [Z(xl-yi)zl ,X,yeER. (2

i=1
Inace, algoritam za particioniranje moZe se lako prilago-
diti tako da koristi kosinusnu sli¢nost medu vektorima kao
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metriku,
T
X

=Y xyeR", 3)
[IX]1l1y1l,"
$to mozZe biti prikladniji izbor za particioniranje podataka
od Euklidske metrike (vektori se prethodno normaliziraju,
pa se ovakav algoritam k-sredina naziva sfernim algorit-
mom k-sredina).

d(x,y) =

Prije pokretanja algoritma k-sredina potrebno je na neki
nacin zadati poCetne vrijednosti {c;} predstavnika skupina,
na primjer nasumi¢nim izborom k to¢aka iz zadanog skupa
tocaka X.

Algoritam k-sredina je iterativni algoritam koji ponav-
lja dva osnovna koraka dok se ne zadovolji neki kriterij
konvergencije. U prvom koraku (“pridruZivanje”) svaka
tocka pridruzuje se najbliZem predstavniku (odreduje se
particija). U drugom koraku (“prepravijanje”) skup pred-
stavnika se prepravlja - za nove predstavnike se uzimaju
srediSta skupina definiranih u koraku “pridruZivanje”. Al-
goritam se zaustavlja kada se vrijednost ciljne funkcije
prestane smanjivati.

Algoritam 1 Algoritam k-sredina
1. Inicijalizacija.

Zadaj pocetni skup predstavnika {c i—1-
brojacl =0;

Postavi

2. PridruZivanje.
Za svaku tocku x € X C R" odredi sk(x) € {1,...,k}
(redni broj skupine tocke X) takav da je

! _ _
Hcsk(x)—XHZ—je{Ian " [|ef —x||2.
Definiraj skupine
Y = {x:sk(x) =i} i=1,....k

3. Prepravijanje.
Izracunaj predstavnike novih skupina definiranih u

2. koraku:
1
ol = — X,
e
l xe c(l+1)

i

.. [+1
gdje jen; = |C").

Izracunaj vrijednost ciljne funkcije

l+l Z Z |X C1+1||2,

i= xeC(Hl)

=~

Stavi | =1+ 1; Ponavljaj korake 2. i 3. sve dok se
vrijednost J ne prestane smanjivati.
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Primjer 1 Na Slici 1 dan je primjer skupa od sedam

todaka X = {x1,...,x7} = {(1,1),(1.5,2),(3,4),(3.5,4.5),

(3.5,5),(4.5,5),(5,7)}, s inicijalnim skupom predstavnika

{e1,¢2} ={(4.5,7.5),(5,6)} za kojeg algoritam k-sredina

u pet iteracija daje optimalnu particiju © = {C;,C,},
= {X],Xz} i C2 = {X3, . 7X7}.

pridruzivanje prepravljanje pridruzivanje
8 g 8 5 8 8 =
6 o 6 +I:| 6 . 6
4 4 & 4 u} 4 ﬁi
2 21 0+ 20+ 21 o+
+ + +
0 0 0 0
0 5 0 5 0 5 0 5
prepravijanje pridruzivanje prepravljanje pridruzivanje
8 8 8 8
6 .o 6 o 6 o 6 o
T + + X
4 ot 4 ot 4 .
2p o+ 20+ 2) + 20+
+ + + +
0 0 0 0
0 5 0 5 0 5 0 5
prepravljanje pridruzivanje
8 8
6 6
x @ @
4 + 4 x
2 g 2 g
0 0
0 5 0 5
Slika 1:  Algoritam k-sredina pronalazi optimalnu par-

ticiju za zadane inicijalne predstavnike u 5 iteracija. Cr-
venim znakom ‘x’ oznacene su tocke prve skupine, a pla-
vim znakom ‘+’ tocke druge skupine. Kvadrati oznacavaju
predstavnike skupina.

Teorem 1 ([3]) Vrijednost J ciljne funkcije algoritma
k-sredina monotono se smanjuje.

Dokaz. Oznatimo s J(!) vrijednost ciljne funkcije u I-tom
ponavljanju. Vrijedi:

7 M»

1)

[Ix— c’IIz>Z Z [Ix—
i=l xEC

xeC(

i

f Z HX cl+1||2 l+1).

)ceCl-(]Jr )

) 2
Y Ix—cylBE>

e C,(Hl) i=1

-

Druga nejednakost slijedi iz Cinjenice da vektor srediSta
skupine minimizira kvadratnu devijaciju. O
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Algoritam se zaustavlja ako je J() = JU+1),

Primijetimo da su rezultat algoritma k-sredina skupovi
(klasteri) odijeljeni hiperravninama. Na primjer, pogle-
dajmo slucaj za k = 2:

x € C; akko focng < HX*C2H%-

Skup tocaka koje su jednako udaljene od ¢ i ¢; dijeli tocke
na ovaj nacin. A taj skup tocaka je hiperravnina okomita
na ¢ — ¢; koja prolazi polovistem kojeg odreduje ¢; — ¢;:

(x—cl)T(x—cl) = (x—cz)T(x—Q)

—2(c; —¢2) " x+ (cgcz —cle) =0.

Opéenito, algoritam k-sredina razdjeljuje tocke skupom hi-
perravnina. Rezultirajuéa particija prostora odgovara tzv.
Voronojevom dijagramu skupa predstavnika.

Definicija 1 Neka je zadan skup S = {p; € R",i =
1,...,q} za neki g € N. Voronojeva éelija (engl. Voronoi
cell) pridruZena tocki p; je skup

V(pi) = {x eR": [[x—pil[2 < |lx=pjll2, Vi =1,....4}.

Voronojev dijagram skupa S je unija Voronojevih Celija,
odnosno

Primjer 2 Na Slici 1 zelenim crtama naznaceni su pravci
kojima algoritam k-sredina razdjeljuje zadane to¢ke na
dvije skupine. Dvije rezultirajue poluravnine predstav-
ljaju dvije Voronojeve Celije pridruZzene predstavnicima
skupina.

Prilikom izvrSavanja algoritma k-sredina moZze se dogoditi
da neki predstavnik ostane bez pridruZenih mu to¢aka (ako
su sve tocke bliZze ostalim predstavnicima). Sama heuris-
tika k-sredina ne govori o tome kako postupiti u situaciji
kada skupina u nekom koraku ostane prazna. UobicCajene
strategije u praksi su:

- premijeStanje predstavnika ispraZnjene skupine
slu¢ajnim izborom ili proizvoljno

- uzimanje tocke koja je najudaljenija od svog pred-
stavnika za novu jednoclanu skupinu

- zadrZavanje predstavnika (ostavlja se moguénost da
skupina ponovo primi tocke);

- brisanje predstavnika skupine koja je ostala prazna.

Primjer 3 Slika 2 prikazuje primjer particioniranja algo-
ritmom k-sredina u kojem jedan predstavnik ostaje bez
pridruZenih to¢aka. Sam predstavnik je zadrZan, i ve¢ u
sljede¢em koraku tocke su razdijeljene na dvije skupine.
Primijetimo da bi u ovom primjeru pomicanje predstavnika
u to¢ku najudaljeniju od pridruZenog predstavnika rezulti-
ralo veéim brojem iteracija.

pridruzivanje prepravljanje

10 10 10
8 8t .~ 1 .
6 6 * 6 ]
4 =] 4 a 4 x
2 2 2
0 2 0 = 0 =
0 5 10 0 5 10 0 5 10
pridruzivanje prepravljanje
10 10
8t . gt .
o
6 a 6 *
4 x 4 x
+ a
2 2
0 = 0
0 5 10 0 5 10

Slika 2: Primjer inicijalizacije algoritma k-sredina koja
rezultira praznom skupinom. Predstavnik je zadrZan, i u
sljedecem koraku skupina prima tocke.

3 Dvaojnost ciljne funkcije algoritma
k-sredina

Pokazat ¢emo da algoritam k-sredina smanjivanjem vrijed-
nosti ciljne funkcije automatski poveéava prosje¢nu kva-
dratnu udaljenost medu parovima predstavnika skupina, a
smanjuje prosjecni zbroj kvadrata razlika udaljenosti pa-
rova tocaka unutar skupina.

Zax € R" vrijedi
tr (ZXXT) = ZXTX,
gdje je

trA=) a; za A= [a,'j] c R™",

n
i=1

Stoga se ciljna funkcija algoritma k-sredina moZe shvatiti
kao tr (Sw), gdje je

Sw :Z Z x—c¢)(x—c).

(
i=1xeC;

Matrica Sy naziva se matricom rasipanja unutar skupina
(engl. within-class scatter matrix).
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Matrica ukupnog rasipanja je dana izrazom

Sr=Y (x—¢)(x—¢)",

xeX

gdje je ¢ srednja vrijednost cijelog skupa podataka. Moze
se dokazati da je ST = Sw + S, gdje je Sp matrica rasipanja
izmedu skupina definirana izrazom

k

Sg=Y |Ci| (¢;—

i=1

¢)(ci—c)’.

Propozicija 1 Vrijedi
St = Sw + Sg.

Dokaz. Definirajmo za proizvoljni vektor a

Sr@) = Y(x-a)x-a)
= izé(xa+c,-c,-)(xa+cic,~)T
= LI (e —a))((x—c»u(ci—a)f)
= LY G-e)x-e)+Y Y x-c)(c-a)
al=d el
+Z€Zc (x—¢;) +Zi:x§i(ci—a)(ci—a)7-
Vrijedi
sr@ = Y Y (x—¢)(x—c) +2|C| —a)’
_ SuaSs@).
jerje ¥ ¥ (¢-a)(x—¢) =0=% ¥ (x—¢;)(ci—a).

i xeC; i xeC;

Prethodna relacija je tocna za proizvoljni vektor a, pa je
to¢na i za a = ¢, Sto dokazuje tvrdnju. O

Mozemo, takoder, pokazati da je

1 m m T

Sr = %;;(Xi—xj)(xi—xj)
_]_

k 1 -
Sw = sz Y (x-y)(x-y)

i=1 t xeCiyeC;

1 k k -
Sp = %;]; i|Cjl (ei —¢j) (¢i—¢j)"

Bududi da je tr(Sy) ciljna funkcija algoritma k-sredina,
on nastoji minimizirati prosjecni zbroj kvadrata razlika pa-
rova tocaka unutar skupina.

Prema tome, buduci da je tr(Sy) = tr(Sy) + tr(Sp),
a tr(St) je fiksan, ciljnu funkciju algoritma k-sredina
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moZemo promatrati kao

maxtr(Sg) =

maXZ\Ci|'||Ci—CH§

maX*ZZIC|IC| lle: —¢l13.

§to znaci da algoritam k-sredina pokusava maksimizirati
prosje¢nu kvadratnu udaljenost medu parovima predstav-
nika skupina.

4 O medama broja iteracija algoritma
k-sredina u jednodimenzionalnom modelu

Racunsku slozenost algoritma k-sredina po jednoj iteraciji
na m-¢lanom skupu X C R” moZemo razloZiti po koracima:

- U koraku “p
puta racuna udaljenosti,

ridruZivanje” algoritam k-sredina mk
za Sto mu treba 3mkn
osnovnih operacija (zbrajanja, mnoZenja ili us-
poredivanja). Za pronalaZenje najblizeg predstav-
nika treba mu mk operacija. Prema tome, sloZenost
pridruZivanja je O (mkn).

- U koraku algoritam k-sredina
izvrSava mn zbrajanja i kn dijeljenja. SloZenost pre-

“prepravljanje”
pravljanja je O (mn) (k < m).

- Zaracunanje vrijednosti ciljne funkcije algoritmu k-
sredina treba m zbrajanja udaljenosti izracunatih u
prvom koraku, pa je sloZenost racunanja vrijednosti
ciljne funkcije O (m).

Prema tome, sloZenost algoritma k-sredina je O (mknt),
gdje je t broj iteracija. Sam broj iteracija moze varirati
od nekoliko do nekoliko tisuc¢a, ovisno o broju i distri-
buciji tocaka, te o broju skupina, i jo$ uvijek nije u pot-
punosti teoretski razjasnjen broj iteracija koje algoritam
k-sredina moZe izvrS$iti u najgorem slucaju. U [4] je doka-
zano da razli¢itih Voronojevih dijagrama zadanih s k cen-
tara, koji m-Clani skup X € R” dijele na k podskupova, ima
najvise O (m*"), §to predstavlja i trivijalnu gornju medu
za broj iteracija algoritma k-sredina. Medutim, Cinjenica
da u uobicajenim aplikacijama k moZe biti veli¢ine neko-
liko stotina, i da algoritam k-sredina u praksi relativno brzo
konvergira, ¢ini ovu medu beznacajnom.
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5 Prva varijacija - algoritam za profinjenje
rezultata algoritma k-sredina

Veliki nedostatak algoritma k-sredina je u tome $to moze
“zapeti” u lokalnom minimumu i rezultirati loSom par-
ticijom. Navest ¢emo primjer kada loSa inicijalizacija
algoritma rezultira particijom koja ocigledno nije opti-
malna. Prva varijacija je metoda lokalnog traZenja kojom
se omogucava izbjegavanje lokalnog minimuma.

Inace, u praksi se pokazalo da se nedostatci algoritma
k-sredina najcesce ocituju kod malih skupova toc¢aka (do
otprilike 200 tocaka) [2].

Primjer 4 Neka je zadan skup X = {x1,x2,x3}, x; =0,
Xy = % x3 = 1 i inicijalni par predstavnika c(l) = % cg =1
(Slika 3). To znaci da je u pocetnoj particiji C¥ = {x;,x,}

iCY = {x3} i vrijedi

[Ix—<?[[3

|
™o

J({cl.c3)

=[5+ IIx2 — €}l +[[x3 — <33

1\ /1)* 02
)+ () =5
Algortam k-sredina nece promijeniti ovakvu pocetnu par-
ticiju jer je |Jx2 — 9|3 = |Jx2 — 9|3, iako za particiju
{c},cl}, ¢l ={x1}iC} = {x2,x3} , odnosno za c} =0,
cé =2z, vrijedi

I
E

2
= Y Y lx—cl
i=1xeC]

J({ci.c3})

1

=[x —cillz+ x5 +|Ixs — a3

oo (DY (YL
N 6 6) 18

0.5F

0.2r

\\5 PE Q/

-0.21

0.5+

-0.5 0 0.5 1 1.5

Slika 3:  Primjer poletne particije koju algoritam
k-sredina ne mijenja, iako nije optimalna.

Problem zaustavljanja algoritma k-sredina u lokalnom mi-
nimumu mozZe se djelomi¢no rijesiti algoritmom prve vari-
jacije, primjerom heuristike lokalnog traZenja.

Definicija 2 Prva varijacija particije 1 = {Cy,...,C}
skupa X je particija®w’ ={C},...,C;}, koja se dobije pomi-
canjem jedne tocke x € X iz skupine C; € T u skupinu C; €
n. Skup svih prvih varijacija particije © = {Cy,...,C}
ozna¢avamo s ‘V ().

Medu svim elementima skupa V(%) traZimo particiju s
najmanjom vrijednos$¢u ciljne funkcije.

Definicija 3 Particija ©* je prva varijacija particije T
skupa X takva da je za svaku prvu varijaciju © skupa X

J(m*) <J(n).

Particija T zove se sljedec¢a prva varijacija.

Algoritam prve varijacije generira niz particija ©) =
(..., 1>0, akav dajen(+) = 1=0,1,...

Promotrimo razliku izmedu iteracije algoritma k-sredina i
iteracije algoritma prve varijacije. Neka je zadana biparti-
cijan={Z,Y} skupa X C R", pri éemu je Z = {z,...,2,}
iY ={y1,...,ym}. Zelimo utvrditi treba li jedan vektor,
npr. z,, premjestiti iz Z u Y. Definirajmo potencijalne nove
skupine sa

Zm={z1,....z} i YT ={yi Yt
Algoritam k-sredina provjerava vrijednost
An = |20 — € (Y) |3~ |22 — c(2) [[3. Q)

Ako je Ay < 0, algoritam k-sredina pomice z, izZ u Y.
Inace z, ostaje u Z.
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Algoritam prve varijacije, medutim, provjerava stvarnu
promjenu u vrijednosti ciljne funkcije.

m
Apy = Z||y[—c(Y+)|\%+||z,,—c(Y+)H%
i=1

n
+ Y Mz —e(Z7) |5~ Il —e(27) 113
i=1

3

=% i) B X i —e(2) B

= mlle(Y)—c(Y*) |3 +nlle(2)—c(27) |13
+||2n —c(Y+) H% — |2n _C(Zi) H%

m m n n
Zlyz' ZIYH-Zn lei le;—ln
_ =1 = 2 =l i= 2
e e el R [
m n
‘Zl Yi+2zy AZ] Zi—17p
— 2 = 2
Hlan = o Il - E—— |
m n
Zlyi_mzn nZp — lei
. i= 2 i= 2
- mH m(m+1) ||2+nH I’l(}’l*l) H2
m n
mzn_'zlyi ”Zn_'zlzi
= 2_ = 2
H— = B — 51
2
m m 2
= z,—c(Y
12 T 1) |1z, —c(Y) |3
2
n n 2
— | ||lzn—¢c(Z
T (nl)z]u )13
m 2 n 2
= lm—eMIB- Tl @ B ©
Razlika izmedu (4) i (5),
Bion =By = —— |z~ (¥) |3+ —— [z, (2) [} =0
m+1 n—1 -

je zanemariva kada su skupine Z i Y velike. Medutim,
A — Apy moZe postati bitna kod malih skupina.

Primjer 5 Za z, = x; iz primjera 4 je Ay, =0, a A, =
—% i to je razlog zasto algoritam k-sredina propusta opti-
malnu particiju {C},C1}.

Algoritam 2 Algoritam prve varijacije
1. Zadaj pocetnu particiju ©(0) = {CEO), e ,C,E())}. Pos-
tavi brojac iteracija l = 0.

2. Generiraj sljedecu prvu varijaciju VAOLS
Ako je J<7t(’)*> — J(n(”> < 0, postavi T+ =

A0 povecaj l za 1, i vrati se na korak 2.

3. Stani.
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Prilikom racunanja sljedee prve varijacije algoritam
izvrSava 3mkn operacija za racunanje udaljenosti, 3mk
operacija za raCunanje vrijednosti ciljne funkcije za sve
prve varijacije particije, te mk operacija za odredivanje
sljedece prve varijacije, pa je sloZenost jedne iteracije jed-
naka sloZenosti iteracije algoritma k-sredina (O(mkn)).
Medutim, promjene vrijednosti ciljne funkcije su u svakoj
iteraciji jako male jer se pomice samo jedna tocka, dok al-
goritam k-sredina daje znacajnija poboljSanja po iteraciji.
Stoga pogledajmo kombinaciju algoritma k-sredina i algo-
ritma prve varijacije:

Algoritam 3 Algoritam k-sredina poboljsan algoritmom
prve varijacije

1. Zadaj pocetnu particiju ©l°) = {CEO), . ,C,E())}. Pos-
tavi brojac iteracija l = 0.

2. Generiraj sljedecu particiju 7’ algoritmom k-
sredina. , )
Akojed (x0') 7 (=) <0, postavi+) =z,

povecaj l za 1, i vrati se na korak 2.

3. Generiraj sljedecu prvu varijaciju nD*,
Ako je J<7t(1)*> - J(Tt(l)> < 0, postavi T =

Tc(l)*, povecaj l za 1, i vrati se na korak 2.

4. Stani.
Algoritam 3 alternira izmedu dviju faza:

(a) algoritma k-sredina

(b) algoritma prve varijacije.

U treCem koraku pomice se samo jedna tocka iz jedne sku-
pine u drugu ako to pomicanje rezultira smanjujem vrijed-
nost ciljne funkcije. Niz koraka prve varijacije omogucava
izbjegavanje lokalnog minimuma, nakon ¢ega nove itera-
cije algoritma k-sredina mogu nastaviti brze smanjivati vri-
jednost ciljne funkcije. Ova ping-pong strategija daje algo-
ritam za profinjenje skupina, koji Cesto poboljSava sam al-
goritam k-sredina, a racunski nije prezahtjevan (sloZenost
je jos uvijek O(mkn)). Naime, udaljenosti toaka od svih
predstavnika potrebne za generiranje sljedece prve varija-
cije u treCem koraku ve¢ su izraCunate u drugom koraku,
pa se ne moraju ponovo racunati.

Medutim, ni ovako poboljsan algoritam ne daje uvijek op-
timalno rjesenje.

U ovom radu je koriStena MatLabova kmeans funkcija.
Ona se zasniva na dvofaznom iterativnom algoritmu ¢ija
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prva faza odgovara klasi¢cnom algoritmu k-sredina. U dru-
goj fazi se pojedinacno premjeStaju sve tocke Cije pre-
mjeStanje rezultira smanjenjem ciljne funkcije (zbroja uda-
ljenosti tocaka od predstavnika skupina), nakon cega se
ponovo racuna skup predstavnika. Svaka iteracija se u
drugoj fazi sastoji od jednog prolaska kroz sve zadane
tocke. Ovo je varijanta algoritma prve varijacije. Pritom
se samo u prvoj iteraciji prve faze racunaju sve udaljenosti
to¢aka od predstavnika. U ostalim iteracijama udaljenosti
se racunaju samo za tocke odnosno predstavnike koji su se
pomicali. Bududi da se broj pomaknutih tocaka relativno
mali nakon prvih par iteracija, ovim se bitno smanjuje vri-
jeme izvrSavanja algoritma.

MatLabova kmeans funkcija dopusta unos vlastitog inici-
jalnog skupa predstavnika, ili ga sama racuna na osnovi
ulaznog skupa tocaka na jedan od tri ponudena nacina:

- “sample” - nasumi¢nim izborom bira k predstavnika
iz ulaznog skupa tocaka (uobicajeni nacin)

- “uniform” - nasumi¢nim izborom bira k uniformno
distribuiranih predstavnika iz ulaznog skupa tocaka

- “cluster” - particionira 10% nasumce izabranih
to¢aka i dobivene predstavnike uzima za inicijalne
predstavnike cijelog skupa tocaka. U uvodnom par-
ticioniranju koristi sample” za inicijalizaciju.

Primjer 6 Na Slici 4 su dva primjera particioniranja al-
goritmom k-sredina. U prvom slucaju algoritam je u
100 pokretanja sa “sample” inicijalizacijom 70 puta dao
ociglednu optimalnu particiju. U primjeru s dva koncen-
tri¢na prstena optimalne skupine nisu linearno odvojive, pa
algoritam k-sredina daje najbolje $to moze - dijeli svaki pr-
sten na dva dijela.

Primjer 7 Na Slici 5 (lijevo) je primjer skupa to¢aka koje
su prirodno podijeljene na Cetiri skupine, te pocetni skup
predstavnika. U ovom slu€aju ni algoritam k-sredina ni al-
goritam prve varijacije ne daju optimalnu particiju.
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Slika 4: Rezultat particioniranja to¢aka MatLabovom
kmeans funkcijom. Bojom je istaknuta pripadnost tocaka
skupinama.
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Slika 5: Primjer inicijalizacije skupa predstavnika (kva-
dratici) za koju i algoritam k-sredina i algoritam prve va-
rijacije daju loSu particiju. Lijevo su neparticionirane, a
desno particionirane tocke. Bojom i znakom je istaknuta
pripadnost toc¢aka skupinama.
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