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Sazetak

U radu se izvodi CS dekompozicija J—ortogonalnih matrica reda 2, 3 i 4. U izvodu se koriste
samo osnovni pojmovi iz teorije matrica, te singularna dekompozicija matrica reda 2 i 3.
Pokazuje se da se J-ortogonalna matrica reda 4 (3) moze faktorizirati u produkt od 4 (2)
“trigonometrijske” ravninske rotacije i 2 (1) “hiperbolne” ravninske rotacije. To otvara zanimljiv
i vazan problem: kako odrediti sve te ravninske rotacije, direktno iz simetri¢ne matrice A reda
4 (3), koje kroz transformacije kongruencije dijagonaliziraju A. Rjesenje tog problema ima
direktnu primjenu u ubrzanju blok J-Jacobijeve metode za racunanje vlastitih vrijednosti i
vektora indefinitne simetri¢ne matrice reda n.

1 Uvod u CSD J-ortogonalne matrice

Ovaj rad nastavak je istrazivanja o CS dekompoziciji ortogonalnih matrica malog reda [3]. Umjesto s
ortogonalnim, radit ¢emo sa J-ortogonalnim matricama. Matrice malog reda su jednostavnnije za
prouciti, pa je namjera ovog ¢lanka dokazati rezultate na novi i jednostavniji nacin. Stoga je rad
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napisan tako da zahtijeva minimalno znanje iz teorije matrica. Ipak, zakljucak ovog istrazivanja
upucuje na otvoren, zanimljiv i netrivijalan matematicki problem: kako dijagonalizirati indefinitnu
simetri¢nu matricu reda 4 (3) koristedi tek nekoliko ravninskih (trigonometrijskih i hiperbolnih) rotacija.
RjesSenje tog problema povecalo bi efikasnost postojecih vrlo to¢nih algoritama [5, 2] za racunanje
vlastitih vrijednosti simetri¢ne indefinitne matrice reda n.

Neka je J dijagonalna matrica predznaka reda n oblika

I 0

J:{l ], 1<1<n-1,
0 - n—I

pri ¢emu su I; i I,,_; jedini¢ne matrice reda l i n — [, respektivno. Matrici J mozemo pridruziti grupu

J-ortogonalnih matrica reda n.

Definicija 1. Matrica F' naziva se J—ortogonalna matrica ako vrijedi

F"JF = J. (1)

Iz definicije odmabh slijedi da F' mora biti kvadratna i nesingularna. Doista, jer je na desnoj strani
jednakosti (1) kvadratna matrica J reda n, mora i lijeva strana dati kvadratnu matricu. Stoga F' kao
zadnja matrica u produktu mora imati n stupaca, a da bi produkt JF' bio definiran mora F' imati n
redaka. Dakle sve su matrice na lijevoj strani kvadratne reda n. Njihov produkt je J koja je
nesingularna, pa sve matrice na lijevoj strani moraju biti nesingularne. To se takoder vidi i ako
primijenimo na lijevu i desnu stranu jednakosti (1) determinantu i iskoristimo Binet-Cauchyjev teorem.

Propozicija 2. J-ortogonalne matrice reda n Cine grupu s obzirom na operaciju matricnog mnoZenja.
Ona je podgrupa grupe nesingularnih matrica reda n i zatvorena je u odnosu na matricno
transponiranje.

Dokaz. Pokazimo prvo da je produkt dviju J-ortogonalnih matrica takoder J-ortogonalna matrica.
Neka su F' i G J-ortogonalne tako da vrijedi F'"JF = Ji G"JG = J. Tada je

(FGY J(FG) = (G"F7) JFG = G"(F"JF)G = G"JG = J,

$to pokazuje da je i produkt F'G jedna J— ortogonalna matrica.



CS-dekompozicija J-ortogonalnih matrica malog reda | math.e Vol 30.

Ulogu jedini¢nog elementa igra jedini¢na matrica I,, koja zadovoljava relaciju (1). Grupna operacija je
matricno mnoZenje koje je asocijativno, pa preostaje pokazati da je inverz J-ortogonalne matrice
takoder J-ortogonalna.

Neka je F'J-ortogonalna. Tada je ona nesingularna, pa postoji inverzna matrica F~1. pokazimo da je
F‘lJ-ortogonaIna. Ako pomnozimo lijevu i desnu stranu jednadzbe (1) prvo sa F! zdesna, a zatim s
J slijeva, dobijemo ekvivalentu jednadzbu

F1=JgF7J. (2)

Ako invertiramo lijevu i desnu stranu i iskoristimo Cinjenicu da operacije transponiranja i invertiranja
komutiraju, dobijemo

[F 1t =JF 1.
To pokazuje da i F1 zadovoljava uvjet (2), pa je J-ortogonalna matrica.

Preostaje jos pokazati da J-ortogonalnost od F' povlaci J-ortogonalnost od FT, Doista, ako
transponiramo izraze na lijevoj i desnoj strani jednadzbe (2), dobijemo

[FT)~t = JIFTt .

pa je propozicija dokazana. Q.E.D.
Koje uvjete zadovoljavaju elementi proizvoljne J-ortogonalne matrice F'?
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Napomena 3. Da bismo na to odgovorili, podijelimo matricu F' u Cetiri bloka

| Fun Fo |l
= (3)
Fy1 Fy|n-—1I
pri ¢emu su FY; i Fa9 kvadratni. Tada se jednadzba J = FTJF moze zapisati u obliku
lIz 0 ]: (F F2711] l—’l 0 ] an Flzl
0 —Iny | FL FLIL0 —I,q] | Fa Fa
_ (F —Fi)[Fu Fp A
| FL —FL| | Fa F @
_ _Flinll_Fg;Fﬂ F11;F12_F21;F22]
| FLFy — FLFy FLFi, — FLFy
Izjednacavajuci blokove na lijevoj i desnoj strani, dobivamo
FLlFnW —FlFn =1 FLFy — FLFo = —I,
(5)

FEFis — FEFy =0 FiyFi1 — F3,Fn = 0.

Ako pisemo F' = (fi;), i izratunamo elemente na diagonalnom mjestu (¢, ¢) odnosno nedijagonalnom
mjestu (i,j), na lijevoj i desnoj strani u relaciji (1), lako dobijemo

l n .
1 1<3<1
fi — ﬁ={ ’ . (6)
odnosno
l n
> fifri— D fufey =05 i #4. (7)
k=1 k=1+1

Jer je matrica F'J-ortogonalna, takva je i matrica F'T, pa relacije (6) i (7) vrijede ako na svim
mjestima zamijenimo donje indekse (fx; +— fir, frj > fjr). Tako dobijemo analogne relacije



CS-dekompozicija J-ortogonalnih matrica malog reda | math.e Vol 30.

l n .
1 1<1<1
2 2 ) > ~
ik ik - (8)
kz:;z k:21;1Z {_17 I+1<is<n
odnosno
l n
> fifik— Y fafu =05 i#j. (9)
k=1 k=1+1

U nasoj analizi trebat ¢éemo pojmove singularnih vrijednosti i vektora matrice. Sljedeéi teorem dokazuje
postojanje singularne dekompozicije matrice. Nama ¢e trebati samo verzija za realne matrice.

Teorem 4. [Singularna dekompozicija] Ako je Cm X m realna matrica, tada postoje ortogonalne
matrice U i V reda m i n, respektivno, takve da je

T .
U CV = 2, Y= dla’g(al 9025+, Umin{m,n})a (10)
pri Cemu vrijedi o1 > 02 2 -++ 2 Omin{mn) = 0 Brojevi 1,02, ..., Ogin{mn} SU Singularne

vrijednosti matrice C'. Stupci matrice U su lijevi, a stupci matrice V' desni singularni vektori matrice

C.

U slucaju kvadratne matrice reda n, Omin{m,n} = On- Singularna dekompozicija se koristi u dokazu

postojanja CS dekompozicije J-ortogonalne matrice, a mi ¢emo ju koristiti samo za slucajeve
m=mn = 2im =n = 3 (vidjeti npr. [6, 3]).

Da bismo otkrili joS neka zanimljiva svojstva J-ortogonalne matrice F', podijelimo ju na 4 bloka, prema
matri¢noj blok-particiji koju nosi J,
Fin Fip |1
F = : (11)
F2]_ F22 n — l

pri ¢emu su FY; i Fay kvadratni blokovi. Tada se jednadzba J = FTJF moze nakon mnoZenja na
desnoj strani, zapisati u obliku
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lIl 0 ] _ {Fﬁ szi] [Il 0 ] an F12]
0 —Ihy FL FLI[0 —I,i| |Fa F
B {FEFH — FlFn FIF, — F;;Fzz]
FLFn — FLFy FLF, — FLFs
Izjednacavajuci blokove na lijevoj i desnoj strani, dobivamo
FIFn =FlFn + 1, FLFy =FLFp» — 1,4,

(12)

F17£F12 = F21;F22, F1€F11 = F2€F21.
Svaka vlastita vrijednost simetri¢ne matrice H + ol je oblika A & « gdje je A vlastita vrijednost
matrice H. Stoga nam relacija (5) pokazuje da vrijedi

)\i(FljiFll) — A’L'(F21;F21) =1, 1<,
)\j(Fngzg) — )\j(FlgFm) =1, 1<53<n—-1L

Ako je Xr X t realna matrica, koristenjem njene singularne dekompozicije odmah slijedi da su vlastite
vrijednosti simetri¢ne matrice X7 X (XXT) kvadrati singularnih vrijednosti od X, uz dodatno ¢t —
(r — t) nula vlastitih vrijednosti u sluéaju t > r (r > t)). Ako opéenito o;(X) oznadava i-tu singularnu
vrijednost od X, tada se zadnje dvije relacije mogu zapisati u obliku

0'Z-2(F11) — J?(le) =1,1<1: <, O'J?(Fzz) — O'?(F]_Q) =1,1<j<n, (13)

pri cemu se mora voditi racuna od dimenzijama matrica Fo1 i Fio. Ako je manja dimenzija od F5;
(F12) manja od [ (n — 1), tada F»1 (F12) ima manje od [ (n — [) singularnih vrijednosti, pa se zadnja
relacija za odgovarajuce vrijednosti indeksa 4 (j) svodi na oblik o; (F11) =1 (0;(F») = 1).

Dakle se odgovarajuce singularne vrijednosti blokova F11 i Fa1 (Fa22 i Fi2) ponasaju kao hiperbolni
kosinus i sinus istog argumenta. Stoga se mozZe ocekivati da postoji neka dekompozicija J-ortogonalne
matrice F', sli¢na singularnoj dekompoziciji, kod koje ¢e ortogonalne matrice koje mnoze F' slijeva i
zdesna takoder biti i J-ortogonalne. To nas vodi na tzv. hiperbolnu kosinus-sinus dekompoziciju
J-ortogonalne matrice, koju u opc¢enitom obliku dajemo bez dokaza. Dokaz je dugacak i zahtjevan
(vidjeti \cite[Theorem 2.1]{Tru-003}).
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Teorem 5. [Hiperbolna CS dekompozicija] Neka je F' J-ortogonalna matrica reda n kao u relaciji (3).

Ako je 2l < n, tada postoje ortogonalne blok-dijagonalne matrice U = diag(Un, Uzz) i
V = diag(Vi1, Va2) reda n pri éemu su Uy i Vi1 reda l tako da vrijedi

lUﬂ 0 ] an Flzl an 0 ] _ ; ? g (14)
0 Uyl |LFan Fa 0 Vo 0lo I
Pri tome su I' i ¥ dijagonalne matrice reda |l s nenegativnim elementima, takve da je
I = diag(y1,72,...,v), % = diag(o1,02,...,01), I?—X*=1,. (15)
Ako je 21 > n, tada postoje ortogonalne blok-dijagonalne matrice U = diag(Ui1, Ua2) i
V = diag(V11, Va2) reda n pri éemu su Uyy i Vi1 reda l tako da vrijedi
lUﬂ 0 ] an F12] an 0 ] _ E g i (16)
0 Ug] LFan Fa 0 Vi s olT

Pritom su I i 3 dijagonalne matrice reda n — | s nenegativnim elementima, takve da je

T' = diag(y1, 72, - - > Yni), & = diag(o1,02,...,0n), =22 =1,  (17)

U teoremu su singularne vrijednosti blokova F1 i F»3 oznacene sa +;, dok su singularne vrijednosti
blokova Fj1 i Fia oznadene sa 05, 1 < ¢ < min{l,n — l}. Ako je 2] = n, tada se na desnim stranama
u relacijama (14) i (16) ispusta jedini¢na matrica I. Zbog svojstva I'> — 32 = I, dijagonalni elementi
od I'' i ¥ zadovoljavaju uvjet

2 — o2 =1, 1 <i<min{l,n —1}. (18)

Ako je 2l < n, tada je dijagonalna matrica I" opcenito oblika diag(T'y, I;_), pri ¢emu dijagonalni
elementi od I'; zadovoljavaju uvjet v; > 1, 1 < ¢ < k. Tada je dijagonalna matrica X oblika
diag(X1, 0, ), pri €emu dijagonalni elementi od ¥; zadovoljavaju uvjet o; > 0, 1 < ¢ < k. U sluéaju
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2l > n moze se pretpostaviti isto, samo [ treba zamijeniti sa n — [. Zbog relacije (18) dijagonalni
elementi v; se poistovjecuju sa kosinus hiperbolnim, a o; sa sinus hiperbolnim nekih kuteva. Stoga

¢emo dekompoziciju iz Teorema 5 nazivati hiperbolnom CS dekompozicijom (krace: HCSD) ili CS
dekompozicijom J-ortogonalne matrice (krace: CSD J-ortogonalne matrice).

Cilj ovog clanka je na sto elementarniji nacin izvesti CS dekompoziciju J ortogonalne matrice F' reda
2, 3i 4. Uslu¢ajun = 3 in = 4 postoje razli¢ite mogucénosti za J, ovisno o tome koliki je [ u odnosu
na n. Stoga ¢e za svaki izbor od n i [ postojati posebni dokaz.

Takoder ¢emo i za n = 3, 4 dati primjene koje otvaraju nove netrivijalne probleme. Od kompliciranijih
alata, koristit ¢emo tek singularnu dekompoziciju za matrice reda 2 i 3.

2 CSD J-ortogonalne matrice reda 2

U ovom slu¢aju jedini mogudi oblik za J je diag(1, —1), pa je [ = 1. Stoga su i matrice U11, U2z, Vi1,
Vag brojevi iz skupa {1, —1}. Dakle, hiperbolna CSD za matricu F' ima oblik

2 2 _
[fn f12] B [un 0 ] l% 01] lvn ] ¥ —oy =1, "
for  fa 0 wpllor m 0 v’ v >1, 01 >0,
pri Cemu su u11, u22, V11, V22 € {1, —1}. Kako odrediti elemente matrica na desnoj strani ako je dana
matrica F' svojim elementima?

Ako je | fi1| = 1, tada iz relacija (6) i (8) za ¢ = 1 odmah slijedi fo1 = 0i fi2 = 0. Stoga je | fa2| = 1,
pa mora biti o1 = 0, y1 = 1. MoZzemo odabrati w11, ug2 iz skupa {1, —1} tako da vrijedi fi1 = u1171,
fa2 = w2271, te onda staviti vy = 1, ve2 = 1.

Ako je | fi1] > 1, tada iz relacija (6) i (8) za ¢ = 1 odmabh slijedi |fo1| > 0, |fiz| > 0 |fo1]| = |fi2|-
Stoga je i | faz| = |f11]|. Relacija (7) pokazuje da mora vrijediti fi1 fi2 = fo1 fa2. Definirajmo
Y1 = [fuul, o1 = |fa].

MoZemo odabrati u1; i ug2 tako da bude fi1 = wui1y1 i for = ug201. Zatim odaberimo vi; = 1, a v22
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odaberimo tako da bude f2y = (UQz’)’l)’Uzz. Tada mora vrijediti relacija (??), ¢ime je postignut trazeni
oblik iz teorema.

3 CSD J-ortogonalne matrice reda 3

U ovom slucaju imamo dva podslucajeva: [ = 1il = 2.

3.1 Sluéaj n=3, [ =1

U ovom slucaju matrice F' i J mozemo zapisati na sljedeci nacin

C 1

Fin F
F:[ 11 P12 7, J— 4

alb
= d| e

F: F: }
21 22 g h 1

Nacinimo singularnu dekompoziciju matrice F»3. Ona daje ortogonalne matrice reda 2, Uss i Voo takve
da je

Fpp = Ul Vyy, To= N y Y1 =72 > 1 (1)
Y2

Ovdje smo iskoristili relaciju (13) koja govori da su singularne vrijednosti matrice F vece ili jednake
od 1.

Napomena 6. Nama ce zapravo trebati malo modificirana singularna dekompozicija, najme ona koja ¢e
dati 2 > 1 > 1. To se postize tako da se izmedu Uy i I'9, te izmedu I'y i Vzg umetne produkt I12119
koji je jednak jedini¢noj matrici I». Pritom se I12 dobije iz I zamjenom stupaca (ili redaka). Drugim
rije¢ima, sve Sto treba u (1) napraviti je: zamijeniti 1 i 72, zamijeniti stupce od Usz i zamijeniti stupce
od Vos.
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Sada mozemo pisati

F11
| Fo1

F =

1

oznac¢imo sa F',

1z relacija (7) i (9) za matricu Fizai= 2, 7 = 3, proizlazi bé =0 i d’g = 0. Sada uvjety; > vy2 > 1
i relacije (6) i (8) pokazuju da ne mozZe biti y2 > 1. Jer y2 > 1 poviadiy1 > 1, |b| > 0, || > 0 kao i

Usz ]

Fio
U oV,

b ¢
7 0
0 72 |

Q@ Q, ‘@

gl
I

]:[1 U22H .
o

U relaciji (2) sve matrice su J-ortogonalne, pa je takva i “srednja” matrica na desnoj strani koju

NeY Q.z

U22F21

b &
vy 0
0 7 |

F12Va
I'y

I v

(2)

|j| > 0, |g| > 0, pa ne bi moglo biti ni bé = 0 nitid § = 0. Dakle je y2 = 1, pa relacije (6) i (8)
povlage |¢| = 0 |g| = 0. Dobili smo da je

Sada relacije (6) i (8) uz 7 = 2 daju |b| \/fyl —1i |d| = \/’yl — 1. Ako iskoristimo iste relacije uz

i = 1, dobivamo |a| = 71. Mi trebamo dobiti a = 71 i b=d > 0.To cemo postici izborom

1!
I

a

d
0

b 0
v 0
0 7 |

(3)

ortogonalnih matrica Uy i Vi1 koje su reda 1, pa su to brojevi iz skupa {1, —1}. Kako Zelimo da je
a > 0, odaberimo Uy; = sgn(a), Vi1 = 1. Time dobivamo

Vol 30.
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n|b 0
sen(a 1
e[ e o |l
U2 d 710 Vgg
_O 01_

~/ ~/ ~/ ~ ~/
Iz relacije (6) (ili (8)) slijedi y1b = ~1d pa nakon kracenja slijedi b = d . Ako je b > 0 tada je

~1
HCSD je dovrsena. Ako je b < 0, sve Sto treba napraviti je pomnoziti prvi stupac od Uss i Va2 sa —1.
Da bi se u to uvjerili, uo¢&imo da je matrica D = diag(1, —1, 1)J-ortogonalna i da vrijedi D - D = I;.
Stoga je

n|b o
1
F— |:Sg11(a) :|DD _, D-D T]
Uso d |v1 O A Voo
| 0 0 1 |
K ., .
sgn(a) n |=b 0 1
— -1 0 ~/ —1 0
U- — v.r
22 l 0 1} d v1 O l 0 1] 22
| 0 0 1 |

Uo¢imo da je i diag(—1,1) - Vg = [Va2 - diag(—1, 1)]T, pa i kod matrice Voo samo treba prvi stupac
pomnoziti sa —1.

3.2 Sluéaj n=3, [ =2

Sada je J = diag(1, 1, —1). Dokaz teorema u ovom slu¢aju moZe se napraviti posve analogno kao i u
prethodnom slucaju. Stoga ¢emo ga napraviti na malo drugaciji nacin.

Iz teorema 5 slijedi, stoga Sto je 2l > n, da postoje ortogonalne matrice U = diag(Uu, U22) i
V = diag(V11, Va2) tako da vrijedi relacija (16). Pri tome su u naSem sluajun = 3,1 =2, Uy; i Vi1
ortogonalne matrice reda 2 i vidi se da je U11£F11V11 = diag(T", I) singularna dekompozicija bloka F';

Vol 30.



CS-dekompozicija J-ortogonalnih matrica malog reda | math.e

matrice F'. Zato izvod krece od singularne dekompozicije matrice F1;.

Neka je matrica F' oblika

a blec

F:[Fll F12]: delf
Fy1  Fo

g hip

Nacinimo singularnu dekompoziciju matrice Fi1, Fi1 = U11F1V1€ i formirajmo ortogonalne matrice
U = diag(Un1,u), V = diag(Vi1, v) gdje ¢e dijagonalni elementi u,v € {1, —1} biti odredeni kasnije.
Izratunajmo F = UTFV.

_[Uﬂ 0}
0w

Pritom je zbog relacije (13), y1 > 72 > 1. Uo¢imo da su sve matrice U, F' i V J-ortogonalne, pa je

takva i F. Stoga relacije (7) i (9) primijenjene na Fzai=1, J = 2 daju cf =0 |gh = 0. Sli¢no kao
i prije zakljuc¢ujemo da pretpostavka 2 > 1 povlaciy; > 1, a onda relacije (6) i (8)zat =1i1 =2

pokazuju da mora biti |&| > 0, |f| > 0, |§| > 0, || > 0, pa ne moze biti ni &f = 0 niti jh = 0. Kako
je v2 > 1 zakljucujemo da je 2 = 1. Stoga F ima oblik

“1rva o
fln ]:

0 v

Q |
> o

v 0] ¢
F=10 110
g 0]p

Iskoristimo opet relacije (6) i (8) za ¢ = 1 da bi zaklju¢ili kako mora biti |¢| = \/fyf —1i

lg| = \/7% — 1. Kada to uvazimo i opet primijenimo relacije (6) i (8) za ¢ = 3, dobijemo [p| = 1.

Neka je dijagonalni element u matrice U odabran tako da bude 13 = 'yl Dakle odabrali smo

1=1,5= 3. Primjena relacije (7) daje v1¢ = g~1, odakle sI|Jed| ¢ = g. Preostaje pokazati da
mozemo odabrati dijagonalni element v matrice V' tako da bude ¢ = g > 0. Za to je dovoljno definirati

Vol 30.
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v = sgn(¢).

Kako je F' = UF’VT, aF je trazenog oblika kao na desnoj strani u relaciji (16), dokaz je dovrsen.

4 CSD J-ortogonalne matrice redan =4

Kada je n = 4 imamo tri podslucajeva: [ =1,1=2il = 3.

4.1 Sluéajn=4, [ =1

U ovom sluéaju imamo J = diag(1, —1, —1, —1), pa pretpostavimo sljedeéu notaciju

alb ¢ d 1
F— lFll F12:| _ el h o p : J = —1
Fy1 Fy flqgq r s -1
| 9|t w z | i —1 ]

Nacinimo singularnu dekompoziciju matrice Fhy, Foy = U22F2V2€, gdje je T2 = diag(y1,72,73),

Y1 > 2 > 73, @ Uz i Vaa su ortogonalne matrice reda 3. Neka su U = diag(u, Ua2),

V = diag(v, Va2), gdje ¢éemo brojeve u, v € {1, —1} kasnije odrediti. Za poletak razmatranja stavimo
u = 1, v = 1. Tada vrijedi

alb ¢ d a b & d

F:lu 0] elh o p [v 0]: Elm 0 O
0 U, flg r s 0 Vi fl 0 v 0

| 9|t w 2z | | 9 0 0 3

Ovdje se element a nije promijenio jer je u = 1 = v. Jer su sve matrice u produktu, U, F' i
V J-ortogonalne, takva je i F'. Stoga primjena relacije (13) daje y3 > 1. Takoder, primjena relacija (7)
i (9) za svaki izbor ¢, 3, pri Cemu je 2 < 1 < j < 4, daje
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¢=0,
f =0,

a primjena relacija (6) i (8) za 1 = 2, 3,4 daje

~2 ~2
yi=1+b, ~2=1+¢&%, vi=1+d",
- ~2 . (2)
Vi=1+4&% A~i=1+f", Ai=1+3"

Tvrdimo da mora vrijediti y2 = 3 = 1. Da bi to dokazali, pokazimo da suprotna pretpostavka, da je
2 > 3 ili vy3 > 1, vodi u kontradikciju.

Doista, kada bi bilo v3 > 1, tada bi zapravo vrijedilo y1 > 2 > 73 > 1, pa bi relacije (2) i (2)
implicirale

B> (2= |d|>0 i [é]=|f|=>1g]>0,

pa ne bi mogle vrijediti ni relacija (1) niti relacija (1).
Kada bi vrijedilo 2 > 3, tada bi bilo y; > 2 > 1, pa bi relacije (2) i (2) implicirale

bl =18 >0 i [e]=]f]>0.

To bi povlacilo bé #0ie f = 0, Sto proturjedi relacijama (1) i (1), respektivno.

~

Time je pokazano da mora biti 2 = 3 = 1. Zbog relacija (2) i (2) to implicradaje¢ =0,d =0,
f =0,g =0, pa matrica F' ima oblik

[« B0 0
F:efleO
0l 0 1 O
0] 00 1

Opet koristedi relacije (2) i (2) lako zaklju¢imo da je

Bl= 72 -1 lil= 7 -1 lal=m
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Sada ¢emo odrediti prave vrijednosti za u i v. Odaberimo prvi dijagonalni element od U kao predznak
od a, dakle u = sgn(a). To povlati da su se u matrici F' elementi a i b zamijenili sa 71 i b = sgn(a)b,
respektivno. Koristedi relaciju (7) ili (9) zai = 1, 5 = 2, dobijemo v i)l = €71, Sto daje i)l = €. Ovdje
je v = 1. Do istog zakljucka i oblika matrice F dogli bi izborom u = 1, v = sgn(a).

~/ ~
Preostaje osigurati pozitivhost elementa b . To mozemo tako da istovremeno pomnozimo F' slijeva i
~ ~
zdesna sa dijagonalnom matricom ® = diag(1, sgn(b ), 1, 1) koja je J-ortogonalna. Tada ¢e ®F' P biti

trazenog oblika i sve §to jo$ treba je pomnoziti matrice Uz i Vag zdesna s diag(sgn(?)/), 1,1). To
zapravo znadi da je U = diag(sgn(a), U2 ®)i V = diag(1, V22 ®).

4.2 Sluéajn=4, | =3

U ovom slucaju pretpostavljamo notaciju

h

P lFu F12] _
Fo1  Fy

Qo o 8

-1

p
s
z
)

)
q T
t w
e f
Nacinimo singularnu dekompoziciju dijagonalnog bloka F41, Fi1 = U11F1V11£, I = diag(vy1,v2,73),
Y1 > 72 > 3. Pritom su U i V11 ortogonalne matrice reda 3. Neka su U = diag(Ui1, u),

V = diag(V11, v) ortogonalne matrice reda 4, gdje su elementi u,v € {1, —1} jo$ neodredeni, a za

poCetak razmatranja neka imaju vrijednost 1. Matrice U i V' su ortogonalne i J-ortogonalne.
Zaklju¢ujemo da je i matrica F = UT FV J-ortogonalna. Vrijedi

v 0 0 |a

F:lUE 0] [Fu Fquu 0]: 0 7 0 |b
0 u Fy1  Fo 0 w 0 0 ~3|c

& f g |d

Ovdje se d nije promijenio jer je u = 1 = v. Jer je F’J-ortogonalna, primijenimo na nju relaciju (13).
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Odmah dobijemo y1 > v2 > v3 > L.

Na sli¢ni nacin kao u prethodnom slucaju, lako se zakljuc¢i da mora vrijediti y2 = v3 = 1, pa je
b=¢=0if =g = 0. Stoga moZzemo pisati
1 0 0@ |
~ 0 1 00
F = (3)
0 0 1]0
i e 0 0]|d ]

Koristeci relacije (6) i (8) lako zaklju¢imo da je

@l =2 =1 lel =/ -1 ld =
Sada odaberimo u = sgn(d). To ¢e utjecati na zadnji redak od F, tako da ¢emo umjesto € pisati
e = sgn(d)€é, a umjesto d éemo pisati 1. Sada primjena relacije (7) ili (9) na F zai = 1, j = 4 daje
Y1 é = a~y1. Nakon kracenja sa ;1 slijedi ¢ =a.Do istog zakljuCka nas dovodi i izbor v = sgn(d) pri
¢emu ostaje u = 1.

Preostaje osigurati nenegativnost od a odnosno é'. To ¢emo postici tako da istovremeno pomnozimo F
slijeva i zdesna sa dijagonalnom matricom ® = diag(sgn(a), 1, 1, 1) koja je J-ortogonalna. Tada ¢e

®F & biti trazenog oblika i sve &to jo3 treba je pomnoziti matrice U1y i Vi1 zdesna s diag(sgn(a), 1, 1).

To zapravo znati da je U = diag(Uy; ®,sgn(d))i V = diag(Vae®, 1). Time je postignut oblik kao u
tvrdnji (16) teorema.

4.3 Sluéajn—=4, | =2

Ovo je najzanimljiviji slucaj i on zahtijeva dvije singularne dekompozicije, jednu za blok F1, drugu za
blok F52. Neka su Fi1 = U11I‘1V1:f i Fog = U22F2V2€ te dvije singularne dekompozicije i neka je

U = diag(Ui1, Ux), V = diag(Vi1, V22). Singularna dekompozicija daje dijagonalne elemente od I'; i
I's nenegativne i u nerastu¢em poretku. Neka je
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[0 il
0 Uy

Ovdje smo zbog jednostavnijeg pisanja izostavili znak ~ na elementima (1, 2) i (2, 1) blokova matrice

~

Fyy F12] [Vn 0]: 0 | g h
Fo1 Fy

0 Vo p q |v3 O

r s 0 74 |

~

F'. Uo&imo da su matrice U (pa zato i UT), V i F J-ortogonalne, pa je takva i F'. Koristedi relaciju

(13) zakljucujemo da su singularne vrijednosti dijagonalnih blokova matrice F' vece ili jednake 1.

Stoga vrijedi

v1 =72 > 1, v3 > v4 2> 1, (5)

pa su oba dijagonalna bloka nesingularna.
Relacije (6), (7) i (8), (9) za matricu F' povlace:

V=14 +d°
2 =1+g>+h
7§:1+62+92
vi=1+d>+h?

HHIHEH

(6)

7]2_:1+p2+7’2
vi=1+¢ +5
(8)
¥ =1+p"+¢

fyZ:l+r2—|—s2
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HUIMEN

Pogledajmo homogeni sustav linearnih jednadzbi (7).

Ako je determinanta sustava razli¢ita od nule, tj. ako je |g| # |d|, tada je rjeSenje sustava trivijalno,
dakle c = h = 0. No, ¢ = h = 0 u jednadzbama (6)-(6) daje

y1 =14+ d =, ’yz=\/1+92=73-

Sada relacija (5) daje y2 = y3 > 7y4 = 71, pa mora biti y1 = y2 = 7y3 = 4. Iz jednadzbi (6)-(6)

odmah slijedi |d| = \/'yf —1= \/722 — 1 = |g|. Dobili smo proturje¢je s polaznom pretpostavkom

lg| # |d|, pa zaklju€ujemo da je matrica sustava singularna, tj. vrijedi |g| = |d|.

Jer je |g| = |d|, relacije (6) i (6) povlale y1 = =3, a relacije (6) i (6) povlade y2 = 7a.
Na posve isti nacin, iz jednadzbi (8)-(9) slijedi |q| = |r|.

Dakle, pokazali smo da mora vrijediti

Yi=v3>v2=v>1 1 |g|=|[d|, |q =]r| (10)

Kako je |g| = |d|, imamo dvije moguénosti: g = di g = —d. Promotrimo ih zasebno.

4.3.1 Sluéaj g=d

Sada relacija (7) poviadiilid = 0ilid # 0, h = —c.

Promotrimo prvo slu¢aj d = 0. Tada je i g = 0. Stoga, ako primijenimo relaciju (7) uzi =2, 7 = 3 na

matricu F', dobijemo

0=0-c+v-9—q-v3—5-0=0+7v-0—-qg-v1—0=—q-71.
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Dakle je ¢ = 0. Relacija (10) pokazuje da je |q| = |r|, pa mora biti i r = 0.

Primijenimo li relaciju (7) uz< = 1, j = 3 na matricu 1*:’, dobijemo
0=v-c+0—-p-v3—0=r1(c—p),

pa mora biti ¢ = p.

Primjenom relacije (7) uz ¢ = 2, j = 4 na matricu F’, dobijemo
0=0+v2-h—0—5-v=72(h—s),

pa mora biti h = s.

Time je pokazano da je matrica F oblika

1 0| ¢ 0]
~ 0 | 0 A
F= , c:j:\/2—1,h:i\/2—1.
0 | m 0 71 Y2 (11)
i h 0 Y2

Da bismo osigurali nenegativnost od ¢ i h, jo$ treba naciniti transformaciju sli¢nosti na matrici Fs
dijagonalnom matricom D = diag(sgn(c), sgn(h), 1, 1) koja je i ortogonalna i J-ortogonalna.

Promotrimo i drugu mogucnost: d # 0i h = —c. Kako je i g = d, relacije (6) i (6) pokazuju da je
Y1 = 7y2, relacije (6) i (6) pokazuju da je y3 = -y4, a relacije (6) i (6) daju y2 = -y3. Dakle je
Y1 =72 =3 = V4

Ako primijenimo relaciju (7) na matricu F, prvo za i = 2, j=3,azatimzat =1, j = 4, dobijemo
v1(g—¢q) =0iyi(d—7) =0, dakle ¢ = g i r = d. Isto tako, primjena relacije (7) na matricu F,
prvozai=1,j=3,azatimzai =2, j=4,dajevyi(c—p) =0ivyi(h—s) =0, daklep = ci
h = s. Stoga F ima oblik
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T
Il

c d
d —c

Ako je v1 = 1, tada je ¢ = d = 0, pa smo dobili proturje¢je s d # 0. Dakle je 71 > 1. Jer je

c d |m 0

0 7 |

¢ 4+ d? > 0, dobro je definirana ravninska rotacija R12(¢) Ciji kut ¢ je odreden formulama

c d
C:COSQb::, S:Sil’lqb::
Ve + d? Ve +d?
Ona je ortogonalna i J-ortogonalna matrica. Sada je
[ cslo o[ m 0| e d][c =s|lo o
~ —s c|0 O 0 m | d —c s ¢|0 0
RT (4)FR =
12(9)F R12(¢) 0 0/1 0 c d |m 0 0 0]1 0
_0001__d—cOfyl__0 0[{0 1
[ 1 O o1 0 |
0w 0 —o | Ul:\/cﬁ+d:\/~yf—1.
opr 0 Y1 0
| 0 —0o1| 0 T

Da bismo promijenili predznak od elementa —o1, dovoljno je naciniti transformaciju sli¢nosti na tako
transformiranoj matrici ' s dijagonalnom matricom D = diag(l, —-1,1, 1) koja je i ortogonalna i

J-ortogonalna.

Time je dobivena trazena dekompozicija (14) matrice F'. U njoj je I' = v1 >, ¥ = diag(o1,01), Uz i
V29 su matrice iz singularne dekompozicije (iz relacije (11)), dok se Uiy i Vi1 iz (11) trebaju aZurirati
(pomnoziti zdesna) s produktom vodecih podmatrica reda od 2 od R12(¢) i od D, dakle s matricom

<)

20
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4.3.2 Sluéaj g= —d

Razmatranje je vrlo sli¢no prethodnom. Relacija (7) povlaciilid = 0ilid # 0, h = c.

Ako je d = O onda je i g = 0. Stoga, ako primijenimo relaciju (7) uz¢ = 2, 7 = 3 na matricu 1*:‘,
dobijemo —q - y3 = —q-v1 = 0, pa je ¢ = 0. Prema relaciji (10) vrijedi |g| = |r|, pa mora biti i » = 0.

Primjenom relacije (7) uzi = 1, j = 3 (uzi = 2, j = 4) na matricu F', dobijemo yi(c—p) =0
(72(h — s) = 0), pa mora biti ¢ = p (h = s). Time je pokazano da je matrica F istog oblika kao u
relaciji (11), pa se dokaz zavrsi na isti nacin kao u tocki 4.3.1.

Promotrimo i drugu moguénost: h = c. Kako je i g = —d, relacije (6) i (6) pokazuju da je y1 = 72, pa
je zbog relacije (10) y1 = y2 = v3 = Y4

Primijenimo li relaciju (7) na matricu F’, prvozat = 2,j=3,azatimzai¢ =1, j = 4, dobijemo
y1(g —q) =0iy1(d — ) = 0, dakle je ¢ = g i r = d. Isto tako, primjena relacije (7) na matricu F,
prvozai=1,j=3,azatimzai =2, j=4,dajevyi(c—p) =0ivyi(h—s) =0, daklep = ci

s = h. Stoga F ima oblik

v O c d
ﬁ _ 0 Y1 —d C
—d| 1 O

i d C 0 1]

Ako je y1 = 1, tadajec =d = 0, pa je F = 14 i dokaz je gotov.

Ako je 1 > 1, tada je ¢ + d? > 0, pa je dobro definirana ravninska rotacija Ri2(®) Ciji kut ¢ je
odreden formulama

. — s =siny = 4
VEr & N

Ona je ortogonalna i J-ortogonalna matrica. Sada je

c=cosy =
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Time je dobivena trazena dekompozicija (14) matrice F'. U njojje I' = v115, ¥ = o112, Uaa i Vaa su iz
singularne dekompozicije, tj. iz relacije (11), dok se U7y i V11 iz (11) trebaju azurirati (pomnoziti

R{z (¢)FR12(¢) =

c s|0 O v 0 c d c —s|0 O
—s c|0 O 0 m |—-d c s ¢|0 0
0 0|1 O c —d| m O 0 01 O
0 0j0 1] |[d ¢ 0 m | [LO 0]0 1
v 0 lor 0]
0 m| 0 o : 0.1:\/024_6{2:\/’)/%—1,
or 0 |m 0
0 o 0 T

zdesna) s vode¢om podmatricom reda 2 od Ri2(v)).

Primjer 7. Evo primjera CS dekompozicije J ortogonalne matrice W. Ako je

tada je {

| =

[ /30 -26 6v2+y10| -8 2v2 1
2y/6++/30 /10 — 62 | 8 22 I
—44/2 4,/6 —8y/3 0 ’ -1
2v/3 2 0 45 I ~1 |
22 [ V3 v o ][ 1 v
Vi 2 V5 ! 22
~2 3 2 2 @ 1
V31 V2 V3 1
2 2 _
V5
1 V3 : 5 -1
2 2 |t 2 2 4t
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Napomena 8. U slucaju kada je podmatrica F'11 (F2) reda dva, tada su ortogonalne matrice Uqq i
Vi1 (Uas i Vag) ravninske rotacije ili reflektori. Ako je determinanta od F11 (Fs2) pozitivna, tada
koristenjem Binet-Cauchyjevog teorema lako zaklju¢imo da obje matrice U11 i V11 (Uaa i Vaa) moraju
biti ili rotacije ili reflektori. Koristenjem matrica diag(1, —1) ili diag(—1, 1) moZemo ih sve naciniti
rotacijama ili reflektorima, ne mijenjajuéi ni I' niti 3. Ako je determinanta od F11 (F2) negativna,
tada tek moZemo birati koju od matrica U11 ili Vi1 (Uas ili Vo) naciniti rotacijom. Druga Ce biti
reflektor.

5 Primjena na blok J-Jacobijeve metode

Ako se na racunalu Zele izracunati vlastite vrijednosti i vektori nesingularne indefinitne simetri¢ne
matrice H reda n, s visokom relativnom to¢nosti, matrica H se dekomponira pomocu posebne
matri¢ne faktorizacije [1] na produkt H = GJG? gdje je J = diag(l;, —I,,_;), a G je nesingularna
matrica reda n. Problem se zapisuje kao

Hx=Xe, z+#0 odnosno GJIGTz =Xz, = +#0.

Pomnozimo zadnju jednadzbu slijeva s GT i definirajmo vektor z = JGTz. Tada je
GTG(JGTz) = A\GTx = A\J(JGTz), pa smo dobili generalizirani problem vlastitih vrijednosti (GPVV)

Az=XNz, 2#0, pricemuje A=G'G, (JGHz =z

tj. kad izraCunamo z, vlastiti vektor  se dobije rjeSavajudi sustav linearnih jednadzbi s matricom
sustava JGT. Pritom je G matrica sa puno nula pa se rje$enje sustava brzo i vrlo to¢no izra¢una.

Jer je matrica A pozitivno definitna za par simetri¢nih matrica (A, J) postoji nesingularna matrica Z,
takva da vrijedi ZTAZ = D, i ZTJZ = Dy, pri ¢emu su D4 i D dijagonalne. Kako kongruencija
¢uva inerciju simetri¢ne matrice, nesingularna dijagonalna matrica Dy = diag(ds, ..., dy,) ima to¢no
n — [ negativnih dijagonalnih elemenata. Stoga postoji matrica permutacije P reda n takva da matrica

PTD;P ima prvih [ dijagonalnih elemenata pozitivne. Tada za nesingularnu matricu F' = Z|DJ|_%P
vrijedi

FTJF = PT|Dy| % 27JZ|Dy| T P = PT|Dy| i Dy|Dy| 7 P = J,

FTAF = PT|D;| % Z¥AZ |Dy| s P = PT|Dy| i D4|Dy| 7 P = Ay
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. S S
Pritom je |[Dy| 2 = diag (1/\/|d1|, Ceey 1/\/|dn|>, pa je A4 dijagonalna. Iz prve relacije vidimo da

je F'J-ortogonalna matrica. Za nalazenje matrice F' i dijagonalne matrice A4 postoji vrlo to¢na
tzv. J-Jacobijeva metoda [5].

Ta metoda bazirana je na Cinjenici da za par matrica (A, j),

~ a a - 1
A= 11 12 7 J— ,
a2 a2 —1
pri ¢emu je A pozitivno definitna, postoji j—ortogonalna matrica 13’ takva da vrijedi
AT ~ A
F AF = diag(al;, a},). Pritom je (vidjeti [5])

o [coshy sinhy 2a12 a}; = au + tanhyas,

] , tanh2y = —

sinhy coshy a1 + ag’ ab, = a2 + tanhyais.

U opéem slucaju kad su matrice A i J reda n, Vesellcev J-Jacobljev algoritam [5] primjenjuje ove
formule tako da izabire glavhe podmatrice reda dva A od Ai J od J, u nekom redoslijedu, i

primijenjuje ravninske hiperbolne rotacije. Ako je J jednak Iy ili —I5, koristi se jedan korak
standardne Jacobijeve metode koja koristi ravninske rotacije.

Kada se F' i A4 izraunaju, traZzena dijagonalna matrica vlastitih vrijednosti od H je JA4, dok je
1

pripadna matrica ortonormiranih vektora Q = G_TJFAE1 . Doista,

QTHQ = A FTJG " GJGT G TJFA2 = AZFTJFA: = JAy,
QTQ=A(FTI)(G'G ) JF)AL = A2 JF'ATTFTJAR
= AZJ(FTAF) ' JAZ = A2JA' AL =1,

Dakle, ortogonalna matrica () dobijena je kao produkt u kojem se uz J nalaze tri neortogonalne
matrice! Uo¢imo da je H = QAQT, A = JA4 spektralna dekompozicija od H.

Danas je po brzini i visokoj relativnoj to¢nosti jedna od najefikasnijih metoda za istovremenu
dijagonalizaciju matrica A i J tzv. jednostrana blok J-Jacobijeva metoda [2], koja je modifikacija
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Veseliceve J-Jacobijeve metode [5]. Ta blok metoda na svakom koraku treba rjesenje vlastitog

problema Az = A\J 2 sa matricama A i J koje su manje dimenzije. Kod standardne (po elementima)
J-Jacobijeve metode je n = 2, a kod blok metode je veéi. Najéesce je ta dimenzija n € {32, 64,128} i
n ovisi o veli¢ini cache memorije raunala. Ovi manji problemi uspjesno se rje$avaju standardnom
J-Jacobijevom metodom. Da bi se i ta obi¢na metoda ubrzala, moze se zamijeniti sa specijalnom blok

J-Jacobijevom metodom koja na svakom koraku rjeSava GPVV sa matricama A i J koje su reda 4 ili 3

(3 samo ako je n neparan i A ima elemente iz zadnjeg stupca matrice A). U tom sluéaju se takova
J-Jacobijeva metoda moze uspjesno koristiti i kad je red matrice A nekoliko tisuca.

Akosu A iJ dimenzije 4 ili 3, postavlja se pitanje kako najbrze izracunati matricu F koja zadovoljava
uvjet F’le*:’ =Ji uvjet da je IE’TZH*:‘ dijagonalna matrica. Drugim rijeCima, otvara se problem kako
izraCunati Sto tocCnije i brze (sa Sto manje racunskih operacija) trazenu j-ortogonalnu matricu F. Jer

je A pozitivno definitna, zna se da traZena F postoji.

Tu ¢e nam pomodi rezultati iz prethodne tocke o CS dekompoziciji J-ortogonalne matrice reda 3 i 4.

Prvo ¢emo se osvrnuti na slucaj kada su A i J reda 3, a zatim na slucaj kada su reda 4. Zbog lakseg
pisanja, maknut ¢emo znak tilde sa matrica.

5.1 Sluéaj n=3

Kada je n = 3, najzanimljiviji je slu¢ajl = 2. Iz teorema 5 za slu¢ajn = 3, [ = 2, pogledajmo sto
nam kaze relacija (16). Vidimo da su matrice Ui1 i Vi1 reda 2 dok su Uss i Voo ortogonalne matrice
reda 1, dakle brojevi 1 ili —1.

Napomena 9. Lako je pokazati da ortogonalne matrice reda 2 moraju biti rotacije ili reflektori,
tj. oblika

R(¢) = lz _j ili R(¢) = {Z _8}, c=cos¢, s=sing, ¢ € [—m, .

Uo¢imo da je R(¢) = R(¢ )Dz, gdje je Dy = diag(1, —1). Ako stavimo ®(¢) = sgn(c) D2 onda vrijedi
R(¢) = R($)2(8), ¢ € [=75, 3 )
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Matricu ' mozemo pisati u obliku

Uil U2 1 0ot V11 V91
F=1| ua ux 0 1|0 V12 V22 , up,vo € {—1,1}
‘ Up o 0 ‘ M ‘ Vo
= U12W13V1€.

Kada se na matricu A uzastopce primijene transformacije kongruencije, prvo s Uiz, zatim sa Wis i
konacno sa Vlg moramo dobiti dijagonalnu matricu. Mozemo pisati

ailr a2 | ais
T T T T
A=F"AF = V12 W13 U12 a2 a2 | ass U12 W13 V12

a13 a3 |a33

gdje je A dijagonalna. Matrice U12 i V12 su ravninske ortogonalne matrice, a W13 je ravninska
J-ortogonalna matrica (tzv. hiperbolna rotacija).

Gledajuci zadnju relaciju, mozemo sljedece zakljuciti. Ravninska ortogonalana matrica V72 (Vlg) ne
mijenja sumu kvadrata elemenata na pozicijama (1,3) i (2,3) (odnosno (3,1)i(3,2)), a kako se ona
primijenjuje zadnja, moraju elementi na pozicijama (1,3) i (2,3) ((3,1) i (3,2)) ve¢ biti nula. Stoga
je uloga od V1€r tansformacijom kongruencije (koja je i sli¢cnost jer je V12 ortogonalna) ponistiti
elemente na pozicijama (1, 2) i (2, 1). To znadi da transformacija sa matricom U}y treba pripremiti
matricu A kako da bi transformacija s W3 ponistila oba elementa na pozicijama (1, 3) i (2, 3). Dakle
¢e se matrica V12 lako odrediti, npr. kao Jacobijeva rotacija.

Stoga je uloga J-ortogonalne matrice W13 transformacijom kongruencije ponistiti elemente matrice
UL AUy na pozicijama (1, 3), (2,3)i(3,1), (3,2). Jo§ kaZemo da W13 mora biti istovremeno i
Jacobijeva i Givensova hiperbolna rotacija. Da bi to mogla biti, uloga matrice U2 mora biti prirediti
matricu A tako da to bude moguce. Stoga oekujemo najveéi problem u odredivanju elemenata
matrice matrice Uj2. Vjerojatno ce trebati rijesiti polinomijalnu (kubnu) jednadZbu za npr. tangens
kuta koji odreduje Uis.
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Primjer 10. Neka je L zadana donje-trokutasta matrica, a J = diag(1,1, —1). Tada je H = LJL”
indefinitna nesingularna simetriéna matrica. Relacija H = LJL" za konkretnu matricu L ima sljedeéi
oblik:

4 -2 -1 2 010 1 0l o 2 —1|—5

H=| -2 2| 1|=] -1 1|0 0 1] 0 01%
1 1 1

-1 1‘—5 —3 5‘1 0 0]-1 0o o 1

Problem se zapisuje kao Hx = Az, «x # 0 i kako smo objasnili, svede se na oblik Az = A\Jz, z # (,
pridemuje A= LTL, (JLT)x = 2. Trazimo F koja zadovoljava FTAF = A, i FTJF = J.
Koristit cemo MATLAB i njegov Symbolic toolbox da bismo racun nacinili u aritmetici promjenjive
preciznosti sa 80 dekadskih znamenaka. Ispis matrica medurezultata je nacinjen tako da su se one
prvo pretvorile (aproksimirale) u matrice tzv. dvostruke (double) preciznosti.

Prvo ispisujemo matrice A i F':

5.25 —1.25 | —0.5
A=| -125 125 | 05
| 05 05| 1
[ 2.561736523957978¢ — 01  9.674219085764793¢ — 01 |  3.911635687996478¢ — 02
Fr~ |  9.871794546361790 — 01 —2.702217520080404e — 01 | — 2.180437362413296¢ — 01
| —2.003701969794577¢ — 01 9.447192414708516e — 02 |  1.024242725280311e + 00

Znamo da moZemo naciniti hiperbolnu CS dekompoziciju matrice F,
F=UWVT = UpWi3VL.
Izvod hiperbolne CSD u slulaju kada je n = 3, | = 2 ukazuje kako treba napisati algoritam koji se

koristi u MATLABu. Matrice U12, W13 i V1o su izralunate u visokoj preciznosti i onda su pretvorene u
matrice dvostruke preciznosti. To znacli da su im elementi tocni u prvih 16 znacajnih znamenaka.

Sada moZemo primijeniti na A uzastopne transformacije kongruencije sa Uya, W13 i Vlg i vidjeti na
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koji nacin i u kojem redoslijedu se ponistavaju izvandijagonalni elementi od A. Mi éemo prikazati

najzanimljivije fenomene. Neka je

AV = UL AUy, AP = WEAD W,

A®) = v, AQ VT

Podimo redom. Matrica Uy treba pripremiti matricu A kako bi hiperbolna rotacija W13 “blok
dijagonalizirala” matricu AW, Zadnja kongruencija sa Vfg sluzi za dijagonalizaciju prvog dijagonalnog

bloka, tj. za ponistavanje elemenata na pozicijama (1,2) i (2,1) od A®). Evo kako izgledaju

izracunate matrice AV, A j A®) ;

1.809227260806340e + 00
A0 — | —1.867263750517425e + 00

— 1.867263750517425¢e + 00
4.690772739193664¢e + 00

— 5.804322905490655e—01
4.038543748530719e-01

—5.804322905490655e—01

1.683690565854021e +- 00
4@ — | —1.823067622966421e + 00

4.038543748530719e¢-01

— 1.823067622966421e + 00
4.690772739193664e + 00

1.000000000000000e + 00

9.992007221626409e-16
— 2.942091015256665e—15

9.714451465470120e-16

8.241380536131467e-01
A3 — | —1.332267629550188e-15

— 2.997602166487923e-15

— 1.831867990631508e—15
5.550325251434538¢ + 00

8.744633050476804e—-01

3.509088574926918¢-16 |
3.087258427627578e—15

3.996873412970663e-16

3.125631848201211e-15

8.744633050476804e—01 |

Vidimo da kongruencija sa matricom W13 “ponistava” elemente na pozicijama (1, 3), (2,3), (3,1) i
(3,2), dok transformacija s V5 ponistava elemente na pozicijama (1,2) i (2,1), kako smo i

predvidjeli.

Vliastite vrijednosti matrice H dobiju se kao produkt dijagonalnih elemenata matrica F' TAF i J:
A1 ~ 0.8241381, A2 =~ 5.550325 i A3 ~ —0.8744633. Pripadni viastiti vektori su stupci od
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Q= L‘TJFAjl, a rac¢unaju se povratnim postupkom (stupac po stupac) iz linearne jednadzbe
1

LTX = JFAZ.

5.2 Sluéaj n =4

Najzanimljiviji je slucaj kada je [ = 2. Relacija (16) iz teorema 5, za slu¢ajn = 4, | = 2, pokazuje da
se J-ortogonalna matrica reda 4 moze prikazati kao produkt od 4 ortogonalne i dvije hiperbolne
ravninske matrice. Matricu /' mozemo pisati u obliku

Uil U2 v 0]o1 O V11 V21
J 0 7| 0 o V12 V22
U3z U4 or 0|7y O V33 V43
i wg u [ [ 0O o2 | O 42 | | U4 Va4 |
= U1oUsy W1sWay VAV

Za razliku od istoimenih matrica iz toc¢ke 5.1, sada su Ui, W13 i V12 ravninske matrice reda 4. Takve
suiUsy, Way i V4. Pritom ortogonalne matrice Uio i Usg (Vi2 i V34) medusobno komutiraju, bas kao i
J-ortogonalne matrice W13 i Woy.

Kada se na matricu A uzastopce primijene transformacije kongruencije, prvo sa Uqs i U34 zatim sa
W13 i Way, te konacno sa Vlg i Vgif;, moramo dobiti dijagonalnu matricu FTAF = A 4. To mozemo
zapisati ovako:

aixz a2 | a3 a4

ai2 a2 a23 a24
Ay = VaaVis |WEIWZE |UZUZ UroUsy | WisWoy | VIV,
24 13 34~ 12 12 ¥ 34
ais a3 ass as34

a14 Q24 | A34 Q44

Sli¢no kao u slu¢aju n = 3 mozemo zakljuciti sljedece. Uloga transformacija sa matricama Vlg i ng; je
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ponistiti elemente na pozicijama (1, 2), (2,1) i (3,4), (4, 3), respektivno. Transformacije sa matricama
W13 i Waq trebaju ponistiti sve elemente na pozicijama (1, 3), (1,4), (2,3), (2,4)i (3,1), (4,1),
(3,2), (4,2), a da bi to mogle, moraju transformacije sa Uiz i Uss prirediti matricu A za to.
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Primjer 11. Neka je L zadana donje-trokutasta matrica, a J = diag(Iz, —I2). Tada je H = LJL"
indefinitna nesingularna simetriéna matrica. Relacija H = LJL" za konkretnu matricu L ima sljedeéi

oblik:
[ 2 7] - - i 1 17
o2t 2.0 00111 o o o072 "t 2 5
1 3 _ 2
v -2 2 5 5| _ 11 1 ? Offo 1 o of|0 1 0 —%
_ 1 _3 -1 0 1 0 _ 11
1 2 0 20 i ) 12 ) 00 1 0 0 0 2 10
2 3 3 3 = —£ = = 0 0 0 -1 1
L5 "5 " wd L5 5 10 5 o0 0 3

Problem se zapisuje kao Hx = Az,

Az= Az, z#0,

x # 0 i kako smo objasnili, svede se na oblik

pri ¢emu je

A=1"L, (JLD)z =z

Trazimo F' koja zadovoljava FTAF = Ay, FTJF = J. Koristimo MATLAB na sli¢an nacin kako je to
objasnjeno u prethodnom primjeru. Prvo smo izracunali matrice A i F'.

[ 5.29¢+00 —1.08e+00 | —23¢—01  4.00e — 02 |
A_ | ~108e+00 1.16c+00 | —4.0c—02 —8.00¢ - 02
—2.30e — 01 —4.00e — 02 2.6e —01  2.00e —02 |’
| 4.00e — 02 —8.00¢ — 02 2.0e —02  4.00e — 02 |

0.2427978387670312
0.9762085972426619

0.9716871112257911
—0.2393626027437477

0.05583771862956592  0.002963411970954754
0.07587208631158646  0.06723918085070529

0.08181757279331632
| 0.07238715785715838

0.03687414741170095
—0.01051641418185013

1.001339200694919  —0.07330500062608739
0.07870342721056436  0.9995780440441821

Znamo da moZemo naciniti hiperbolnu CS dekompoziciju matrice F',

F=UuwvT = U12U34W13W24V1€V3£'

31
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U odjeljku 4.3 opisan je postupak za odredivanje svih tih 6 matrica. Taj postupak je jednostavno
pretvoriti u program. Kao i prije, koristimo MATLAB i Symbolic Toolbox sa aritmetikom varijabilne
preciznosti sa 80 dekadskih znamenaka. Kao izlazni podaci, te matrice su pretvorene u matrice

dvostruke preciznosti.

Sada moZemo primijeniti na A uzastopne transformacije kongruencije sa U2, Uss, W13, Way, Vlg i
V?Z; i vidjeti kako i kojim redom se ponistavaju izvandijagonalni elementi od A. Mi éemo prikazati
najzanimljivije fenomene. Neka je

AP =UTAU = ULUL AU, Uy,
A® = wEAD W, AW = W AP Wy,
A® —vAD YT = vy, v, A®) Vi Vil

Podimo redom. Matrice U1 i Uss (odnosno matrica U) trebaju pripremiti matricu A kako bi hiperbolne
rotacije Wis i Wos "blok dijagonalizirale” matricu A®) . Zadnje dvije kongruencije sa Vlg i V?Z; sluZe za

dijagonalizaciju dobivenih dijagonalnih blokova. Evo kako izgledaju matrice A, AB) A4 i A(©) .

1.08822346515594500
9.299521708882834-01

9.299521708882834-01
5.36177653484405400

—-1.403526696245988-01
-1.060107554620273-01

—4.039179998224724-02
-1.730067927851752-01

—-1.403526696245988-01
—4.039179998224726-02

1.07269072650096100
9.238952584600005-01

-1.060107554620273-01
-1.730067927851752-01

9.238952584600005-01
5.36177653484405400

1.955255429095872-01
1.021147635887550-01

—-1.831867990631508-15
—-3.112673877916583-03

1.021147635887550-01
1.044744570904127-01

-2.927062675041160-02
-1.730067927851752-01

—1.835337437583462-15
—2.927062675041162-02

1.07269072650096100
9.234314695820740-01

—-3.112673877916597-03
—-1.730067927851752-01

9.234314695820740-01
5.35629537536138400

1.799928042546040-01
9.824814007065662—-02

-1.831867990631508-15
—-1.004708469198867—-14

9.824814007065660-02
1.044744570904127-01

—-1.953298633949885-15
—-1.637578961322106-15

—1.835337437583462-15
-1.967176421757699-15

—-1.006139616066548-14
—-1.710871028182126e-15

1.799928042546040-01
9.819882020000594-02

9.819882020000592-02
9.899329760774431-02
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8.821031015553899-01  —9.159339953157542-16 | —6.831387316538583-16 1.446383537458862-15 |
—8.881784197001252-16 5.54688300030695500 | -9.596581516298218-15  —4.017911259345387-15

Ovdje smo ispustili oznaku eksponenta “e”, ali smo zadrzali predznak eksponenta i onda kada je
pozitivan. Vidimo da kongruencija sa matricom W13 “ponistava” tek (1, 3)—element, dok sljedela sa
Waa ponistava éak tri elementa u gornjem trokutu matrice, na pozicijama (1,4), (2,3) i (2,4). Zadnje
transformacije s V5 i Vi ponistavaju elemente na pozicijama (1,2), (2,1)i(3,4), (4,3),
respektivno, kako smo i predvidjeli.

Viastite vrijednosti matrice H dobiju se kao produkt dijagonalnih elemenata matrica FTAF i J:
A1 ~ 5.546883, A2 ~ 0.8821031, A\3 ~ —0.2457156 i Ay ~ —0.03327046. Pripadni viastiti vektori su
1 1

stupciod Q = LT JFAEV a radunaju se povratnim postupkom iz linearne jednadzbe LT X = J FA‘Z.

Zahvala. Ovaj rad djelomi¢no je financiran sredstvima projekta IP-2014-09-3670 Hrvatske zaklade za
znanost. Jadna od tema tog projekta je dijagonalizaciju matrica malog reda uz tek nekoliko ravninskih
transformacija. U ovom kao i u prethodnom radu [3] pokazano je da je to mogude, pa josS preostaje
pronaci i algoritme. {80}
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