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Mohr—Mascheronijeve konstrukcije

Zdenka Kolar-Begovi¢; Antonija Miligi¢t
Sazetak

Kroz povijest mnogi su matematiari restringirali skup instrume-
nata koji se koristi pri izvodenju konstrukcija. U ovom radu je razma-
trana upotreba samo Sestara pri izvodenju konstrukcija. Pokazano je
da je svaka konstrukcija koja je izvodiva ravnalom i $estarom izvodiva
samo Sestarom.

Kljuéne rijeci: Mohr-Mascheronijeve konstrukcije, inverzija

Mohr-Mascheroni constructions

Abstract

Through history, mathematicians have taken delight in limiting the
set of instruments used in effecting geometric constructions. In this
paper, we consider geometric constructions effected only by compass.
It is shown that any construction possible by means of straightedge
and compass is also possible by using compass alone.

Keywords: Mohhr—Mascheroni constructions, inversion

1 Iz povijesti Mohr— Mascheronijevih
konstrukcija
Platon je zasluZan za ogranicavanje skupa instrumenata koji se koriste pri

izvodenju geometrijskih konstrukcija. On je bio zagovornik upotrebe samo
Sestara i ravnala bez oznake mjerne jedinice. Ovo ogranicenje je dovelo
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do nekih od najpoznatijih rasprava u geometriji, o problemu kvadrature
kruga, trisekcije kuta i duplikacije kocke.

I neki su matematicari kroz povijest restringirali skup instrumenata koje
koriste za izvodenje konstrukcija. Prvi poznati matematicar koji je izvrsio
restrikciju instrumenata za izvodenje konstrukcija je perzijski matematicar
Abul Wefzﬂ Njegovo djelo Kitab al-Hindusa sadrZi veliki broj geometrijskih
problema vezanih za fundamentalne konstrukcije “fiksiranim Sestarom”,
Sestarom koji ne mijenja svoj polumjer. Neke od temeljnih konstrukcija koje
je izveo Wefa koristeéi ravnalo i Sestar odredenog polumjera su konstruk-
cija simetrale duZzine, konstrukcija paralele kroz zadanu tocku sa zadanim
pravcem, konstrukcija pravilnog peterokuta kome je zadana jedna stranica.
Takvim konstrukcijama bavio se Leonardo da Vinci te brojni ruski matema-
ticari.

Poncelet i Steiner su dokazali da su sve konstrukcije koje su izvodive ravna-
lom i Sestarom izvodive upotrebom ravnala i fiksiranog Sestara proizvoljno
odredenog polumjera (dovoljan je samo centar i kruzni luk).
Konstrukcijama samo Sestarom bavio se danski matematicar George Moh1E|
te je u svojoj knjizi Euclides Danicus, izdanoj 1672. godine, dokazao da
su sve euklidske konstrukcije izvodive samo upotrebom Sestara. Njegovo
djelo bilo je izgubljeno tako da je talijanski geometricar Mascheroni dokazao
taj isti teorem ne poznavaju¢i Mohrove rezultate i objavio ga 1797. godine
u djelu Geometria del compasso. Izgubljeno djelo Georga Mohra pronasao je
u antikvarijatu u Kopenhagenu danski student. Pokazao ga je svom profe-
soru matematike, Johannesu HjelmsleVLﬂ koji je djelo preveo na njemacki
jezik i objavio ga 1928. godine u Kopenhagenu.

2 Mohr-Mascheronijev teorem

U ovom poglavlju ¢emo dokazati da se Sestarom mogu izvesti sve euklid-
ske konstrukcije, tj. konstrukcije za ¢ije izvodenje se koristi Sestar i ravnalo.
Prirodno se namece pitanje: “Kako se to moZze dokazati da su sve euklidske
konstrukcije izvodive samo pomocu Sestara?” Broj konstrukcija u geome-
triji je beskonacan, pa se sigurno ne moze dokaz provesti rjeSavanjem sva-
kog problema zasebno, koriStenjem samo Sestara. Medutim, sve euklidske
konstrukcije se mogu svesti na sljedece fundamentalne konstrukcije:

1 Abul Wefa ibn Mohammad ibn Yahya ibn Ismail Buzjani (940.-998.), perzijski matematicar
i astronom

2 George Mohr (1640.-1697.), danski matemati¢ar

3Johannes Trolle Hjelmslev (1873.-1950.), danski matematicar
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FK1) konstrukcija spojnice dviju to¢aka,

FK2) konstrukcija kruZznice zadanog sredista i zadanog polumjera,

FK3) odredivanje sjecista dviju kruznica,

FK4) odredivanje sjeciste pravca i kruznice,

FK5) odredivanje sjecista dvaju pravaca.

Dokaz izvodivosti navedenih konstrukciju samo Sestarom napravit éemo
najprije primjenom inverzije.

Napomenimo, da je konstrukcija spojnice dviju toaka nemogucde izvesti
Sestarom. Smatrat ¢emo da je pravac konstruiran, ako su mu nadene dvije

tocke. Pokazat ¢emo da je moguce koriStenjem samo Sestara konstruirati
tocke tog pravca.

Najprije navedimo sljedece konstrukcije.

Zadatak 2.1. Za zadanu duzinu TyT; na pravcu TyT; konstruirati tocku T,
tako da vrijedi |ToTy,| = n - |ToTy|, n € N.

Slika 1:

Rjesenje. Konstruiramo kruznicu k(Ty, [T Tp|) i zatim na njoj konstruiramo
tocke A, Bi T, tako daje |ToA| = |AB| = |BT| = |TpT|-
Tadaje |TyT,| = 2+ |ToTy| (vidi sliku[l). Dalje se konstruira T3, Ty, ... <

Zadatak 2.2. Konstruirati to¢ku T’ simetri¢nu danoj tocki T s obzirom na
pravac kroz dane tocke A i B.

Rjesenje.

Slika 2:
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To¢ka T’ je drugo sjeciste kruznica k(A, |AT|) i k(B, |BT|) (slika 2). <

Bududi da je metoda inverzije najpogodnija za rjeSavanje problema Mohr—
Mascheronijevih konstrukcija, definirat éemo to preslikavanje.

Definicija 2.1. Neka je M ravnina i O € M ¢vrsta tocka, a R > 0 zadani
pozitivan realan broj. Prelikavanje f : M\ {O} — M\ {O} koje tocki T
pridruzuje tocku T’ zovemo inverzija s centrom O i radijusom R ako vrijedi:
i) O, Ti T’ su kolinearne tocke,

ii) |OT| - |OT'| = R

KruZnicu k(O, R) zovemo kruZnica inverzije.

Zadatak 2.3. Konstruirati slike tocke pri inverziji zadanoj kruznicom inver-
zije k(O, R).

Rjesenje. Razmotrimo ¢emo, s obzirom na udaljenost tocke do sredista kruz-
nice inverzije, konstrukciju slike tocke pri zadanoj inverziji.

P

q.

Q

Slika 3:

Slucaja) |OT| =d > g Kruznica (T, |TO|) sije¢e kruznicu inverzije k(O, R)
u dvije to¢ke P, Q, a kruznice k(P,R), k(Q, R) sijeku se u tockama
O, T'. Iz sli¢nosti jednakokra¢nih trokuta OTP, OPT'dobivamo |OT] :
|OP| = |OP| : |OT', tj. |OT| - |OT’| = R? paje dakle T’ trazena tocka
(slika B).

R
Slucajb) |OT| = d = > Za trazenu tocku T’ je |OT'| = 2R, tj. |OT'| =
4 -|OT|, pa se konstrukcija svodi na zadatak2.1]
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2

R R
Slucajc) |OT| = d < > Sadaje |OT'| = d = R Na polupravcu OT

konstruiramo tocku U tako da je |OU| = n - d (zadatak 2.1), gdje je
n € N broj takav da je nd > 5 (slika4). Neka je U’ inverzna slika od
U (slucaj a)) i neka je to¢ka T’ takva da je |OT’| = n - |OU’| (zadatak

R? R> R?
. Tada imamo d’ = |OT'| = n - |OU’| :n-m =n- =

tj. T’ je trazena tocka.

Slika 4:

Moze se dokazati da vrijede sljedece tvrdnje (vidi [7]).

1.
2.

3.
4.

Pravac koji prolazi centrom inverzije preslikava se u samog sebe.

Pravac koji ne prolazi centrom inverzije preslikava se u kruznicu koja
prolazi centrom inverzije.

Kruznica koja prolazi centrom inverzije preslikava se u pravac.

KruZnica koja ne prolazi centrom inverzije preslikava se u kruZnicu.

RjeSavanjem niza zadataka pokazat ¢emo da se koristenjem samo Sestara
mogu nadi slike pravca i kruznice pri inverziji.

Zadatak 2.4. Konstruirati sliku pravca odredenog to¢kama A, B, koji ne pro-
lazi to¢kom O, pri inverziji s obzirom na kruznicu k(O, R).

Rjesenje. Slika pravca p je kruznica p’ &iji je promjer ON’, gdjeje N’ inverzna
slika nozista N okomice iz O na p. Zato je srediste S kruznice p’ inverzna
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slika tocke S’ simetri¢ne tocki O s obzirom na pravac AB. Konstruiramo
najprije tocku S’ (zadatak , a zatim toc¢ku S (zadatak .

N s’

Slika 5:

Trazena kruZnica p’ je kruznica k(S, [SO) (slika[f). <

Zadatak 2.5. Konstruirati sliku kruznice k, koja prolazi tockom O, pri inver-
ziji s obzirom na kruznicu k(O, R).

Rjesenje. Slika k' je pravac. Prema zadatku konstruiramo slike dviju
to¢aka na k. k' je spojnica tih to¢aka. Ako k sijece kruznicu k(O, R), tada je
k" spojnica tih sjecista. <

Zadatak 2.6. Konstruirati sliku kruznice k, koja ne prolazi tockom O, pri
inverziji s obzirom na kruznicu k(O, R).

Rjesenje. Neka je (D, p) dana kruZznica ki |OD| = d. Konstruiramo sliku
S’ to¢ke O pri inverziji s obzirom na kruZnicu k i zatim sliku S tocke S’ pri
inverziji s obzirom na kruznicu k(O, R). Neka je k" slika od k pri inverziji s
obzirom na k(O, R).
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Slika 6:

Ako pravac OD sije¢e k u A’,B’, ak’ u A,B, tada su A, A’ i B, B’ parovi
pridruzenih to¢aka pri inverziji na k(O, R) i AB, A’B’ su promjeri od k’, k.
Imamo redom

R? R? R2 R2 02 o
OAl= —+=-——, |OB|= =5~ =-——, |DS|= -
04l |OA'] — d—p’ OB OB'| ~ d+p’ DS IDO| — 4’
P R? R%d
"' = 10D| — |IDS'| = __ p = =
05| = |OD| - |DS'| =d — - |05] 05 = & 2
paje
R? R?  R*(d+p+d—p) R%d
OAI+10Bl = 7— + 755 e 72 =208

tj. S je poloviste duzine AB. Dakle, S je srediste trazene kruznice k', a
konstruiramo S dvostrukom primjenom zadatka Samu kruznicu k" do-
bivamo tako da konstruiramo sliku bilo koje to¢ke od k (opet zadatak [2.3)
pri inverziji s obzirom na k(O, R). <

Na temelju prethodno rijeSenih zadataka jasno je da se svaki zadatak, za
Cije rjeSavanje je koristeno samo ravnalo i Sestar, moze rijesiti koriStenjem
samo Sestara. RjeSenje zadatka svodi se na konstrukciju pravaca i kruznica
koriStenjem inverzije ¢iji centar nije ni na jednom od pravaca i ni na jednoj
od kruZznica u konstrukciji. Uz tu inverziju konstrukcija se svodi na kons-
trukciju u kojoj konfiguriraju samo kruZznice.

Koristenje ovog nacina rjesavanja Cesto je dosta zahtjevno pa ¢emo spome-

nuti jo$ jedan nacin rjeSavanja zadataka, pomocu kojeg ¢emo i dokazati
Mohr-Mascheronijev teorem.
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Teorem 2.1 (Mohr-Masceronijev teorem). Sve konstrukcije koje se mogu
izvesti ravnalom i Sestarom mogu se izvesti i samo Sestarom.

Konstrukcije ravnalom i Sestarom svode se na spomenute fundamentalne
konstrukcije FK1)-FK5). Potrebno je dokazati da su ove fundamentalne
konstrukcije izvodive samo Sestarom.

FK1) Konstrukcija to¢aka pravca zadanog tockama A i B.

C
D
Slika 7:

Neka su C i D sjeciSta kruZnica k(A,d) i k(B,d), gdje je d > |Az—m Neka
se kruznice k(C,s) i k(D,s), gdjeje s > d(C, AB), sijeku u to¢kama T; i T,
(slika[7). Jer su C i D simetri¢ne s obzirom na pravac AB, to je pravac AB
simetrala duZine CD, tj. skup svih to¢aka ravnine jednako udaljenih od C
iD, pasuTjiT;napravcu AB.

Konstrukcije FK2) i FK3) su ocite.

FK4) Konstrukcija sjecista zadane kruznice k(O,r) i pravca zadanog toc-
kama A i B.
Ovu konstrukciju ¢emo dobiti rjeSavanjem sljedec¢a dva zadatka.

Zadatak 2.7. Dana je kruznica k(O,r)i pravac AB, koji ne prolazi kroz O.
Konstruirati sjeciste od ki AB.

Rjesenje. Prema zadatkunademo tocku O’ simetri¢nu tocki O s obzirom
na pravac AB. Tada je k’(O’,r) kruZnica simetri¢na sa k s obzirom na AB.
KruZnice k, k' sijeku se u trazenim sjecistima od k i AB. <

Zadatak 2.8. Dana je kruznica k(O, r) i pravac OA. Konstruirati sjeciste od
kiOA.

Rjesenje. Neka je |OA| = aineka su X, Y trazena sjecista. Konstruiramo
kruznicu k(O, a) i na njoj prema zadatku[2.1|konstruiramo to¢ku B, tako da
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je AB promjer te kruZnice (pomocu to¢aka U, V). Na tu kruZnicu nanosimo
|BC| = r. Tada je |AC| = V4a%? —r?, jer je ACLBC. Konstruiramo kruz-
nice (A, |AC|), (B,|AC|) i njihovo sjeciste D. KruZnica (D, |AV|) sije¢e k u
trazenim tockama X iY.

Slika 8:

Kako je totka D na simetrali duzine AB, to je OAD pravokutan trokut
odakle slijedi
|OD|*> = |AD|* — |OA|* = |AC]* — |OA|* = 4a® — 2 — a2 = 322 — 2.
Jerje |[DX| = |AV| = a+/3 to vrijedi
|OD|?* + |OX|* = 342 — 12 4+ 12 = 322 = |DX|*.
Dakle ODX je pravokutan trokut, tj. X leZi na pravcu OA. <

FK5) Konstrukcija sjecista dva zadana pravca.
Ovu konstrukciju ¢emo dobiti rjeSavanjem sljedeca dva zadatka.

Zadatak 2.9. Konstruirati sjeciste X pravaca AB i CD, koji nisu okomiti.

Rjesenje. Konstruiramo toc¢ku C; simetri¢nu tocki C s obzirom na AB, tocku
C, simetri¢nu to¢ki C; s obzirom na CD i to¢ku Cz simetri¢nu tocki C s
obzirom na C;C, (slika @) Tada su jednakokra¢ni trokuti CC1C3, CXCy
sli¢ni. Zato je |CC3| : |CCq| = |CCq] : |[CX], §. |CC3] - |CX| = |CC1|2,tj. X
je slika od C3 pri inverziji s obzirom na kruznicu (C, |CCy|) i konstruira se

prema zadatku
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Slika 9:

Zadatak 2.10. Konstruirati sjeciste X okomitih pravaca AB i CD.

b
o
W

Cs

Slika 10:

Rjesenje. Konstrukcija je sli¢na konstrukciji u zadatku[2.9} samo 3to je tocka
Cs konstruirana kao to¢ka pravca CCy (C; = Cp) takva daje |CC3| = 2-

|CC1| (zadatak 2.1).
Tada je X poloviste duzine CC;. <

Napomenimo da se ponekad postavljeni zadaci mogu rijesiti jednostavnije
direktno, bez razlaganja na spomenute konstrukcije.
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