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KOMPARACIJA I ANALIZA DVIJU REGRESIJFKIH JEDNADZBI
POMOCU RELATIVNIH VRIJEDNOSTI

Racun regresije sluzi kao metod uopcéavanja eksperimentalnih podataka i
dobivanja pokretnih srednjih vrijednosti u slucajevima kad je jedna pojava
ovisna o nekoj drugoj. Regresija se prikazuje raznim funkcijama, a da bi
analiza podataka bila o¢itija i lak8a predocuje se i graficki. U nekim kom-
pleksnim istrazivanjima ¢esto nam se postavlja problem istovremenog uspo-
redenja jedne neovisne pojave sa dvije ovisne. To se narocito dogada onda,
kada moramo utvrditi najpovoljniju kombinaciju vise faktora koji se ispituju,
kao $to je npr. kada moramo utvrditi, koja je dob goveda najpovoljnija za
tov s obzirom na broj grla i povrS§inu krmnih kultura (ha) za proizvodnju
odredene koli¢ine mesa. Da bi to utvrdili moramo primijeniti metodu regre-
sije. Regresijska je analiza jednostavna kada se radi o ovisnim obiljeZjima
istog reda i istog karaktera. Kada se, medutim, radi o ovisnim obiljezjima
raznog reda veli¢ine ili raznog karaktera (kao $to je u naprijed navedenom
primjeru), tada se uobicajena metoda prikaza i analiza apsolutnim brojevima
ne moZe primijeniti, jer se podaci ne mogu medusobno usporedivati. Da bi
ih se moglo usporedivati moramo pribjeci svodenju podataka na zajednicku
osnovu. Metodu rada koju treba primijeniti u takvim slucajevima prikazat
¢emo diskusijom rezultata istrazivanja objavljenih u radu dr M. Cara: »Inten-
zitet rasta kao faktor proizvodnje mesa i iskori$tavanja hrane u tovu govedax.
Cilj nam je utvrditi najpovoljniju kombinaciju 3 obiljeZja i to: 1) dobi junadi
u tovu, 2) broja grla za postizavanje odredene bruto proizvodnje i 3) krmne
povrsine za proizvodnju krme.

U navedenom radu Car navodi podatke o promjenama broja grla i hek
tara kulture kukuruza potrebnih za proizvodnju 10 tona mesa tovom goveda
razne Starosti.

Tabela br. 1. Masa Sistog mesa, koja se moZe proizvesti tovom goveda po
krmnom hektaru na kojem se proizvodi 12,000 HJ (M. Car).

Figure No. 1. Quantity of the Gain which can be Produced by Fattening of
Cattle according to the Feeding Hectars at which it is Produced 12,000
HJ (Car M.)

Starost grla Hektara za 10 tona mesa Grla za 10 tona mesa
The Age of Animal Hectars for 10 Tones Cattle for 10 Tones
(months) of Beef of Beef
Telad 6,5 mj. 5,67 69
Junad 12 mj. 7,85 47,2
Junad 15 mj. 9,35 42,7
Junad 20 mj. 14,7 35,3
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Odnosi navedeni u tabeli br. 1 mogu se izraziti jednadzbom krivolinijske
regresije. Regresijski odnos utjecaja starosti grla na potrebnu povr$inu za
proizvodnju 10 tona mesa prikazan je jednadzbom krivolinijske regresije:

Y = 6,653 — 0,4048 X + 0,0402 X2 (1)
Utjecaj starosti na potreban broj grla za proizvodnju 10 tona mesa pri-
kazan je u jednadzbi krivolinijske regresije:
Y = 104,5882 — 6,5128 X + 0,1532 X2 (2)

Pomocu jednadzbe (1) i (2) mogu se izracunati regresijske vrijednosti
hektara na starost i grla na starost. Radi usporedbe, u tabeli br. 2 prikazane
su eksperimentalne i izra¢unate regresijske vrijednosti.

Tabela br. 2. Eksperimentalne i regresijske vrijednosti potrebne povrine u
hektarima i broja grla za proizvodnju 10 tona mesa

Figure No 2. Experimental and Regression Values of Necessary Surface in
Hectars and Number of Cattle for the Production of 10 tones of Beef.

Hektara za 10 tona mesa Grla za 10 tona mesa
Hectars for 10 Tones of Beef Cattle for 10 Tones of Beef
Starost grla
The Age of [ |
) Eksperimentalne Regresijske Eksperimentalne Regresijske
Animal vrijednosti vrijednosti vrijednosti vrijednosti
(months)
Experimental Regression Experimental Regression
Values Values Values Values
Telad 6,5 mj. 5,67 5.7 69 68,7
Junad 12 mj. 7,85 7,6 47,2 48,5
Junad 15 mj. 9.35 9,6 42,7 414
Junad 20 mj. 14,7 14,6 35,3 35,6

Rjesenje problema najpovoljnije kombinacije starosti grla, broja grla i
ha za proizvodnju 10 tona mesa moze se izvesti grafi¢ki i racunski, pa éemao
u daljnjem tekstu prikazati metode jednog i drugog naéina.

a) GRAFICKO RJESENJE PROBLEMA

Da bi mogli grafi¢ki rijesiti problem moramo prikazati na istom grafi-
konu oba ovisna obiljezja, pa ¢emo zato najprije analizirati mogucnost gra-
tickog prikaza dviju regresijskih funkcija s razli¢itim ovisnim obiljezjima,
a istim neovisnim obiljeZjem na istom koordinatnom sistemu. Na grafickom
prikazu odnos dviju regresijskih funkcija mora biti odraz i meduodnosa tih
dvaju ovisnih obiljcja obzirom na neovisna, Na taj bi nacin stvorili osnovu
za ocCitovanje stanovitih vrijednosti na grafitkom prikazu bez izratunavanja,
tj. moguénost utvrditi vrijednost neovisnog obiljezja (dobi) u kojoj je naj-
povoljnija kombinacija vrijednosti oba ovisna obiljeZja (broj grla i hektara
Za proizvodnju 10 tona mesa) $to nam je 1 rjeSenje postavljenog problema.
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Izraéunavanje je regresijskih jednadzbi i regresijskih vrijednosti jedno-
stavno, no kod grafi¢kog rjesavanja problema te$koce se pojavljuju prilikom
grafi¢kog prikaza izratunatih regresijskih krivulja na istom koordinatnom
sustavu. Da bi prikazali metodu, kojom se mogu rijesiti te teSkoce i stvorili
moguénost analize odnosa posmatranih varijabla, dat éemo graficki prikaz
regresijskih jednazbi (1) i (2) na istom koordinatnom sistemu.

U grafi¢kom prikazu br. 1 (a i b) grafi¢ki su prikazane regresijske jed-
nadzbe broja grla na starost i koli¢inu hektara na starost. Podjela osi apscise
obzirom na starost izvrSena je proizvoljno, a isto tako i podjela osi ordinate
koju smo podijelili obzirom na dva ovisna obiljezja, broj grla i hektara. Gra-
fi¢ki se prikaz, dakle, izvrSio kao da se radi o dva zasebna grafikona. Proiz-
voljna podjela osi ordinate obzirom na ha i grla omogucava sve moguée kom-
binacije meduodnosa vrijednosti za 1 ha i 1 grlo. Da bismo to objasnili, uzet
¢emo samo dva slucaja pa ¢emo na ordinatu nanijeti svaki puta druge jedi-
nice za broj grla i ha. Tako ¢emo dobiti dva grafikona 1a i 1b.
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Proizvoljnom podjelom osi ordinate obziror» na dva ovisna obiljezja,
dobili smo u oba slucaja isti oblik pojedinih regresijskih krivulja, ali na
svakom je grafitkom prikazu njihov meduodnos razli¢it, pa se one sijeku
kod raznih vrijednosti neovisnih obiljezja. Kako je vrlo velik broj mogucih
veli¢ina grafi¢kih jedinica raspodjele, to je i vrlo velik broj kombinacija pri-
kazanih na graf, la i 1b. O¢ito je, da proizvoljnom podjelom osi ordinate
obzirom na dva obiljeZja izrazena u raznim mjerama dobivamo graficki pri-
kaz, koji nam ne moze sluziti za analizu istovremenog utjecaja jednog neovis-
nog obiljeZja na dva ovisna obiljezja, tj. ne moZemo ocitavati kako mijenjanje
jednog ovisnog obiljezja prati mijenjanje drugog ovisnog obiljezja kod istog
neovisnog.
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teladi i junadi mora se izraziti u postocima bazne vrijednosti. Isti princip
¢emo primijeniti i kod odredivanja indeksa dinamike kod broja grla potreb-
nih za proizvodnju 10 tona mesa. Najveci je broj grla — 69 — potreban u
starosti od 6,5 mjeseci, te ¢e nam 69 grla biti bazna vrijednost (100 posto)
za izracunavanje relativnih vrijednosti potrebnog broja grla. Dobivene vrijed-
nosti izracunate na izlozeni nacin prikazane su u tabeli br. 3.

Tabela br. 3. Apsolutne i relativne vrijednosti potrebnog broja grla i ha za
proizvodnju 10 tona mesa

Figure No 3. Absolute and Relative Values of the Necessary Number of Cattle
and Hectars for the Production of 10 Tones of Beef.

Ha za 10 tona mesa Grla za 10 tona mesa
Hectars for 10 Tones Cattle for 10 Tones
Starost grla of Beef of Beef
’I_‘he Age of | ‘
Animal (months) | Aps. vrijed. Rel. vrijed. | Aps. vrijed. ; Rel. vrijed.
[ Absolute Relative Absolute | Relative
Values Values Values Values
Telad 6,5 mj. 5,67 38,57 69 100
Junad 12 mj. 7,85 53,40 47,2 68,41
Junad 15 mj. 9,35 63,61 42,7 61,88
Junad 20 mj. 14,7 100 353 51,16

Primjenom, dakle, metode indeksa dinamike podaci su svedeni na isti
nazivnik (relativni brojevi) ¢ime je stvorena moguénost ispravnog grafi¢kog
prikaza i time dobivena osnova za analizu.

Kod grafickog prikaza na ordinatu nanosimo relativne vrijednosti. No
kako su na apscisu nanesene apsolutne vrijednosti a mi Zelimo odgovor ne
u relativnim vrijednostima nego u apsolutnim veli¢inama, to bi bilo vrlo
korisno, kada bi izveli takav grafi¢ki prikaz koji ée nam omoguditi direktno
ocitavanje apsolutnih brojeva. Kako nam je zajedni¢ka osnovica za uspore-
divanje — relativni brojevi — to ¢emo grafikon izraditi najprije pomoéu njih.
Svakoj relativnoj vrijednosti odgovara tatno odredena apsolutna vrijednost,
to ¢emo moci na grafikonu izradenom na bazi relativnih brojeva unijeti apso-
lutne vrijednosti.

To ¢emo izvr§iti na slijedeci nadin: u tabeli br. 3. prikazane su apsolutne
i relativne vrijednosti, a mi ¢emo prvo na os ordinatu nanijeti relativne vrijed-
nosti. Zatim ¢emo umjesto pojedinih relativnih vrijednosti ispisati odgova-
rajuce apsolutne vrijednosti pa ¢ée na taj naéin na osi ordinati biti locirane
na istom mjestu one apsolutne vrijednosti za hektare i grla koje imaju istu
relativou vrijednost. Tako ¢e na istom mjestu na ordinati biti nanesene vri-
jednosti za 14,7 ha i 69 grla, jer obje vrijednosti imaju istu relativnu vrijed-
nost (100 posto).
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Uz relativnu vrijednost od 100 posto nanijet éemo odgovarajudée apsolutne
vrijednosti za grla i za hektare tj. za grla 69 a za hektare 14,7. Tako moZemo
nanositi i uz ostale relativne vrijednosti odgovarajude apsolutne vrijednosti.
Pomocu pravila trojnog izrad¢unamo koja relativna vrijednost odgovara apso-
lutnoj vrijednosti, koja se nanosi na os ordinatu. Primjenom te metode utvr-
dujemo da ako 100 posto odgovara vrijednosti od 69 grla, vrijednosti od 30
grla odgovara relativna vrijednost od 43,47 posto. Na taj smo nadin dobili
apsolutne vrijednosti na osi ordinati za broj grla (30 i 69 grla). Istom me-
todom ¢emo utvrditi, da iste relativne vrijednosti za veli¢inu povrine (tj.
100 posto i 43,47 posto) odgovaraju apsolutnim vrijednostima od 6,39 i 14,7 ha.

Grafikon br. 2. Grafi¢ki prikaz dviju regresijskih jednad?bi s podjelom osi
ordinate obzirom na dva neovisna obiljeija svedenih na relativne vri-
jednosti.

Diagram No 2. Diagramatical Survey of Two Regression Equations with the
Division of the Ordinate with regard to the two Independent Denotations
Reduced to the Relative Values.
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Kako smo tim putem odredili na ordinati mjesta pojedinih apsolutnih
vrijednosti dalja nam je podjela sasvim jednostavna. Tako npr. izmedu vri-
jednosti 14,7 i 6,39 ha ima 8,31 jedinica (14,7—6,39 = 8,31). Ako je npr. cen-
timetarska duZina izmedu tih vrijednosti »z« cm tada svaki 0,01 ha zauzima
(0,01) (z) 8,31 centimetara. Da bi odredili mjesto za 7 hektara treba pocetnoj
tacki (6,39) dodati (61,0) (0,01) (z), 8,31 centimetara.

366



Svaka daljnja cijela jedinica (1 ha) odreduje se duzinom (100), (0,01) (z)
8,31 cenuumetara. Na 1st1 ce se nacin 1zvrsiti podjela os1 ordinate s 0pbzirom na
oroj gria.

U definitivnom grafickom prikazu unijete su na os ordinatu samo apso-
lutne vrijednosti ¢ija se podjela izvrsila na nacin Koji je opisan.

U gratikonu br. 2 prikazane su regresijske krivulje grla na starost i ha
na Starost pomocu raspodjele osi ordinate obzirom na relativne vrijednosti
ovisnih obiljezja, ali u prikazu dajemo samo na opisani nacin unijete apso-
lutne vrijeanosti.

Na temelju grafickog prikaza br. 2, izvedenog na navedeni nalin, mo-
zemo Vrsill analizu 1 Komparaciju dviju regresiyskih krivulja, jer njihov
meduodnos nije vise proizvoljan ve¢ je rezuitat svodenja dviju apsoiutnih
vrijednosti (broja gria 1 hektara) na zajednickli nazivnik e su dooivenl 0dnosi
Komparatibini.

1z dosadasnjih smo izlaganja vidjeli na koji se naCin moZe na istom
koordmatnom sustavu prikazail dvije regresijske funkcije, tako da se medu-
sobno mogu usporedivaii. ledutim, taj nam graflickl prikaz trepa posiuziti
za daljnju analizu kojom c¢e se rijesiti problem vrijednostli Neovisnog ooiljezja
u Kojem Je najpovoljnija kombinacija oba ovisna obpiljezja.

U nasem primjeru pomocu dvije regresijske jednadzbe moramo zakljuciti
u kojoj vrijeunosil neovisnog opluijezja (Starost) oba ovisna ooujezja (na i
broj gria) u medusobnoj kombinacijli postizu minimum. Kako smo postavili
Kao zantjev da oba ovisna obiljezja budu u medukomoinaclji u najmanjoj
vrijeanosti, znaci, da ih po kvaureru a i Kvantitetu i1zjeanacujemo. Drugim
rijecima, rjesenje Ce nam dati ona vrijednost neovisnog opiijezja (starost)
kod kojega razuka vrijednosti oba ovisna obiljezja (ha 1 broj gria) 1znosi 0
11 Kod Kojeg je Vrijednost jednog ovisnog ooijezja jednaka vrijeanosii dru-
gog ovisnog oolljezja. Cim nam razlika 1zmedu opba ovisna obiljezja nije jed-
naka U, znaci da je jedno obiljezje Kvantitativno vise zasiupano u odnosu
prema drugom oblijezju i da je Kombinaclja nepozeljna 11 nepovoljna. Na
temelju 1ziozenog mozemo zakljuciti, da cemo vrijednosi neovisnog ooiljezja,
Koa Kojega su opa ovisna oblijezja u kombinaciji najmanjin mogucih vrijed-
nosti, aooiti utvrdivanjem vrijednosti neovisnog obiljezja Kod kojeg je razika
relauvmh vrijednosti dvaju ovisnih obiljezja jednaka U, ili kada je jednaxa
relativna vrijednost oba ovisna obiljezja a to je sjeciste dviju Krivulja.

Ako s tog stanovista pokusamo rijesiti postavljeni problem pomocu gra-
fikona la i 1b dobit ¢cemo razna rjesenja, tj. netacan odgovor, sto je posljedica
proizvoljne podjele osi ordinate obzirom na ha i broj grla. Graticko rjesenje
problema prikazano je u graf. br. 2 kod kojeg smo izvrsili diobu osi ordinate
obzirom na broj gria i ha pomocu njihovih relativnih vrijednosti, a sjeciste
dviju regresijskih funkcija daje nam vrijednost na osi apscisi, tj. odredenu
starost kod koje je relativna vrijednost dvaju ovisnih obiljeZja jednaka, od-
nosno u kojoj je najpovoljnija kombinacija broja grla i ha za proizvodnju
iste koli¢ine mesa. To nam je ujedno i odgovor na postavljeno pitanje.

Na taj smo nacin, pomocu grafickog prikaza krivulja regresije broja
grla na starost i ha na starost, dobili da ¢e u nasem primjeru junad u sta-
rosti od 14,3 mjeseca proizvesti 10 tona mesa uz upotrebu najpovoljnije
povrsine (9,1 ha) i najpovoljnijeg broja grla (428).
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b) RACUNSKO RJESENJE PROBLEMA

hacin, da izracunamo vrijednosti neovisnog obiljezja X kod kojeg je razlika
dvaju ovisnih obiljezja nula ili kod kojeg su jednake vrijednosti dvaju ovisnih
obiljezja Y.

Iza tabele br. 1 prikazali smo jednadzbe krivolinijskih regresija koje
glase:

jednadzba krivolinijske regresije potrebne povrsine u ha za 10 tona mesa
na starost:

Y = 6,6536 — 0,4048 X + 0,0402 X2

jednadzba krivolinijske regresije potrebnog broja grla za 10 tona mesa
na starost:

Y = 104,5882 — 6,5128 X + 0,1532 X2

Vrijednost ordinata (Y) za prvu i drugu jednadzbu moraju biti jednake
te mozemo napisati da je

6,6536 — 0,4048 X + 0,0402 X2 = 104,5882 — 6.5128 X + 0,1532X2
Rjesenjem jednadibe dobijemo da je:
6,1080 = [/ — 76,9587
Kyp = 2= T 7 7o
0,2260

Kako smo za vrijednost apscise sjeci$ta dobili kompleksne brojeve, otito
Je da na izloZeni nacin ne mozemo izradunati vrijednost neovisnog obiljeZja,

krava i tezina teladsi, jer i u tom slu¢aju ne mozemo izjednaditi povecanje
10 kg tezine kod krava s povecanjem 10 kg teine kod teladi. U svim tim
slu¢ajevima moramo apsolutne mjere prevesti u relativne a tek zatim pro-
vesti komparaciju.

U nasem primjeru pomocu relativnih vrijednosti prikazanih u tabeli br, 3
izracunat ¢emo regresijske jednadzbe.

Jednadzba krivolinijske regresije potrebne povrsine u ha za 10 tona mesa
(relativna vrijednost) na starost glasi:

Y = 43,0255 — 2,7628 X + 0,2851 X2 (3)

Jednadzba krivolinijske regresije potrebnog broja grla za 10 tona mesa
(relativna vrijednost) na starost glasi:

Y = 151,6522 — 94349 X + 0,2214 X2 (4)
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Y za prvu i drugu jednadzbu mora biti jednak te ¢emo napisati da je:

43,0255 — 2,7628 X + 0,2851 X2 = 151,6522 — 9,4349 X + 0,2214 X2

Rjesavanjem jednadzbe dobijemo da se sjeciSte dviju regresijskih kri-
vulja nalazi kod vrijednosti:

X; = 14,3 mjeseca i X; = — 119,1 mjesec

Kao ispravno rjeSenje uzima se uvijek ona vrijednost X koja se nalazi
unutar eksperimentalnih podataka. U navedenom eksperimentalnom radu
obuhvacena je starost (X) od 6,5 do 20 mjeseci, te u konkretnom slucaju pro-
blem zadovoljava samo X; = 14,3 mjeseca.

Uvrstimo 1i vrijednost X = 14,3 mjeseca u jednadzbe krivolinijskih regre-
sija za apsolutne vrijednosti dobit ¢emo da je vrijednost Y za potrebnu povr-
sinu u ha 9,1 hektara i da je Y za potreban broj grla 42,8 grla.

Na taj smo nalin ra¢unskim putem dobili isto rje$enje kao i grafi¢kim
prikazom, tj. da je pokusna junad u starosti od 14,3 mjeseca proizvodila 10
tona mesa uz upotrebu najpovoljnije povrsine (9,1 ha) i najpovoljnijeg broja
grla (42,8)

ZAKLJUCAK

Komparacija i analiza dviju regresijskih jednadzbi, koje imaju isto ne-
ovisno obiljeZje a ovisna su im obiljezja raznog reda ili karaktera, ne moze
se vrsiti izravno pomocu njihovih apsolutnih vrijednosti. Razne se apsolutne
vrijednosti ovisnih obiljezja moraju osposobiti za medusobnu komparaciju.
U tu ih svrhu treba svesti, ve¢ prema problematici koju obradujemo, na
stanoviti zajedni¢ki nazivnik a pomocu izra¢unatih vrijednosti izvrsiti grafi-
Cku ili racunsku analizu podataka.

SUMMARY

The method of the comparison and the analysis of the simultaneous influence
of an independent phenomenon to the two dependent ones, which are expressed in
the values of different character, is shown in the data of the research of Dr. Car:
»The Intensity of thee Growth as the Factor of the Beef Production and the Feed
Efficiency in Fattening of Cattle« (Fig. No 1). The influence of the independent
variable to each of the dependent ones is shown by the regression equation (1)
and (2), and counted values are shown in fig. No 2. Our aim is to determine which
age of the animals is the most convinient for fattening with regard to the number
of cattle and the surface of feeding cultures for the production of a certain
quantity of beef.

We have shown in diagrams la and 1b the regression values in the fig. No 2.,
with the independent division of the ordinate with regard to the two dependent
variables. We have got the different relations between these two regression curves,
and their intersections are at the different values of the independent variables. We
have done also the mathematical estimating of values of the intersections, but we
have got the complex numbers.

The conclusion is that the analysis of two regression equations, which have
the same independent variables and two dependent ones of different characters,
can not be estimated directly by the apsolute value. The different absolute values
of the dependent variables have to be enabled for a mutual comparison by reducing
to the common basis.
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We have reduced the absolute values of the dependent variables to the relative
values by the dynamic index, (fig. No 3). The division of the axis ordinate is done
so that we have written out at some relative values the corresponding absolute
ones. In such a way we have done the diagram No 2, and by which we can make
now the analysis of the mutual relation of two regression €quations, as wel as read
the value of the independent variable at which the relative value of both dependent

At the basis of the relative values (fig. No 3) we have countet also the regre-
ssion equations (3) and (4) and S0 determined the intersection.

By the analysis of diagrammatical survey and the mathematical method we
have got the same values, i.e. that in our example bullocks at the age of 14,3 months
produced 10 tones of beef for the use of the least surface (9,1 ha) and the most
convinient number of cattle (42,8 animals).
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