OSsJECKI MATEMATICKI LIST 17 (2017), 1-29

Vjerojatnosna lema o regularnosti i njezine
primjene u kombinatorici

Filip Bosni¢; Vjekoslav Kovae'

Sazetak

Ovaj rad zapocinje s dva poznata teorema aditivne kombinatorike,
koji su potom svedeni na rezultat iz teorije grafova. Daljnje poopcenje
je iskazano jezikom teorije vjerojatnosti, kako bi ga se dokazalo kori-
Stenjem vjerojatnosne varijante Szemerédijeve leme o regularnosti. Ta
lema daje dekompoziciju proizvoljne slucajne varijable na strukturi-
rani dio, pseudoslucajni dio i gresku, a u radu je iznesen njezin pot-
puni dokaz.

Kljuéne rijedi: aritmeticka progresija, Rothov teorem, ugao, neus-
mjereni graf, pseudoslucajnost, uvjetno ocekivanje.

Probabilistic regularity lemma and its applications
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Abstract

This paper begins with two well-known theorems from additive
combinatorics, which are then reduced to a result from graph theory.
A further generalization is formulated in the language of probability
theory, in order to be established using the probabilistic variant of the
Szemerédi regularity lemma. Thislemma provides a decomposition of
an arbitrary random variable into a structured part, a pseudorandom
part, and an error, and the paper presents its complete proof.
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1 Nekoliko rezultata iz aditivne kombinatorike

Jedan od ciljeva ovog ¢lanka je pokazati kako matematicko istrazivanje po-
nekad prirodno vodi od elementarnih koncepata prema njihovim daleko-
seznim poopcenjima. U ovom odjeljku krenut ¢emo od dva poznata rezul-
tata tzv. aditivne kombinatorike, koja se bavi kombinatornim aspektima pod-
skupova neke (komutativne) grupe, poput skupa cijelih brojeva uz uobica-
jeno zbrajanje. Potom ¢emo ih dobiti kao posebne slucajeve jednog rezul-
tata iz teorije grafova, u ¢ijem iskazu se vise uopce nece pojavljivati ope-
racija zbrajanja. Dokaz tako poopéenog rezultata ostavit ¢emo za iduce
odjeljke, gdje ¢e nam se uklopiti u razmatranja o dihotomiji strukturira-
nosti i pseudoslucajnosti.

1.1 Rothov teorem o aritmetickim progresijama

U ovom radu ¢emo skup cijelih brojeva oznacavati sa Z, a skup prirodnih
brojeva (koji ne uklju¢uje 0) s N. Nadalje, aritmeticka progresijd'| ¢e nam
uvijek biti uredena k-torka brojeva

(a,a+d,a+2d, ..., a+ (k—1)d)

zaneke a,d € Zik € IN. Broj k je tada duljina aritmeticke progresije, a
ukoliko je d = 0, rec¢i ¢emo da je rije¢ o trivijalnoj aritmetickoj progresiji.
Broj elemenata (tj. kardinalitet) kona¢nog skupa A pisat éemo |A].

Sljedeci rezultat se Cesto smatra jednim od najvecih doprinosa kombina-
torici skupa cijelih brojeva. On je preteca ¢itave serije tvrdnji koje govore
da u svakom dovoljno gustom (pa makar i vrlo nepravilnom) podskupu od
Z mozemo pronadi razne pravilne uzorke. Prvi ga je dokazao K. F. Roth
1953. godine u radu [8] i time dao djelomi¢ni odgovor na pitanje P. Erdésa
i P. Turdna [4].

Teorem 1.1. (Rothov teorem, slabija varijanta) Za svaki 0 < § < 1 postoji
1n(6) € N sa sljede¢im svojstvom: akojen € IN, n > ny(J) i ako skup A C
{1,2,...,n} imakardinalitet | A| > én, tada A mora sadrZavati netrivijalnu
aritmeticku progresiju duljine 3.

Omjer |A|/n je prirodno zvati gustoéa skupa A obziromna {1,2,...,n}.
Zato teorem moZzemo izreéi rije¢ima: Svaki skup gustoée barem 6 > 0 u do-
voljno velikom (ovisno o 0) intervalu prirodnih brojeva ima tri razliCita elementa
koji stoje u aritmetickoj progresiji.

1Ovaj termin se preferira u literaturi (poput knjige [19]) naspram termina aritmeticki niz kako
bi se naglasilo da je rije¢ o konacnom slijedu brojeva.
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Uslijedila su brojna kvantitativna poboljSanja i poopcéenja teorema
Prije svega napomenimo kako éemo mi zapravo pokazati da skup A iz is-
kaza mora sadrZavati barem a(8)n? aritmeti¢kih progresija duljine 3, za
neku konstantu a(d) > 0 koja ovisi samo o 6. Ovo pojacanje je prvi primi-
jetio P. Varnavides [20].

Teorem 1.2. (Rothov teorem, jaca varijanta) Za svaki0 < & < 1 postojia(d) >
0 sa sljedec¢im svojstvom: akojen € Niakoza A C {1,2,...,n} vrijedi
|A| > 6n, tada A ima barem a(8)n? aritmetic¢kih progresija duljine 3.

Primijetimo da teorem [1.2| povlaci teorem Jednom kad dokaZemo
drugi teorem, tada ¢emo za ny(6) iz iskaza prvog teorema modi uzeti naj-
manji prirodni broj veéi od 1/a(6). Naime, u skupu A postoji |A| < n trivi-
jalnih aritmeti¢kih progresija duljine 3 pa a(d)n? > n garantira da A sadrzi
i barem jednu takvu netrivijalnu progresiju. Preporucujemo citatelju da za
vijezbu pokusa dokazati i obratnu implikaciju, tj. izvesti ja¢u varijantu iz
slabije.

Zadatak 1.1. Izvedite teorem [[.2liz teorema [L.1]

Zadatak [1.1] je nesto tezi pa dajemo uputu. Korisno je promatrati ne-
trivijalne aritmeticke progresije u skupu {1,2,...,n} duljine k takve da je
k > ng(6/2) ik > 10. Potom treba svaku od njih afino preslikati u skup
{1,2,...,k}, tako da se unutar nje teorem [1.1)moZe primijeniti uz 6/2 i k
umjesto 0 i n. Uzmemo li skup A gustoce najmanje J, treba primijetiti kako
barem (6n/k?)(dn/4) takvih progresija ima barem (&/2)k zajednic¢kih ele-
menata sa skupom A; detalji se mogu naci u [20].

Nadalje, prirodno je pokusati odozgo ocijeniti broj

r(n) := kardinalitet najveceg podskupa od {1,2,...,n}
koji ne sadrZi netrivijalnu aritmeticku progresiju duljine 3.

Naime, iz teorema [1.1|slijedi samo lim, (1) /n = 0 (dokazite to!), ali
pazljivom analizom Rothovog dokaza moze se dobitir(n) < Cn/Inlnn za
neku konstantu C > 01i za sve dovoljno velike n € IN. Trenutni rekord drZzi
T. F. Bloom [2] s ocjenom

Cn(Inlnn)*
Inn

r(n) <

a za vrijeme pisanja ovog ¢lanka T. F. Bloom i O. Sisask najavili su ocjenu
oblika r(n) < Cn/(Inn)'*¢ zaneki ¢ > 0, koju je P. Erdés jog davno posta-
vio kao izazovni otvoreni problem.

7
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S druge strane, P. Erdds i P. Turdn [4] su jos 1936. naslutili da analogni
rezultat vrijedi i za aritmeticke progresije duljine k > 4. Proteklo je dosta
vremena dok je E. Szemerédi to potvrdio za k = 4, a potom i za opceniti
fiksirani k u svom radu [14] 1975. godine.

Citatelju ostavljamo da iz teorema izvede jo$ jednu varijantu koja se
esto pojavljuje u literaturi.

Zadatak 1.2. Nekaje A podskup skupa prirodnih brojeva s pozitivnom asimp-
totskom gornjom gustocom, tj.

imsup 4012}

n—sco n

> 0.

Dokazite da tada A sadrzi netrivijalnu aritmeticku progresiju duljine 3.

Navedena formula definira asimptotsku gornju gustocu skupa A C IN, dok
je njegova (asimptotska) gustocéa varijanta te definicije s uobicajenim limesom
kada n — co. Prednost limesa superiora je sto on uvijek postoji, ¢ak i kad
niz ne konvergira, a u nasem slucaju je on broj iz intervala [0, 1].

Tako je naprimjer gustoca skupa neparnih brojeva jednaka 1/2, dok je
gustoca skupa prostih brojeva jednaka 0: premda prostih brojeva ima be-
skona¢no mnogo, prili¢no su rijetki. Ipak, skup prostih brojeva sadrZi arit-
meticku progresiju 3,5, 7, a Citatelj ¢e lako provjeriti da se aritmeticke pro-
gresije 5,11,17,23,2917,37,67,97,127,157 takoder sastoje samo od prostih
brojeva. Stovige, B. J. Green i T. Tao [6] su uspijeli pokazati da skup prostih
brojeva sadrzi po volji duge aritmeticke progresije, ¢ime je potvrdno od-
govoreno na visestoljetnu hipotezu brojnih matematicara poput J.-L. La-
grangea i E. Waringa. Dakle, dovoljni uvjet iz zadatka [1.2| nije i nuZan za
postojanje po volji dugih aritmetickih progresija.

1.2 Teorem o uglovima
U ovom poglavlju promatrat éemo podskupove Kartezijevog kvadrata

{1,2,...,n}> ={1,2,...,n} x {1,2,...,n}.

Umjesto aritmeticke progresije, uzorak kojeg Zelimo pronadi je tzv. netrivi-
jalni ugao. Pritom ugaq | definiramo kao uredenu trojku parova

((a,b), (a+d,b), (a,b+d))

zaneke a,b,d € Z, a kazemo da je trivijalan kada je d = 0. Naredni teorem
prvi su dokazali M. Ajtai i E. Szemerédi [1]] 1974. godine.

2Ovaj termin koristi Skredov u radu [16] i od tada se on uvrijezio u literaturi iz aditivne
kombinatorike.
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Teorem 1.3. (O uglovima) Zasvaki0 < § < 1postojing(d) € IN sasljedeéim
svojstvom: akojen € N, n > ng(d) i ako skup A C {1,2,...,n}? ima
kardinalitet | A| > én?, tada A mora sadrZavati netrivijalni ugao.

I ovdje ima smisla promatrati niz definiran s
u(n) := kardinalitet najveceg podskupa od {1,2,...,1n}>
koji ne sadrZi netrivijalni ugao.

Iz teorema slijedi da niz s opéim ¢lanom u(n)/n? konvergira prema
0. Pomalo zac¢uduje da je bilo kakva netrivijalna i razumna kvantitativna
ocjena broja u(n) dugo bila otvoreni problem. Tek je 2004. godine I. D.
Skredov dao prvu takvu nejednakost, koju je potom u radu [16] optimizirao
do oblika
Cn?
u(n) < (Inlnn)c

za neke konstante ¢, C > 0. Opet se prirodno postavlja i pitanje poopéenja
na visedimenzionalne uglove, koje su dokazali H. Furstenberg i Y. Katznel-
son [5] krajnje nekonstruktivnim tehnikama tzv. ergodicke teorije.

Premda ¢e oba dosad spomenuta teorema biti zajednicka posljedica op-
Cenitije formulirane tvrdnje o grafovima, sugeriramo ¢itatelju da pokusa
pokazati kako je drugi teorem zapravo jaci od prvog.

Zadatak 1.3. Izvedite teorem [ 1]iz teorema[I.3l

Jedna moguca uputa za zadatak [1.3[je krenuti od A C {1,2,...,n} i
definirati

A:=1{(a,b)€{1,2,...,2n}> : b—a € A}.

Primijetite da svaki netrivijalni ugao u skupu A putem projekcije (a,b)
b — a daje netrivijalnu aritmeticku progresiju duljine 3 u skupu A.

1.3 Lema o uklanjanju trokuta

Za formulaciju rezultata koji slijedi potrebno je poznavati najosnovnije poj-
move teorije grafova. Jednostavni neusmjereni graf, ili kratko samo graf, G =
(V, E) sastoji se od kona¢nog skupa vrhova V i skupa bridova E. Svaki brid
e € Ejedvoclani skup e = {u, v} elemenata iz V, a mi slikovito kazemo da
brid e spaja vrthove u i v. Trokut u grafu G je svaki tro¢lani skup vrhova iz V
takav da su svaka dva od tih vrhova spojena bridom.

Hillel Furstenberg
(1935.),
americko-izraelski
matematicar koji
primjenjuje teoriju
vjerojatnosti u
drugim granama
matematike,
dobitnik Wolfove
nagrade
2006./2007. godine.
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Lema 1.1. (O uklanjanju trokutd) Za svaki 6 > 0 postoji konstanta B(5) > 0
takva da vrijedi sljedece: ako je G graf s n vrhova koji sadr%i manje od B(5)n3
trokutd, tada moZemo ukloniti manje od Sn? njegovih bridova i dobiti graf koji ne
sadrZi nijedan trokut.

Ovaj rezultat se obi¢no zove lema o uklanjanju trokutd, zbog njezinih broj-
nih primjena, premda je zanimljiva ve¢ i sama za sebe. Vrlo neformalno
mozemo ju izreci: Ako graf ima relativno malo trokutd, tada uklanjanjem rela-
tivno malog broja bridova moZemo eliminirati sve trokute. Napomenimo kako
je tvrdnja trivijalna za § > 1/2, jer je |E| < (5) < n?/2, a uklanjanjem svih
bridova iz E ¢e svakako nestati i svi trokuti iz G.

Za dokaz leme 1] trebat ¢e dosta priprema u narednim odjeljcima. Za-
sad samo prokomentirajmo u kakvoj je ona vezi s teoremima aditivne kom-
binatorike. Iskazali su je I. Z. Ruzsa i E. Szemerédi [9]], kao i uo¢ili da ona
implicira Rothov teorem, $to ¢éemo uskoro i mi pokazati. Nadalje, vidjet
¢emo da ona povlacdi i teorem o uglovima, Sto je prvi primijetio J. Solymosi
[13].

Primijetimo da, ako u grafu postoji m trokuta s medusobno disjunktnim
bridovima, tada za njihovu eliminaciju svakako treba ukloniti barem m bri-
dova. Zato obratom po kontrapoziciji u lemi [I.1|dobivamo sljede¢u, nesto
operativniju posljedicu.

Korolar 1.1. Za svaki 6 > 0 postoji konstanta f(6) > 0 sa sljedeéim svoj-
stvom: ako je G graf s n vrhova koji sadrzi barem én? trokuta bez zajednic-
kih bridova, tada G mora sadrzavati ukupno barem B(8)n3 trokuta.

Citatelj moze razmisliti ¢ini li mu se tvrdnja korolara ocekivana ili
iznenadujuc¢a. Mogli bismo pomisliti kako se na temelju pretpostavke na
graf G moZe jedino zaklju¢iti da je broj trokuta u njemu reda veli¢ine 72,
ali je ustvari taj broj maksimalnog mogudeg reda veli¢ine, tj. 7.

Zanimljivo je kako je korolar[I.T]jaci rezultat od teorema[1.THI.3| premda

on iz formulacije eliminira svaki spomen operacije zbrajanja.

Dokaz teorema korisftenjem korolara Postupit éemo sli¢no kao u [7] ili
[18]. Fiksirajmo 0 < 6 < 1,n € Niskup A C {1,2,...,n} za koji vrijedi
|A| > én. Promotrimo graf G ¢&iji skup vrhova je V := {1,2,...,3n} x
{1,2,3}, a bridovi su mu odredeni na sljedec¢i nacin:

e vrhovi (7,1) i (j,2) su spojeni bridom ako i samo akojej—i € A,
e vrhovi (i,1) i (k, 3) su spojeni bridom ako i samo akoje (k —i) /2 € A,

e vrhovi (j,2) i (k,3) su spojeni bridom ako i samo akojek —j € A,
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pric¢emusui,j k € {1,2,...,3n} proizvoljni.
Zasvakii € {1,2,...,n}isvakia € A vrhovi

(i,1), (i+4a,2), (i+2a,3)

¢ine trokut u grafu G. Ocigledno su bridovi svih tih trokutd medusobno
disjunktni, jer bilo koja dva od tih parova jednozna¢no odreduju brojeve a
i i. Dakle, G ima barem n|A| > én* = (5/81)|V|? trokuta bez zajedni¢kih
bridova pa po korolaru(l.1|on sadrzi barem B(6/81)|V|? trokuta.

Uoéimo da trojka vrhova (i,1), (j,2), (k,3) ¢ini trokut u G ako i samo ako
jej =i+a, k =i+ 2bzaneku aritmeticku progresiju (a,b, c) u skupu A4,
jer iz tih dviju jednakosti odmabh slijedi i k — j = 2b — a = c. Svaka takva
aritmeticka progresija moZze biti pridruZena za najvise 3n trokutd, jer ima
manje od 3n moguénosti za indeks i. Iz prethodno dobivenog zaklju¢ujemo
da skup A sadrzi barem

B(6/81)(9n)?

_ 2
e =a(d)n

aritmeti¢kih progresija duljine 3, pri éemu smo stavili a(5) = 3°8(5/81).00

Dokaz teorema o uglovima je jo$ elegantniji ako mastovito reinterpreti-
ramo tvrdnju.

Dokaz teoremal1.3|koristenjem korolam Fiksiraimo 0 < 6 < 1,n € N i
skup A C {1,2,...,n}? s barem én? elemenata. Ovaj put za skup vrhova
grafa G uzimamo sve pravce s nagibom —1, 0 ili co koji imaju neprazan
presjek sa {1,2,...,n}%. Preciznije, V je skup svih pravaca ¢ija jednadzba u
pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu ima jedan od sljedecih
oblika:

e y=—x+czanekic € {2,3,...,2n},
e y=czanekice {1,2,...,n},
e x=czanekic € {1,2,...,n}.

Odavde vidimo da je |V| = 4n — 1. Smatrat ¢emo da su dva vrha spojena
bridom ako i samo ako se odgovarajuéi pravci sijeku u nekoj tocki skupa
A. Primijetimo da trojka pravaca ¢ini trokut ako i samo ako se u parovima
sijeku i tocke njihovih presjeka ¢ine ugao u skupu A.

Kroz svaku to¢ku (a,b) € A prolaze tri gore navedena pravca i oni ¢ine
trokut (kojem odgovara trivijalni ugao). Svi ti trokuti imaju medusobno
razlicite bridove, jer ve¢ bilo koja dva od tri pravca jednozna¢no odreduju
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tocku presjeka. Po pretpostavci takvih trokuta ima barem 6n% > (6/16)|V |2
Iz korolara zakljuéujemo da G ukupno ima barem 8(5/16)|V|? trokuta
pa, posljedi¢no, u skupu A postoji barem B(5/16)(4n — 1)% uglova. Kako
trivijalnih uglova ima |A| < n?, preostaje za 1y (8) uzeti najmanji prirodni
broj n takav da vrijedi B(5/16)(4n — 1)% > n?. O

Primijetimo da smo u oba dokaza lemu o uklanjanju trokutd primjenji-
vali na tzv. tripartitne grafove, tj. takve kod kojih se skup vrhova moze par-
ticionirati V = V; U V, U V3 tako da nikoja dva vrha iz istog ¢lana particije
nisu spojena bridom. Nadalje, iz gornjih dokaza dobivamo primjere gra-
fova koji doista sadrze n? trokuta s disjunktnim bridovima.

2 Pripremni rezultati iz teorije vjerojatnosti

Sada ¢emo dati kratki pregled osnovnih pojmova i rezultata iz teorije vje-
rojatnosti koji ¢e biti koristeni u iduca dva odjeljka. Za citatelja koji je ve¢
upoznat s opéom teorijom vjerojatnosti (vidjeti npr. knjigu [10]) iznijet ¢emo
definicije na sasvim opéenitom i apstraktnom vjerojatnosnom prostoru. S
druge strane, za dokaz leme[I.1]bi bilo dovoljno raditi samo na kona¢nom
prostoru elementarnih dogadaja i, posljedi¢no, s diskretnim slu¢ajnim vari-
jablama. Zato ¢emo za manje iskusnog Citatelja, radi lakSe Citljivosti teksta,
dati i posebne slucajeve definicija u tom kontekstu i tada je samo poZzeljna
familijarnost s vrlo osnovnim konceptima elementarne teorije vjerojatnosti (vi-
djeti npr. udzbenike [11] i [12]).

2.1 Vjerojatnosni prostor i slucajne varijable

Osnovni koncept u teoriji vjerojatnosti je uredena trojka (Q), 7, P), koja ¢ini
tzv. vjerojatnosni prostor. Pritom je () neprazan skup, ¢ije elemente zovemo
elementarni dogadaji, a F je o-algebra podskupova od (), ¢ije ¢lanove zo-
vemo dogadaji. To znac¢i da je F familija koja sadrzi @ i () i zatvorena je na
prebrojive skupovne operacije; dovoljno je zahtijevati zatvorenost na kom-
plementiranje i na prebrojive unije. Skup @ zovemo nemoguc dogadaj, a ( je
siguran dogadaj. Kona¢no, P: F — [0, 1] zovemo vjerojatnost ili vjerojatnosna
mjera i to je skupovna funkcija koja zadovoljava P(Q)) = 1 i ima svojstvo
o-aditivnosti, tj. P(U2 A;) = Y72, IP(A;) za bilo koje disjunktne dogadaje
A1, Ay, . ... Uposebnom slucaju kada je () konac¢an skup mozemo uzeti

F:=P(Q), P(A):=]|A|/|Q]zasvaki A C Q, (1)

tj. svi podskupovi od Q) su dogadaji, a vjerojatnost dogadaja A proporci-
onalna je broju njegovih elemenata.
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Zac-algebru G takvudaje G C F kazemo daje o-podalgebra, a ukolikoje i
kona¢na (tj. G sadrzi samo kona¢no mnogo dogadaja) zovemo ju podalgebra
od F. Naime, tada je dovoljno zahtijevati samo zatvorenost na konacne
skupovne operacije. Svaka konacna podalgebra od J se moZze atomizirati,
o ¢emu govori iduéi zadatak.

Zadatak 2.1. Ako je G konacna podalgebra od F, dokazite da postoji jedins-
tvena particija A skupa ) na kona¢no mnogo njegovih nepraznih podsku-
pova takva da se § sastoji od svih unija (uklju¢ujuéi i praznu uniju @) ¢la-
nova od A. Elemente od A zovemo afomi podalgebre G. Dakle, ako G ima
to¢no n atoma, tada G sadrZzi tocno 2" dogadaja.

Za bilo koje dogadaje A1, Ay, ..., Ay € F moZemo promatrati najmanju
podalgebru od F koja ih sadrzi; zovemo ju podalgebra generirana tim doga-
dajima i oznaavamo o ({A1, Ay, ..., Am}). Lako je vidjeti da njoj odgovara
particija od (Y na skupove A7 N A5 N ---N A}, pricemu A} zamjenjuje A; ili
Af zasvakii = 1,2,...,n te izbacujemo prazne presjeke. Posebno vidimo
dac({A1, Ay, ..., An}) moZe imati najvise 2" atoma.

Svaka konacna podalgebra G od F je ocigledno generirana samo s ko-
nac¢no mnogo dogadaja. KaZemo da G ima sloZenost m € IN ukoliko je ona
generirana s nekih m dogadaja, ali nije generirana ni s kojih m — 1 dogadaja.
Dogovorno stavljamo i da trivijalna podalgebra G = {®, )} ima sloZenost
0. Prema komentaru od malo prije, podalgebra sloZenosti m ima najvise 2™
atoma, 5to dalje zna¢i da sadrzi najvise 22" dogadaja.

Sluéajne varijable su realne funkcije na vjerojatnosnom prostoru koje imaju
tzv. svojstvo izmjerivosti. Umjesto da izloZzimo definiciju iz [10], mi ¢emo
samo dati jednu elegantnu karakterizaciju iz iste knjige: funkcija X: (O —
R je slu¢ajna varijabla ako i samo ako je za svaki c € IR skup oblika

{X<c}i={weO: X(w) <c}

dogadaj, tj. element o-algebre F. Analogne karakterizacije vrijede i kada
{X < ¢} zamijenimo skupovima oblika {X < ¢}, {X > c}ili {X > c}.
Ukoliko pak krenemo od dogadaja A € F, prirodno mu je pridruZiti slu-
¢ajnu varijablu 1 4, koju nazivamo indikator od A ili karakteristicna funkcija
skupa A, a definiramo ju

Iy () = 1 akojew € A4,
4 " )0 akojew € Q\ A.

Sa slucajnim varijablama ¢esto notacijski postupamo kao s brojevima pa
nam tako npr. X < Y znadi da je X(w) < Y(w) za svaki w € (), ali nam
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ina¢e {X < Y} oznacava dogadaj {w € O : X(w) < Y(w)},aP(X <)
njegovu vjerojatnost. Nadalje, presjek dogadaja vezanih uz slucajne varija-
ble ¢esto samo odvajamo zarezom pa namnpr. {X > 1,Y > 2,X+Y < 5}
oznacava presjek dogadaja {X > 1}, {Y > 2} i {X+Y < 5}.

Jedan od osnovnih koncepata vezanih uz sluc¢ajnu varijablu X je njeno
ocekivanje IEX, koje se moZe interpretirati kao njena svojevrsna prosjecna
vrijednost. Ovdje ne¢emo prezentirati konstrukciju od IEX (jer ona zalazi
duboko u teoriju mjere), ve¢ éemo samo reci da je moguce krenuti od ra-
zumnog uvjeta Ely = P(A) za svaki A € F i progiriti operator E na
kolekciju svih ogranic¢enih slucajnih varijabli tako da bude linearan,

E(aX +bY) =aEX + DEY,

i monoton,
X <Y = EX <EY,

za svake dvije slucajne varijable X, Y i konstante 4, € R. U posebnom
slucaju kad je prostor elementarnih dogadaja () konacan, a vjerojatnost I’
je dana formulom (T, oc¢ekivanje sluajne varijable X: 3 — R moZe se
ra¢unati kona¢nim zbrojem

EX = Y P({w})X(w) = |f)| Y X(w) @)

we we
i tada vidimo da je EX u stvari uobicajeni prosjek od X.

Zadatak 2.2.  (a) DokaZite tzv. Markov-Cebisevljevu nejednakost: Ako je X
slu¢ajna varijabla koja poprima samo nenegativne vrijednosti, tada
za svaki ¢ > 0 vrijedi P(X > ¢) < (EX)/c.

(b) Izvedite apstraktnu formulaciju Dirichletovog principa: Ako za slu-
¢ajnu varijablu X i konstantu ¢ € R vrijedi EX > ¢, tada postoji
w € O za kojeg je X(w) > c.

Ukoliko imamo dva vjerojatnosna prostora, (1, F1,P1) i (O, F2,P2),
tadaje na Kartezijevom produktu (01 x (), prirodno promatrati produktnu
o-algebru F; ® F>, tj. najmanju o-algebru podskupova od (31 x (), koja sa-
drzi sve skupove oblika A x Bza A € ;1B € F,. MozZe se pokazati da
postoji jedinstvena vjerojatnosna mjera IP; x IP; na 77 ® JF; takva da vrijedi
(IP; x IP2)(A x B) = P1(A)PP2(B). Pomocu te vjerojatnosne mjere defini-
rano je i o¢ekivanje slucajne varijable X: ()1 x () — R, koje opet oznaca-
vamo samo EX, unadi da je vjerojatnosni prostor jasan iz konteksta. Kada
Zelimo naglasiti produktnu strukturu, pisat ¢emo E,, c, w,c0, X (w1, w2),

10
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tj. uindeksu od [E ¢emo oznacavati po kojim prostorima (); se uzima oce-
kivanje i obzirom na koje w; iz izraza pod ocekivanjem.

Ako su pak G; C F1iGy C F, kona¢ne podalgebre kojima redom od-
govaraju particije na atome {Ay,..., Ay} i {By,..., By}, tada Kartezijevi
produkti A; x B]-, i=1,...,mj=1,...,nneatome od G; ® Gy.

2.2 Uvjetno oc¢ekivanje i dvije vaZne norme

Pretpostavimo sada da je zadan vjerojatnosni prostor (Q2, F,P) i ograni-
¢ena slucajna varijabla X na njemu. Uzmimo proizvoljnu kona¢nu podal-
gebru G C F inekasu Ay,..., A, njezini atomi pozitivne vjerojatnosti.
Uvjetno ocekivanje od X obzirom na podalgebru G je nova slucajna varijabla
E(X|G) na istom vjerojatnosnom prostoru definirana s

E(X|G) = ) ]E]l(f({jl“)f)

14,

i=1

Dakle, za w € A;je E(X|G)(w) upravo prosje¢na vrijednost od X na do-
gadaju A;. S druge strane, ova definicija stavlja E(X|G)(w) = 0 za w iz
atoma koji ima vjerojatnost 0, ali ionako nije jako vaZno ¢emu je jednaka
slu¢ajna varijabla na dogadaju vjerojatnosti 0. Ako ba$ uzmemo trivijalnu
podalgebru G = {@,Q}, koja ima samo jedan atom (), odmah vidimo
daje E(X|{@, Q}) konstantno jednaka EX na cijelom prostoru. Radi toga
uvjetno ocekivanje poop¢uje obi¢no ocekivanje.

Zadatak 2.3. Dokazite nekoliko svojstava uvjetnog ocekivanja.

(a) Akozanekea, b € R,a <0 < bvrijedia < X < b, tada je takoder
a <E(X|G) <b.

(b) Zasvaki A € G vrijedi E(E(X|G)14) = E(X1,) te posebno imamo
E(E(X|0)) = EX.

(c) Ako su G i H konacne podalgebre od F takve daje G C H, tada
vrijedi
E(E(X|G)|H) = E(X|G) = E(E(X|H)[G).
Definirat éemo L? normu ograni¢ene slucajne varijable X kao broj

1Xll2(qy) = (XA

Ova veli¢ina zadovoljava definicijska svojstva norme, od kojih je netrivi-
jalna jedino nejednakost trokuta:

1X+Yll2q) < [ Xl2q) + 1Yz (q)

11
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za bilo koje ogranicene slucajne varijable X i Y. Cauchy-Schwarzova nejedna-
kost se u ovom kontekstu moze zapisati

[E(XY)[ < HX||L2(Q)||Y||L2(Q)'

Redi ¢éemo da su X i Y ortogonalne ako je E(XY) = 01 u tom slucaju iz
linearnosti ocekivanja odmabh slijedi tzv. Pitagorin poucak,

1X+ Y12 gy = IXI2 g + Y122y

Zadatak 2.4.  (a) Akosu G C H konacne podalgebre od F, dokazite da
su slucajne varijable E(X|G) i E(X|H) — E(X|G) ortogonalne.

(b) Akosu G C H C Z C J konacne podalgebre od F, dokazite da
su slucajne varijable E(X|#H) — E(X|G) i E(X|J) — E(X|Z) ortogo-
nalne.

Za ogranicenu slucajnu varijablu X definiranu na produktu 0; x ()
vjerojatnosnih prostora moguce je definirati i razne druge veli¢ine. Jedna
takva, koja ¢e nam trebati u kasnijim odjeljcima, je tzv. pravokutna norma,

1 X2 (02, x2)
/ / / / 1/4
= (Ewl,wgenl,wz,w;eoz(X(wlfwz)X(wlfwz)X(wpwz)X(wywz))) :

Takav naziv je dobila jer tocke u kojima izra¢unavamo vrijednosti od X ¢ine
vrhove svojevrsnog pravokutnika u ()7 x (). 1z narednog zadatka slijedi
da ta veli¢ina zadovoljava nejednakost trokuta, sto nam daje za pravo da je
ZOvVemo Normom.

Zadatak 2.5. Dokazite nekoliko svojstava pravokutne norme.

(a) Pokazite daje || X[|2(q, «1,) dobro definirano, tj. da je izraz pod Cet-
vrtim korijenom uvijek nenegativan.

(b) Za ogranicene slucajne varijable W, X, Y, Z pokaZite

‘]Ewl,w{eﬂl,wz,wéeﬂz (W(wll wZ)X(wlf wé)Y(w{, wZ)Z(wi/ wé)) ’

< Wil xom) XMl 22(0y x0) 1Y 0200y x0) 121l 2200y %0
(c) Posebno zakljucite da za ogranicene slucajne varijable X i Y vrijedi

X+ Yoz, x0p) < 1Xlo2(0,x0p) T 1Y 22000, x2y)-

12
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3 Vjerojatnosna varijanta leme o regularnosti

Konac¢no smo u moguénosti formulirati glavni rezultat ovog ¢lanka, koji ¢e
govoriti o dekompoziciji proizvoljne sluc¢ajne varijable na sljedeca tri dijela.

e Strukturirani dio ¢e biti slu¢ajna varijabla koja poprima samo kontroli-
rano veliki broj vrijednosti. Preciznije, ona ¢e biti uvjetno ocekivanje
polazne slucajne varijable obzirom na podalgebru kontrolirane slo-
Zenosti.

e Pseudoslucajni dio ¢e biti slu¢ajna varijabla koja u nekom smislu slabo
korelira s produktnom strukturom. Pseudoslucajnost ¢emo mjeriti
ranije spomenutom pravokutnom normom, koja bi za takvu slu¢ajnu
varijablu trebala biti razmjerno mala. Naziv dolazi od heuristi¢ckih
razmatranja (u koja ovdje ne¢emo ulaziti) kod kojih ¢itavu slu¢ajnu
varijablu shva¢amo kao elementarni dogadaj u nekom velikom vjero-
jatnosnom prostoru, npr. bacajuéi nov¢i¢ za svaku njezinu pojedinu
vrijednost. Tako nasumi¢no odabrana slucajna varijabla bi s velikom
vjerojatnos¢u trebala biti pseudoslucajna.

e Greska ¢e biti slucajna varijabla koja je mala u L? normi. Ona je u
praksi zanemariva i ne igra znac¢ajnu ulogu.

Slikovite nazive tih dijelova treba shvatiti samo intuitivno, a uskoro ¢e usli-
jediti precizne definicije. Rezultat ovog tipa, ali za grafove, prvi je formuli-
rao E. Szemerédi [15], a danas se on naziva Szemerédijeva lema o regularnosti.
Uslijedila su brojna poopéenja, na kojima su radili mnogi poznati matema-
ticari, medu ostalima i T. Tao. Mi ¢éemo prezentirati vjerojatnosnu varijantu
leme o regularnosti i to upravo prema njegovom preglednom ¢lanku [18]].

U cijelom ovom i idué¢em odjeljku podrazumijevat ¢e se dasu (Q);, F;, IP;),
i = 1,2,3, vjerojatnosni prostori. MoZemo ih smatrati fiksiranima, ali na-
pomenimo da nikoje konstante iz rezultata koji slijede nece ovisiti o njima.
Elemente od (); ¢emo i dalje tipi¢no pisati w;, w}, dok ¢emo podalgebre od
Fi oznacavati G;, G/, QIQ, g}, itd.

3.1 Dvije formulacije glavnog rezultata

Teorem 3.1. (Vjerojatnosna varijanta leme o regularnosti) Uzmimo proizvolj-
nu funkciju F: N U {0} — IN i definirajmo niz nenegativnih cijelih brojeva
(m;)$2, rekurzivnom formulom

mo =0, mj=m;+ 16F(m1-)8 zai > 0.

13
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Za svaku slucajnu varijablu X: () x (y — [0, 1] i proizvoljni ¢ > 0 postoje
cijeli broj 0 < k < |e72] i konaéne podalgebre Gy i G, redom od Fj i F»
slozenosti najvise my tako da X ima dekompoziciju

X = Xst + Xps + Xgr/

pri ¢emu vrijedi:

e X = E(X|G1 ® Gy) (Xst je strukturirana),
o [ Xpsllo2 (o x0y) < 1/F(my) (Xps je pseudoslucajna),
° HXgr||L2(01 xQy) <€ (Xgr je greska),

e slucajne varijable Xst i Xst + Xgr poprimaju vrijednosti u intervalu
[0,1].

U iskazu teorema smo koristili oznaku | x| za najveci cijeli broj manji
ili jednak x (tzv. najvece cijelo od x), a kasnije éemo jo$ sa [x| oznacavati
najmanji cijeli broj vedi ili jednak x (tzv. najmanje cijelo od x). Primijetimo
usput da iz

0 < Xst, Xst + Xgr/ Xst + Xgr + Xps <1 (3)
slijedi
-1 S Xps; Xgr S 1. (4)

U gornjoj formulaciji isprva za¢uduje pojavljivanje proizvoljne funkcije
F, no to je fleksibilnost koju Zelimo imati kao kompenzaciju za slabu kon-
trolu nad brojem m.

Zadatak 3.1. U rekurziji iz teorema 3.Tuzmite nekoliko primjera funkcije F,
poput F(n) = (n+1)?%ili F(n) = 2". Uvjerite se pomocu ra¢unala da niz
(m;)$2, tipi¢no raste astronomski brzo.

Nadalje, moZe nas zbuniti potreba za uvodenjem greske Xg;. Dekom-
pozicije kod kojih nema ¢lana interpretiranog kao greska ¢esto zovemo na-
ivnim. Jednu takvu naivnu varijantu leme o regularnosti ostavljamo Citatelju
kao zadatak za vjezbu nakon ¢itanja ostatka ovog ¢lanka.

Zadatak 3.2. Neka je X: O x Oy — [0,1] proizvoljna slu¢ajna varijabla i
neka je dan broj 7 > 0. Pokazite da postoje kona¢ne podalgebre G 1 G
od Fj i F, slozenosti najvige 16/78 takve da X ima dekompoziciju X =
Xst + Xps, pri emu vrijedi:

e Xt = E(X|G1 ®G) (Xst je strukturirana),

14
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o [ Xpsllo2(a,x0y) <7 (Xps je pseudoslucajna).

Usporedimo zadatak [3.2 s teoremom U navedenom zadatku pro-
dukt ograde za sloZenost i osme potencije ograde za pseudoslucajnost iz-
nosi 16. S druge strane, pogodnim odabirom funkcije F u teoremu 3.1/mo-
Zemo garantirati da je bilo koji produkt tog tipa po volji malen. Ipak, tada
moramo dozvoliti postojanje tre¢eg pribrojinika Xg;.

Kako bismo vjerojatnosnu varijantu leme o regularnosti mogli iskoris-
titi za dokaz leme o uklanjanju trokutd, potrebna nam je malo opcenitija
formulacija koja istodobno dekomponira tri slucajne varijable.

Teorem 3.2. (O istovremenoj regularnosti) Uzmimo proizvoljnu funkciju
F:INU{0} — N i definirajmo niz (1m;)$° , rekurzivnom formulom

my =0, mjq =m;+32F(m;)8zai>0. (5)

Nekasu X: ()1 x O — [0,1], Y: Oy x Q3 — [0,1] iZ: Q3 x 0O — [0,1]

slucajne varijable te neka je dan broj e > 0. Tada postoje cijeli broj 0 < k <

|3¢72] i konaéne podalgebre G, G», G3 od Fi, F», F3 slozenosti najvise my,

tako da se sve tri sluc¢ajne varijable X, Y, Z mogu istovremeno rastaviti kao

X - Xst + Xps + Xgr, Y - Yst + Yps + Ygr, Z = Zst + Zps + Zgr, (6)
pri ¢emu vrijedi:

Xt = E(X|G1 ®G2), Yst = E(Y |G ®G3), Zst = E(Z|G3 ® G1),

||XPS||EI2(01><QZ)1 HYPS||DZ(szQ3)r HZPSHI32(Q3><01) < 1/F(my),

1 Xerll2(0y x)7 1 Yerlliz(a, 0y 1Zge 12000 0y) <&

slucajne varijable X, Xst + Xgr, Yst, Yst + Ygr, Zst, Zst + Zgr poprimaju
vrijednosti u intervalu [0, 1].

3.2 Tri pomocéne tvrdnje

Pripremni dio dokaza teorema [3.1]i [3.2] provest éemo kroz tri leme. Naj-
prije ¢emo se uvijeriti da pravokutna norma doista daje dobru mjeru pse-
udoslucajnosti. Preciznije, pokazat ¢emo da, ako imamo slu¢ajnu varijablu
sa zamjetno velikom pravokutnom normom, onda u toj slucajnoj varijabli
mozemo pronaci odredenu strukturiranost.

15
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Lema 3.1. Ako za slucajnu varijablu X: Oy x Qp — [—1,1] ibrojn > 0 vrijedi

1 XNl 220, x2) = 110
tada postoje dogadaji A € F1 i B € F; takvi da je

it
[E(X1axp)| > 7
Dokaz. Pretpostavka je da vrijedi
]Ewl,w{ €Oy, wy,whe (X(wlf wZ)X(wll wé)X(w{, WZ)X(wif wé)) > 774'

Primjenom Dirichletovog principa (vidjeti (b) dio zadatka [2.2) moZemo
nadi | € Oy iwh € O za koje je

X((Ui, wé) ]Ew1€Q1,aiz€Qz (X(wlfwz)x(wll wé)X<wi’w2>) 2 774
pa ocjenjivanjem | X (w}, w})| < 1 dobivamo

|]Ew1601rw2602 (X(wlrWZ)X(wlxwé)X@Uier))| > 174.
Raspisimo
Xlwrwz) 14 ko je X(wr, ) € [0,1]
Xwyap) = o 71 akoje Xlwad) € 01
fx(wl,wé)(—l)ds ako je X (w1, wh) € [-1,0)

= /_11 sgn(s) L4, (wq)ds,

pri ¢emu sgn oznacava funkciju signum (tj. predznak realnog broja) i jos
smo definirali

A {w1 € O1: X(wy,wh) > s} akojes € [0,1],
T {wr € O X(wy,wh) < s} akojes € [~1,0).

Dogadaje B; definiramo analogno, pomocu vrijednosti od X(w},ws), te
postupamo na isti na¢in. Zamjenom ocekivanja i integracije slijedi

1,1
| [ ] sen(s)sen(Eu, ey wnen, (X(wr,@2) L, (1) g, (w2) st | =

Primijenimo jo$ jednom Dirichletov princip, ovog puta na par brojevas, t €
[—1, 1], kako bismo nasli dogadaje A = As; € F;i B = B; € F; takve da je

4| E e, w,e0, (X (w1, w2) 14 (w1)1p(w2))| > 7*.

Tvrdnja sada slijedi dijeljenjem s 4. O
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Ideja vjerojatnosne varijante leme o regularnosti je aproksimirati slu-
¢ajnu varijablu X slu¢ajnom varijablom Xg; kontrolirane sloZenosti toliko
dobro da ostatak bude mali u pravokutnoj normi. Sljedeca lema nam je
vazna jer pokazuje da aproksimaciju koja nije dovoljno dobra mozemo po-
boljsati.

Lema 3.2. Neka je X: Q) x Oy — [0,1] slucajna varijabla. Pretpostavimo da
postoje konstanta nj > 0, nenegativan cijeli broj m i konacne podalgebre Gy C Fy
i Gy C F; sloZenosti najvise m tako da je

X —E(X[G1 ® G2)lo2(qy x2p) = 11

Tada moZemo naci konacne podalgebre Q{ C Fi gg C F; sloZenosti najvise
m + 1 koje redom prosiruju Gy i G, i za koje vrijedi
8
/ 1\(12 2 Ui
||]E(X|gl ® gZ)HLZ(QlXQZ) > H]E(Xlgl ® g2)||L2(Ql><Qz) + 16
Dokaz. Primijenimo prethodnu lemu na slu¢ajnu varijablu X — E(X|G; ®
G») i nadimo dogadaje A € F; i B € F; za koje je

B (X~ E(XI6: 9 62) 1aa) | = L.

Neka je G jednaka algebri generiranoj skupovima iz G; i skupom A, 4.
g1 := 0(G1 U{A}), i neka je podalgebra G} jednaka o(G, U {B}). Jasno je
da su Q{ i gg sloZenosti najvise m + 1. Ra¢unamo

E((X —~E(X|61 © G2))Laxs)
= ]E(]E(X —E(X|G1 ® G2)|G] @ gﬁ)lleB)
= ]E((IE(X|Q{ ®Gy) —E(X|G1 ® Qz))lleB)-

Pritom smo iskoristili dijelove (b) i (c) zadatka[2.3]i ¢injenicu daje A x B €
g1 ® G5. Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti dobivamo

4
||1E(X‘g{ ® gé) -EX[G1 ® gZ)”LZ(QIXQZ)||]lA><BHL2(Ql><Qz) 2 UZ

pa ocjenjivanjem || Laxg |20, x,) < 1 nestaje drugi faktor s lijeve strane,
tj. imamo

4
IE(X|G; © G2) = E(X|91 @ G2) 120, x5) = 5 @)
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Kako su slucajne varijable E(X|G; ® G») i E(X|G] ® G}) — E(X|G1 ® G»)
ortogonalne, vidi zadatak [2.4(a), iz Pitagorinog poucka i (7)) potom slijedi

IE(X|G; ® gZ)HLZ 0 xOy)
= [E(XI91 ® G2)F2(0, vy + IE(XIG1 ® G3) — E(X|G1 @ G)lIf2 )

8
> [E(XI61© 92) %20, 0 + 1

Sto je i trebalo pokazati. O

Iteriranjem prethodne leme ¢emo sluc¢ajnu varijablu X proizvoljno dobro
aproksimirati slu¢ajnim varijablama koje poprimaju samo kona¢no mnogo
vrijednosti. Naravno, sto bolju aproksimaciju Zelimo, to ve¢u sloZenost
aproksimirajuce slucajne varijable moramo dozvoliti, tj. ona mora biti de-
finirana kao uvjetno o¢ekivanje obzirom na podalgebru velike sloZenosti.

Lema 3.3. Neka je X: O x Qp — [0, 1] proizvoljna slucajna varijabla, neka
je m nenegativan cijeli broj, neka su Gy C F1 i Gy C F, konacne podalgebre
sloZenosti najvise m i neka je y > 0 proizvoljna konstanta. Tada moZemo prosiriti
Gy i Gy redom do podalgebri g{ i g§ sloZenosti najvise m + 16/ 178 tako da je

1X —E(X|G1 @ G)llo2(0y x0y) < 71- 8)
Dokaz. Konstruirat ¢emo dva niza konac¢nih podalgebri,
G1CGICgic - iG3CG CGC

takvih da G! i G} imaju sloZenost najvise m + i za svaki indeks i.

Stavimo G = Gj i Qg := G,. Ostatak niza konstruiramo induktivno
koristec¢i prethodno dokazanu lemu Pretpostavimo da smo za neki
indeks i ve¢ definirali podalgebre G i G; sloZenosti najvise m + 1.

(1°) Akoje | X — E(X|GI ® G}) lo2(0y xp) < 1, onda stajemo s konstruk-
cijom niza te izabiranjem G| := Q{ ig) = Qé dobivamo (8), sto do-
kazuje teorem ukoliko je i manji ili jednak 16/785.

(2°) U suprotnom je || X — E(X|G} ® gﬁ)”m (Qyx0,) = 11 pa primjenom
lemenmozemo nadi podalgebre G; i+l ig, i+1 slozenosti najvise n +

i 4 1 takve da vrijedi

8

IE(XIGH @ G5 )P, vy = WECXIGE © G120 ) +

18
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Ponavljajmo ovaj postupak. Tvrdimo da se drugi slu¢aj moZe ponoviti naj-
vige 16/1® puta i nakon toga zavr§avamo u prvom slucaju. Zaista, uvjetno
ocekivanje od X nad bilo kojom podalgebrom uvijek poprima vrijednosti
u intervalu [0, 1] pa je

IE(XIG) @ Go)lIf2(0 xry) <1 9)

za svaki indeks i. Kod svake primjene koraka iz drugog slucaja veli¢ina
s lijeve strane od (9) se povecava barem za 17%/16. Kad bi se drugi slucaj
mogao ponoviti vise od 16/78 puta, tada bi ta veli¢ina premasgila broj 1. OJ

Citatelj ¢e sada lako rije8iti zadatak koriste¢i samo lemu

3.3 Dokazi teorema o regularnosti

Sada se vra¢amo na dokaze teorema[3.11i[3.2]

Dokaz teorema[3.1l Premda je ve¢ lema [3.3|bila dobivena viSestrukom pri-
mjenom leme 3.2} jos bolji rezultat daje njeno daljnje iteriranje. Konstruirat
¢emo dva rastuca niza konac¢nih podalgebri, (G} )52, 1 (G5){>, pri ¢emu ée
Qi i g; imati slozenost najvise m;.

Stavimo GY := {@,01} 1 G) := {@, O} i prisjetimo se da su one, po
definiciji, sloZenosti 0. Pretpostavimo da smo ve¢ definirali konac¢ne po-
dalgebre g{ i gﬁ sloZenosti najviSe m; za neki indeks i > 0. Iskoristimo
lemuuz 1 = F(m;)~" kako bismo dobili njihova prosirenja G:*! i G5
slozenosti najvige m; + 16F(m;)8, &to je po konstrukciji niza jednako ; 1,
takve da vrijedi

1X = B(X|G;™ ® G5 [loa(a, xoy) < F(mi) ™. (10)
Opet vrijedi (9) pa iz zadatka 2.4(b) i Pitagorinog poucka dobivamo
o i+1 i+1 ' iy (12
L [E(xI91*! @ G57) ~ B(XIGH 682 0, ey <1
Najvige |¢~2 | pribrojnika iz gornje sume mozZe biti vece ilijednako £2. Dakle,
postoji indeks 0 < k < |¢72] takav da je
IE(XIGE @ G5 — B(XIGE ® G5)lliaoynoyy <& (1D
Sada je dovoljno uzeti G; := GF, G, := Gk te

Xq := B(X|GF @ Gk),
Xps := X — E(X|GF1 @ g+,
Xgr = B(X|GF @ GE1) — B(X|GF © G)),
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¢ime dobivamo Zeljenu dekompoziciju. Naime, uz i primijetimo
da Xt i Xst + Xgr = E(X|GF ! ® G5 ™) poprimaju samo vrijednosti izmedu
011, jer slucajna varijabla X po pretpostavci smije poprimiti samo takve
vrijednosti; pogledajte zadatak [2.3{a). O

Dokaz drugog teorema je sli¢an pa ¢emo biti ponesto Sturi.

Dokaz teoremaB.2) Ovaj put konstruirat éemo tri rastuca niza, (G5)%,,
(G4)2,, (G4)%2,, kona¢nih podalgebri od Fi, F, F3. Za poletnu trojku
Q?, Qg, gg ponovno uzimamo trivijalne algebre. U i-tom koraku kre¢emo
od podalgebri G2, Q%i, Q3Zi slozenosti najvisSe m; za neki indeks i > 0. Pri-
mijenimo lemuna slu(:ajnu varijablu X i konstantu 7 = F(m;)~! te po-
vecajmo podalgebre G2 i G3' do podalgebri QZlH i G2 takvih da vrijedi

IX —E(XIGF @ G5 |2y wy) < Flmi) ™!
i da su njihove slozenosti najvise m; + 16F(m;)®. Primijenimo ponovno
lemugna slu¢ajnu varijablu Y i poveéajmo QZZH i G2 do podalgebri g221+2
i G2t takvih daje

1Y = E(YIG52 @ G ) llmay wry) < Flmi) ™,

pri ¢emu je sloZenost od QZZH najvise m; + 32F (m;)® = m; 1, a slozenost

od G5! najvige m; + 16F (m;)®. Primijenimo lemu joé i na slucajnu va-

rijablu Z i poveéajmo G i G311 QZlJr2 G2 slozenosti

najvise m;; takvih da je

do podalgebri

1Z —E(ZI652 © G™2) a2 () < F(mi) 1.

Ovime smo gotovi s konstrukcijom nizova.
Za bilo koji indeks i promotrimo:

Xy = E(X|GF ® G5'), Xps:= X — 1E(X|g2z+1 Gaity,

XZ — ]E(X|g121+1®g21+1) E(X|62 @ G2,
=E(Y|GF ®G3), Yi =Y — E(Y|g3+2 @ g2+1),

i ]E(Y‘gzl“@w”“) E(Y|03 @ G3),
= I(
= E(

Z|G¥ @ GY), Zhs =7 - E(Z|GF 20 Git2),
Z‘g21+2 ® g21+2) o E(x'g%l ® g%l)

20



V]ERO]ATNOSNA LEMA O REGULARNOSTI I NJEZINE PRIMJENE U KOMBINATORICI

Ovaj put lako vidimo nejednakost

[e)

Z (HX r||L2(Q x ) + H r||L2(QZ><Q3) + ||Z r||L2 (Q3x0)) ) <3

pa moZzemo naci indeks 0 < k < L3€_2j takav da je

k k k
IXgrllvzioux0,) <& Warlhzioyxas) <& I1Zgellizoyx0y) <&

Upravo za taj indeks k dobivamo dekompoziciju koju trebamo. O

4 Vjerojatnosno uklanjanje trokuta
Kako bismo iskazali vjerojatnosnu formulaciju leme[l1.T} definirajmo formu
A tako da za ogranicene slucajne varijable

X x =R, YihxO3 =R, Z:O3x0 =R (12
stavimo

A(X, Y, Z) = ]Ewleﬂl,wzeﬂz,w3603x(wll wZ)Y(wZI CU3)Z(CU3, wl)‘

Ta forma je trilinearna, tj. linearna u svakoj od triju slucajnih varijabli X, Y, Z.

Multilinearne forme &esto zadovoljavaju mnoge zanimljive ocjene. Ci-
tatelju prepustamo kao vjezbu jednu takvu ocjenu, tzv. Loomis-Whitneyevu
nejednakost, koja nam nece trebati u daljnjem tekstu.

Zadatak 4.1. PokaZite da vrijedi

IAX,Y,Z)| < ||X||L2(Ql><()2) ||Y||L2(QZ><Q3) ||Z||L2(QS><01)'

4.1 Formulacija apstraktne tvrdnje

Iskazat ¢emo apstraktni rezultat kojeg je logi¢no zvati vjerojatnosnom for-
mulacijom leme o uklanjanju trokutd, iz razloga koji ¢e uskoro postati jasni.
Naime, vidjet ¢emo kako je lema[l.T|zapravo njegov prikriveni posebni slu-
¢aj. S druge strane, glavni sastojak u njegovom dokazu bit ¢e teorem o is-
tovremenoj regularnosti, tj. teorem

Teorem 4.1. (Apstraktni teorem o uklanjanju trokutd) Za svaki 6 > 0 postoji
konstanta 7 (J) > 0 sa sljede¢im svojstvom: ako su

X:Ql><02—>[0,1}, Y:QzXQg—)[O,l], Z203X01—>[0,1]

slucajne varijable za kojeje A(X, Y, Z) < 7(J), tada postoje dogadaji E1 » €
F1® Fy, Exz € Fo ® F3, Ez1 € Fz3 ® F takvi da vrijedi
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. ]lEl,z (wl,wz)]lgm (wz,w3)]lES,l ((4]3,6()1) =0zasvew; € O, wy € Oy,
w3 € O3,

° lE(X]lEi,z) +IE(Y]1E§/3) +]E(Z]IE§,1) <.

Neformalno receno: Ako je vrijednost forme A na X,Y,Z mala, tada malom
modifikacijom tih slucajnih varijabli moZemo dobiti slucajne varijable na kojima
forma A iSCezava. Naime, X1 Eip Y1E,, i Z1E,, moZemo shvatiti kao male
modifikacije od X, Y i Z takve da je

A(X]lEl/zf Y1E,,, Z1E;, ) =0.

Ovaj put je tvrdnja trivijalna za § > 3, jer tada za E;, E> 3, E3; moZzemo
uzeti nemoguce dogadaje.

Dokaz lemel[I.1| koristenjem teorema[d.1] Grafu G = (V,E) s |V| = n vrhova
prirodno je pridruziti vjerojatnosni prostor (Q), 7, IP) kod kojegje Q =V,
F ¢&ine svi podskupovi od V, a vjerojatnosna mjera je definirana sa IP(S) :=
|S|/n za svaki S C V. Nadalje, slu¢ajnu varijablu X: QO x QO — {0,1}
definiramo formulom

X(u,0) = 1 ako su vrhovi u i v spojeni bridom,
77710 inace.

Primijetimo da je zbog (2) zapravo

6 - broj trokutd u G
3

7

AX X X)=—= Y Xu0)X(v,w)X(w,u)=

uvweV

jer, u ovom posebnom slucaju, forma A u stvari broji trokute {u,v,w} u
grafu G, s tim da je svaki trokut urac¢unat 3! = 6 puta.

Stavimo B(J) := (8) /6. Pretpostavka da graf G sadri manje od B(8)n>
trokuta se sada moze zapisati A(X, X, X) < 7(6). Primjenom teorema [4.1]
nalazimo podskupove E; 5, Ex3, E31 od V x V takve da je

1g,,(u,0)1E,,(v,w)1E,, (w,u) =0 zasveu,v,w € V (13)
ida vrijedi

Y. X(wo)+ ), Xwo)+ Y, X(uv)
u,vev u,veV ueV
(uv)€E], (uv)€EES 4 (uv)€ES

= (B(XLg,) + B(XLgg,) + E(X1gg, ) n* < on’.
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Izbacit ¢emo sve bridove {u,v} € E takve da se (u,v) ili (v, u) nalazi u
barem jednom od skupova Ef ,, E5 5 i E5 ;. 1z gornjeg vidimo da smo na taj
nacin izbacili manje od dn? bridova. Preostali su bridovi {1, v} € E za koje
vrijedi

{(w,0),(v,u)} € E1pNEz3N Esy,
ali radi nikoja tri od njih ne mogu odredivati trokut. O

4.2 Dokaz apstraktne tvrdnje

Vazno svojstvo forme A je da ju moZemo kontrolirati pravokutnom nor-
mom bilo koje od triju slucajnih varijabli.

Lema 4.1. Akosu X, Y, Z slucajne varijable kao u (12) s vrijednostima u [—1,1],
tada vrijedi ocjena

IAX,Y, Z)| < min{|[Xlo2(0 xy) 1Y 02(0, x05) 12102005 %02} (14)
Dokaz. Koristeéi |Y],|Z| < 1 i nejednakost iz zadatka 2.5(b), moZzemo pi-
sati:

IAX,Y, Z)] < By ey wpetnwaens; | X (w1, w2)|[Y (w2, w3)[| Z(ws, w1)

< Ewiey wen, | X (w1, w2)|
= Ey, it 0y por hey | X (@1, @2) [ 1w, w3) 1wy, w2) 1wy, w))

< [IX]

3
Dz(leﬂz) H]IHDZ(QlXQz) = HX”DZ(QlXQz)’

pri ¢emu je 1 konstantna funkcija jednaka 1 na cijelom produktnom pros-
toru (g x (). Isti ra¢un moZemo provesti zamijenivsi ulogu od X slucaj-
nim varijablama Y i Z pa preostaje kombinirati tri tako dobivene nejedna-
kosti. O

Kona¢no imamo sve pripremljeno za dokaz teorema iz ovog odjeljka. 1z-
nosimo ga prema preglednom radu [18].

Dokaz teorema Koristimo teorem 3.2} ali zasad ne¢emo precizirati funk-
ciju F i parametar ¢ iz iskaza tog teorema, ve¢ ¢emo ih prikladno odabrati
tek na kraju dokaza. Primijenimo ga na slucajne varijable X, Y, Z, tako da
zaneki0 < k < L?)e_zj dobijemo podalgebre Gi, G2, G3 slozenosti najvise
my i rastave (6) sa svojstvima iz iskaza. Ovdje je (m;)° ) niz definiran po-
mocu funkcije F rekurzivnom formulom (5). U daljnjem tekstu pisat éemo
m umjesto n, a primijetimo i da je

m < M(F,¢), (15)
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pri ¢emu smo oznacili M(F,¢) := M 3.-2. Prisjetimo se jo$ nejednakosti
i (), a analogne ograde vrijede i za dijelove iz rastava slu¢ajnih varijabli
YiZ.
Kre¢emo od pretpostavke
A(Xst + Xgr + Xps/ Yot + Ygr + YpS/ Zet + Zgr + Zps) <7 (16)

a kasnije ¢emo za fiksirani 6 > 0 iz iskaza izabrati v = (J). Osnovna
ideja je najprije ukloniti Xps, Yps, Zps, @ potom i Xgr, Yer, Zgr iz Ocjene .
Kada nam ostanu samo strukturirani dijelovi X, Yst, Zst, sjetit cemo se da
su oni izmjerivi obzirom na podalgebre s kontroliranim brojem atoma pa
¢emo korisne ocjene dobiti samo na temelju njihovog prebrojavanja. Pritom
¢emo morati biti paZljivi i neke od argumenata primijeniti lokalno, tj. samo
na paZzljivo odabranim dogadajima.

Utjecaj pseudoslucajnih dijelova na formu A moZemo ocijeniti pomocu
leme Koristenjem trilinearnosti forme A i ocjena za pravokutnu normu
od Xps, Yps, Zps, iz i lako dobijemo

A(Xst + Xgr/ Yot + Ygr/ Zst + Zgr) <7+ 31:(77’1)_1- (17)

Nadalje, definirajmo dogadaje D; 2, D231 D31 s

Dy = {Xg > /1, E(XZ|G1 ©Gy) < ¢} €G10G,,
Dys:={Ya > /1, E(Yg[G2® G3) < e} €Gr®Gs,
D3y = {Zs > /1%, E(22]G:® G1) < ¢} € G3®Gr.
PokaZimo da je X mala izvan D »:
]E(XHDiZ) = ]E(Xst]lDiz) < ]E(Xst]l{xst<€1/10}) + ]E(Xst]l{]E(Xér\gleggz)x})
< "VElq, x0, + P({E(X3|61 © G2) > ¢})
< /104 e E(E(X5, |01 © G2))

1/10 | -1 2 1/10 | —1.2 1/10
=10 4 ¢ ”XngLz(leﬂz)Sg/ +e 162 < 2¢1/10,

Pritom smo redom koristili ¢injenicu DY, € G; ® Go, zadatak b), za-
datak[Z-2(a) i potom ponovno zadatak 2.3(b), a zadnja nejednakost vrijedi
¢im je 0 < & < 1. Potpuno analogno postupamo s Y i Z pa imamo ocjene

1/10
E(X1pg,), E(Y1ps,), E(ZIpg ) <2¢/°. (18)
Uzmimo bilo koja tri atoma A, Bi C u Gy, G, i G3 takva da je
A X BC D1,2/ BxCC D2,3, CxAC D3,1. (19)
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Izraz
A((Xst + Xgr)Laxn, (Yst + Ygr) Ipxc, (Zst + Zgr)Icxa) (20
mozemo, zahvaljujudi trilinearnosti, razdvojiti na zbroj glavnog ¢lana
A(XstDaxp, Yetlpxc, Zstlexa) (21)

i ostalih ¢lanova, koje po apsolutnoj vrijednosti moZemo ocijeniti s

A(|Xgr‘1A><B/ Ipxc, ]lCXA) + A(]LAXB/ ‘YgrquCr ]leA)
+A(]1A><BI]IB><C/|Zgr|]1C><A)- (22)

Na dogadajima D , D5 3, D31 su redom slucajne varijable X, Yst, Zst vece
ili jednake &!/10 pa imamo donju ogradu na glavni ¢lan,

A(XstLaxp, Ystlpxc, Zstloxa) > €A (Laxp, Ipxc, Lexa).  (23)

Nadalje, znamo da na dogadaju A x B C Dj ; vrijedi IE(Xér|gl ®Gy) <ce¢
pa primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti, ¢injenice A x B € G1 ® G»
i zadatka[2.3(b) dobivamo gornju ogradu

A(|Xgr|Taxp, Ipxc, Lcxa)

= By e0, wye0p,w30; (| Xgr(wi, w2)[La(w1) 1p(w2) Ic(ws))

= E(|Xgr|14x5) P(C) < (E(X%14x5)) " *(El4.5)"/?P(C)

= (E(E(X2|61 ® G2)1axs)) "> (P(A)P(B))*P(C)

< e?P(A)P(B)P(C) = e"2A(Laxp, Ipxc, Iexa), (24)

a analogne ocjene vrijede i za preostala dva pribrojnika iz (22). Nejedna-

kosti (23) i 24) ocjenjuju (22) odozgo sa
3¢!/PA(Xatlaxp, Yarlpxc, Zatloxa)-

Dakle, se od glavnog ¢lana razlikuje najvie za udio 3¢!/5 od
pa, ako je 3¢!/% < 1/2, tj. ¢ < 67°, tada dobivamo

A(XstILAxB/ YStILBXC/ ZStILCXA)
S 2A((Xst + Xgr)]leBr (Yst + Ygr)]leCr (Zst + Zgr)]leA>'

Zbrajajudi po svim atomima A, B, C za koje vrijedi (I9) i uzimajudi u obzir
nejednakost (I7) zaklju¢ujemo da vrijedi

A(Xstlp,,, Yatlp,,, Zstlp,,) < 2+ 6F(m) ", (25)
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Naime, dogadaje D1 5, D53, D31 redom rastavimo na produktne atome A x
B’,B x C',C x A’, iskoristimo trilinearnost od A na lijevoj strani od te
uocimo da dobiveni pribrojnici

A(Xstlawp, Ystlpwcr, Zstloxar)

iS¢ezavaju osim kad je A’ = A, B = B, C' = C, a po konstrukciji za njih
mora vrijediti i (19). Iz 25) i definicija od D1 5, D33, D3 1 odmah dobivamo
ogjenu
A(1p,,, 1p,,, 1p,,) < 26310y 4 6 73/10F (m) . (26)
Definirajmo sada E; » kao podskup od Dj ; koji je jednak uniji svih pro-
dukata A x B C Dj, za neke atome A € G; i B € G, takve da su P1(A)
i IPy(B) barem 2~ ™e. Ostatak skupa Dj, ima malu vjerojatnost. Zaista,
unija svih atoma iz G; vjerojatnosti manje od 2~ "¢ ima vjerojatnost manju
od ¢ jer G; ukupno ima najvise 2" atoma. Isto tako i unija svih atoma iz
G» vjerojatnosti manje od 2~ ™¢ ima vjerojatnost manju od ¢. Prema tome,
uniranje po svim pripadnim atomima od G; ® G, daje

(Py x P2)(D1p \ E12) < 2e.
Analogno definiramo E 3 i E3 1 te sli¢no ocjenjujemo vjerojatnosti skupov-
nih razlika D3 \ Ex3 i D31 \ E31. Kombinirajudi to s nejednakoscu (I8),
vidimo da za € < 6> < 1 svakako imamo
E(X1p: ) +E(Ylg, )+ E(Z1g ) < 12¢1/10. 27)
Za fiksirani § > 0 odabiremo

e :=min{67°,(5/12)1%}, (28)

tako da je 12¢!/10 < § pa je radi @27) zadovoljen drugi uvjet iz iskaza te-
orema. Pretpostavimo sada da funkcija

(wll wy, (4_)3) = I]‘ELZ (wll (1]2) I]‘E2,3 ((UZ, w?)) I]-E3,1 (CU3, (Ul)

nije identicki jednaka 0. Tada postoje atomi A € G, B € G,iC € G3 za
koje je
Py (A), Py(B), P5(C) > 27"z (29)

AXBCEjpCDyp BxCCE;3;CDy3, CxACE3; C€Ds;. (30)
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S jedne strane, iz (26) i (30) uz & < 67 slijedi

A(Laxp Ipxc, Lexa) < 5_1’)’+%€_1F(m)_1/ @1
dok s druge strane iz dobivamo
A(Laxs, Ipxc, Lexa) = P1(A)Py(B)P3(C) > (27™¢)°. (32)
Odgodimo jo$ malo odabir od 7, a funkciju F definirajmo formulom
F(n) := [2%"e74], (33)
tako da kombiniranje (31)) i daje
273mg3 < g7l g7l Ml

Uvazavajuéi ve¢ komentiranu grubu ogradu (I5), kontradikciju ¢emo do-
biti ako definiramo

y = ’)’((5) — 273M(F,£)71£4/

pri ¢emu su ¢ i F redom dani sa (28) i (33). Time zaklju¢ujemo da je zado-
voljen i prvi uvjet na skupove Ej 5, E; 3, E3 1 iz iskaza teorema. O

5 Zakljucak

Najapstraktniji rezultati ovog ¢lanka su svakako vjerojatnosne formulacije
Szemerédijeve leme o regularnosti, teoremi [3.1] i U raznim matema-
tickim granama moguce je dobiti rezultate koji rastavljaju opéeniti objekt
na strukturirani dio, pseudoslucajni dio i gresku, a same definicije tih dije-
lova mogu biti prilagodene kontekstu pojedinog problema. U diplomskom
radu prvog autora [3] mogu se naci jo$ dvije varijante leme o regularnosti,
u Fourierovoj analizi i u funkcionalnoj analizi, kao i njihove usporedbe s
vjerojatnosnom formulacijom. T. Tao u predavanju [17] iznosi svojevrsne
filozofske diskusije o istoj ideji u jo§ raznovrsnijim matematickim situaci-
jama.

Kao sto smo vidjeli, teorem [3.2}je glavni sastojak u dokazu vjerojatnosne
formulacije leme o uklanjanju trokutd, teoremaf4.1} Nadalje, iz tog teorema
slijedi lema a iz nje se pak izvode teoremi Na taj na¢in smo
jezikom teorije vjerojatnosti dokazali jednu zanimljivu tvrdnju o neusmje-
renim grafovima, u koju se mogu ukodirati dva poznata teorema aditivne
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kombinatorike: Rothov teorem o aritmeti¢kim progresijama i teorem o ug-
lovima. Njih je moguce dokazati i ¢isto kombinatornim tehnikama (kao u
[1], [O0, [13], [14]), koristenjem Fourierove analize (kao u [2], [8], [16]), ili
pomocu ergodicke teorije (kao u [5]). Pojedini dokazi im imaju specifi¢ne
prednosti, npr. da su kvantitativni ili da se lakse poopcuju. Ipak, nijedan
dokaz nije znacajno jednostavniji od ovdje navedenog, $to samo svjedoci o
netrivijalnosti i zanimljivosti tih rezultata.

Autori zahvaljuju Rudiju Mrazovi¢u i Luki Rimani¢u na novostima u vezi
jo$ neobjavljenog rezultata T. F. Blooma i O. Sisaska.
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