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Sparivanja na grafovima i Teorem o braku

Antoaneta Klobucar; Brigita Tot

Sazetak

U ¢lanku je prikazan problem sparivanja na grafovima, specijalno
na bipartitnim grafovima. Dokazan je kriterij za postojanje savrsenog
sparivanja i primijenjen je na primjeru sparivanja grupe mladica i dje-
vojaka.

Kljuéne rije€i: graf, sparivanje na grafovima, bipartitni graf, Hallov
teorem

Matching in Graphs and Marriage Theorem
Abstract

This article describes matching in graphs, in particular in bipartite
graphs. A criterium for existence of perfect matching is proved and
applied to an example of matching in a group of boys and girls.
Keywords: graph, matching in graphs, bipartite graphs, Hall's the-
orem

Uvod

Pojam graf ima u matematici razli¢ita znacenja. U teoriji grafova graf je
uredeni par G = (V,E), gdje je V = V(G) neprazan skup vrhova, E =
E(G) skup bridova, a svaki brid e € E spaja dva vrha u,v € V koji se zovu
krajevi od e. Kazemo da su 11 v susjedniipiSemoe = {u, v} ili kracee = uv.
Graf je jednostavan ako u njemu ne postoji petlja (brid koji povezuje neki
vrh sa samim sobom), niti visestruki bridovi (takvi da svi povezuju isti par
vrhova). U ovom ¢lanku promatrat éemo samo jednostavne grafove.
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1 Sparivanje na grafovima

Sparivanje na grafu G = (V,E) je skup bridova M C E u kojemu nikoja
dva brida nisu susjedna, tj. nemaju zajednicki vrh. KaZemo da su vrhovi u,
v € V medusobni spareni ako postoji brid uv € M. Za vrh u € V kazemo
da ga sparivanje M zasicuje ako on predstavlja kraj nekog brida iz M, #tj.
incidentan je s nekim bridom iz M. OCito u moZe pripadati samo jednom
bridu e € M jer da ih je viSe, ti bi bridovi bili medusobno susjedni, 5to po
definiciji sparivanja nije dozvoljeno.

Maksimalnim sparivanjem neki nazivaju sparivanje kojemu nije moguce
dodati nijedan novi brid. Medutim, mi ¢emo u daljnjem tekstu maksimal-
nim sparivanjem zvati takvo sparivanje M koje ima vise (ili jednako mnogo)
bridova od svakog drugog sparivanja M, tj. |[M| > |M’|. Sparivanje zo-
vemo savrsenim ako je njime zasiéen (uparen) svaki vrh iz G. To je moguce
samo ako je broj |V| paran i tada je [M| = 1V. Graf moZze imati i vise
maksimalnih, odnosno vise savrSenih sparivanja.

Sparivanje M na G Sparivanje M na G Maksimalno sparivanje
(nije maksimalno) (maksimalno i savr§eno) (samo jedan brid)

Slika 1: primjeri sparivanja

Na lijevom dijelu slike je graf G = (V,E) sa 8 vrhova i 13 bridova i na
njemu sparivanje M sa 3 brida (koji su nacrtani podebljano). Jasno je da
sparivanje M nije savrseno jer 3 brida zasi¢uju 6 vrhova, a ne 8 (na slici su
nezasiceni krajnji lijevi i krajnji desni vrh). Sparivanju M ne moZemo do-
dati nikakav novi brid jer od preostalih 10 bridova iz E\ M svaki je susjedan
nekom bridu iz M. Ipak, M nije maksimalno sparivanje jer u sredini slike
imamo isti graf s novim sparivanjem koje ima ¢ak 4 brida. Ovo novo spa-
rivanje je i savrSeno jer je zasitilo sve vrhove od G. Graf na desnom dijelu
je tzv. zvijezda, posebno lo§ graf za sparivanje. Svi bridovi incidentni su
jedino sredi$njem vrhu, pa svako sparivanje moze imati samo jedan brid.
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Put u grafu G je neprazan konacan niz vpe1v1202€303 . . . ¢,y koji se sas-
toji naizmjence od vrhova v; i bridova ¢; tako da su krajevi brida ¢; vrhovi
v;_1 1 vj, a pritom su svi vrhovi v; medusobno razli¢iti. Na jednostavnim
grafovima put se moze krace zapisati i samo navodenjem vrhova, dakle
VoU10203 . . . V. Ako imamo sparivanje M na G, onda svaki put kojemu bri-
dovi naizmjence pripadaju skupovima M i E\M nazivamo M-alternirajuci
put. Bridove u takvom putu nazivamo tamnima ako su iz sparivanja M, a
svijetlima ako su iz E\ M.

M-uvecéani put je takav M-alterniraju¢i put kojemu su krajevi M-nezasiceni.
Dakle, on pocinje i zavrsava svijetlim bridovima. (A i ostali bridoviiz G koji
iz ta dva vrha izlaze moraju biti svijetli ili ih uopée i nema.)

Teorem 1. Sparivanje M u grafu G je maksimalno ako i samo ako G ne
sadrzi M-uvecani put.
Dokaz je dao C. Berge [4].

2 Bipartitni grafovi

Od posebnog su interesa sparivanja u tzv. bipartitnim grafovima. Graf G =
(V,E) je bipartitan ako se V moZe podijeliti na dva disjunkina neprazna
podskupa X i Y tako da svaki brid ima jedan kraj u X i jedan u Y. Opisno
re¢eno, ne postoje bridovi unutar X, niti unutar Y, nego samo unakrsni
bridovi izmedu XiY.

K Py
K, P,
K3 P
Ky Py
Ks Py

Slika 2: bipartitni graf

Slika 2 prikazuje bipartitan graf G sa 5 vrhova u jednoj skupini (Kj, Kp,
K3, K4 1 Ks) 15 vrhova u drugoj (P;, P2, P3, Py i Ps). Vrhovi K; nisu medu-
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sobno povezani bridovima, kao ni vrhovi P; medusobno. Ovaj graf bio bi
dobar model za problem zaposljavanja radnika u tvornici. Recimo da tvor-
nica ima 5 kandidata (vrhovi K;) i 5 poslova koje treba obavljati (vrhovi P;).
Svaki je kandidat sposoban obavljati samo neke poslove, i to one koji su
prikazani bridovima. Treba, ako je moguce, svakom kandidatu dodijeliti
to¢no jedan posao (kojeg ¢e obavljati samo on). Ova se dodjela mora pro-
voditi vrlo paZljivo jer ako npr. kandidatu K; dodijelimo posao P3, onda
smo onemogucili zaposljavanje kandidata K, kojemu je P; bio jedini mo-
gudi posao. Umjesto ovoga, K je imao i moguénost rada na P;.

Zapravo se u G trazi sparivanje M koje bi zasitilo sve vrhove K;. Naime,
svaki brid iz M povezat ¢e jednog kandidata s jednim poslom. A kako bri-
dovi u M ne smiju biti susjedni, nijedan kandidat ne¢e dobiti dva posla,
niti ée neka dva kandidata dobiti isti posao. Sljede¢i teorem daje nuzan i
dovoljan uvjet za postojanje takvog sparivanja.

Za S C V ozna¢imo sa N(S) skup vrhova grafa G = (V, E) koji su susjedni
s barem jednim vrhom iz S.

Teorem 2 (P.Hall, 1935.) Neka je G bipartitan graf s biparticijom X LY.
Tada G sadrzi sparivanje koje zasic¢uje svaki vrh u X ako i samo ako je

IN(S)| = 8], vS € X

Dokaz. =: Neka je M sparivanje koje zasi¢uje svaki vrh u X. Uzmimo
proizvoljni S C X. Kako su vrhovi iz S spareni svaki s po jednim razli¢itim
vrhom iz N(S), o¢ito je [N(S)| > |S|.

<: Neka je G bipartitan graf u kojem vrijedi |[N(S)| > |S| za svaki podskup
S C X, ali pretpostavimo da u G ipak nema sparivanja koje bi zasitilo sve
vrhove iz X. Zelimo dobiti kontradikciju. Neka je M’ maksimalno spari-
vanje u G. Prema pretpostavci M’ ne zasicuje sve vrhove u X, pa neka je v
jedan M'-nezasic¢en vrh u X.

Definirajmo R kao skup koji se sastoji od vrha v i svih vrhova koji su pove-
zani s v nekim M’-alternirajuéim putom. Prou¢imo jedan takav put! Bu-
dudi da nas ne zanimaju grafovi s izoliranim vrhovima, v je povezan s bar
jednim vrhom u € Y, i to svijetlim bridom jer je v neuparen. Vrh u je pak
tamnim bridom uparen s nekim vrhom v; € X, v1 # v (jer bismo ga inace
mogli upariti sa v pa sparivanje M’ ne bi bilo maksimalno). Ovaj postu-
pak nastavljamo dok god je moguce, a pritom se nikad ne vracamo u ve¢
upotrijebljene vrhove. Krajnja "stanica" ovog puta ne moze biti u Y jer bi to
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bio svijetli brid, pa bismo dobili M’-uvecani put. Po teoremu 1 takav put u
maksimalnom sparivanju ne smije postojati.

Tako je i sa svim ostalim M’-alternirajuéim putovima iz v. Slijedi da je v
jedini M'-nezasiceni vrh u svim tim putovima, pa stoga i u R. Stavimo
S=RNX,T=RNY kao na slici 3.

Slika 3: uz dokaz Hallova teorema

Vrhoviiz S\ {v} su preko M’ spojeni samo s vrhovima u T paje |T| = |S| —
1. Ocitoje T C N(S). No postoji li bar neki vrh z € N(S)\T? Ne postoji.
Naime, ako je z neuparen, onda je on krajnji vrh nekog M’-uveéanog puta.
Ako je pak z M'-uparen, onda je on vrh nekog obi¢nog (ne uve¢anog) M’-
alternirajuceg puta paje z € T. Stoga vrijedi N(S) = T. Iz prethodne dvije
jednakostislijedi [N(S)| = |T| = |S| — 1 < |S|, a toje suprotno pretpostavci
daje IN(S)| > |S| zasvaki S C X. |
Zaklju¢ujemo da je na slici 2 sparivanje kandidata s poslovima nemoguce.
Naime za skup S = {Kj, Ky, K4} imamo N(S) = {P;, P4} i vidimo da je
IN(S)[ < S]-

Korolar 1. Neka u bipartitnom grafu G vrijedi |[N(S)| > |S|, VS C X ineka
je | X| = |Y|. Tada u G postoji savrseno sparivanje.

Dokaz. Prema teoremu 2 postoji sparivanje koje zasi¢uje sve vrhove iz X.
Svaki od tih vrhova ima svog para iz Y, a kako je |Y| = |X|, onda nijedan
vrh iz Y nije ostao nezasicen.

Vrijedi i obrat: ako postoji savr$eno sparivanje, onda za proizvoljni S C X
vrijedi [N(S)| > |S| (jer je svaki vrh iz S sparen s jedinstvenim vrhom iz
N(S)) . A kako su njime zasiceni svi vrhovi iz X i Y, slijedi daje | X| = |Y|.
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3 Teorem o braku i primjer

Teorem 3 (Teorem o braku) U selu postoji jednak broj mladica i djevojaka.
Svaka djevojka poznaje to¢no k mladica, a svaki mladi¢ to¢no k djevojaka.
Tada se svi mladi¢i i djevojke mogu savrseno spariti, tj. poZeniti i poudati
tako da svaki mladi¢ dobije neku od djevojaka koje on poznaje, a svaka dje-
vojka pak dobije nekog od mladi¢a koje ona poznaje.

Dokaz. Oznacimo s X skup djevojaka, a s Y skup mladic¢a. Gledamo pro-
izvoljni podskup S C X. Na pripadnom bipartitnom grafu G bridovima su
prikazana poznanstva djevojaka s mladi¢ima. Neka je E1 skup svih bridova
koji izlaze iz vrhova od S (i vode u vrhove od N(S)). O¢ito je |E1| = k|S]|.
S druge strane, osim vrhova iz S mozda i neki drugi vrhovi iz X imaju bri-
dove prema N(S). Dakle, za skup E; svih bridova incidentnih s vrhovima
iz N(S) vrijedi |Ez| > |E1|, odnosno k|N(S)| > k|S| paje [N(S)| > |S|.
Po teoremu 2 postoji sparivanje koje zasic¢uje sve vrhove u X. Bududi da
vrijedi |X| = |Y/|, ono je savrseno. [

Primjer savrSenog sparivanja mladica i djevojaka imamo na sljede¢em grafu.
Bridovi pokazuju postoje¢a poznanstva:

Ana Blanka Cvijeta Dunja Eva Franka

Antun Bozidar Cvjetko Darko Emil Filip

Slika 4: graf poznanstava mladica i djevojaka

A na sljedecoj slici prikazano je jedno savrseno sparivanje na tom grafu.
Ono je oznaceno podebljanim bridovima.
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Ana Blanka Cvijeta Dunja Eva Franka

Antun Bozidar Cvietko Darko Emil Filip

Slika 5: primjer savr$enog sparivanja

Za kraj spomenimo da je sparivanje na velikim grafovima tesko ili ¢ak ne-
moguce provoditi rucno ili metodom pokusaja i pogreSaka. Tada stvar
treba prepustiti ra¢unalu. Ovisno o vrsti grafa i vrsti sparivanja koje tra-
zimo postoji viSe ra¢unalnih algoritama. Npr. za savrSeno sparivanje na
bipartitnom grafu vrlo je popularna tzv. madarska metoda ([1], [2], [6]).

Sparivanja u grafovima ¢ine opseZan, ali i veoma koristan dio teorije gra-
fova. Nadamo se da je ovaj ¢lanak pruZio ¢itatelju dobar osnovni uvid u
ovo podrucdje.
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