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Nejednakosti medu polinomima jedne ili vise
realnih varijabli i njihove primjene

ILigA ILISEVICH

Sazetak. Sazetak. U radu se obradene nejednakosti medu poli-
nomima jedne ili vise varijabli. Primjene spomenutih nejednakosti ilus-
triraju se na velikom broju primgjera koji su prilagodeni uéenicima sred-
nje skole.

Kljuéne rijeéi: nejednakosti

Inequalities between polynomials of one or more real variables and
their applications

Abstract. In this paper we examine the inequalities between poly-
nomials of one or more variables. Applications of the mentioned inequal-
ities are illustrated on many examples which are adapted to high-school
pupils.

Key words: Inequalities

Funkcija f : R — R zadana formulom
f(@) = apa" + an_12™ ' + - + a1 + ao,

gdje su n € N, ag,a1,...,a, € R, a, # 0, zove se realni polinom jedne varijable
(varijable x). Brojevi ag,as,...,a, zovu se koeficijenti polinoma; koeficijent a,,
je vodedi ili najstariji koeficijent. Prirodan broj n nazivamo stupanj polinoma i
pisemo stf = n. Ponekad polinom oznac¢avamo sa P(x) ili P,(x), gdje je n stupanj
polinoma.

Svako preslikavanje f : R x R — R zadano sa

flzy) = fol@) + fi(@)y + fo@)y® + -+ fal2)y",

gdje su fo, f1,..., fn realni polinomi jedne varijable zove se realni polinom dviju
varijabli.
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Preslikavanje f : R x R x R — R definirano formulom

fla,y,2) = folz,y) + filz, y)z + falw,y)2® + -+ fulz, y)2",

gdje su fo, fi,..., fn realni polinomi dviju varijabli zove se realni polinom triju
varijabli.

Sli¢no se dalje induktivno definiraju i realni polinomi n varijabli.

Rijesimo sada nekoliko zadataka o dokazivanju nejednakosti medu polinomima
i primjeni tih nejednakosti pri rjesavanju algebarskih jednadzbi te pri odredivanju
ekstremnih vrijednosti polinoma.

Zadatak 1. Dokazite da za svaki realni broj x vrijedi

2—z+1>0.

Rjesenge.
N2 3 3
2
7 —x+ T 5 + 121 >0
Zadatak 2. Dokazite da za svaki realni broj a vrijedi nejednakost

a* —3a% —4a+8>0.

Rjesenge.

a’ —3a® —4a +8
= (a*—4a®>+4) + (a®> —4a+4)
(a®* —2)% + (a—2)* > 0.

Vrijedi stroga nejednakost jer a? — 2 i a — 2 ne mogu istodobno biti jednaki nuli.
Zadatak 3. Dokazite da za svaki realni broj a vrijedi nejednakost

2¢% +1 > 2a® + a®.

Rjesenje. Dana nejednakost ekvivalentna je sa
2a* — 2a® —a®> +1 > 0.
Dokazimo ovu nejednakost.

2a" — 2a® —a? +1
= 2d%@a—1) - (a®*-1)
= 2d%@a—1)—(a—1)(a+1)
= (a—1)(2a*—=a—1).
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Kako je 1 nul-tocka polinoma 2a® — a — 1, élanove tog polinoma grupiramo tako da
mozemo izluciti faktor a — 1.

203 —a—1
= 2¢®>—2d>+2d®* —a—1
= 2a®—2d2+2a>-2a+a—1
= 2d*(a—1)+2a(a—1)+a—1
(a —1)(2a% +2a + 1)

= onfefer by )
1

1N 2
2a4—2a3—a2—|—1—(a—1)2<2(a—|—§) —|——> > 0.

Dakle,

5] 2
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je a = 1.

Zadatak 4. Dokazite da za svaki realni broj x vrijedi nejednakost

(x = 1)(x —2)(z — 3)(x —4) + 1.001 > 0.

Rjesenge.

(x — )(3:—2)( —3)(z —4) + 1.001

((x - —4))((z — 2)(z — 3)) + 1.001

(3:2—53:—|—5 —1)((#* = 5z +5) + 1) + 1.001

= (2®-52+5)°—1+1.001 = (z* — 52 +5)* + 0.001 > 0.

Zadatak 5. Odredite najmanju vrijednost polinoma

P(z) = a* — 42° 4 627 — 4z 4 2.

Rjesenge.

P(x) (z* — 423 + 42%) + (222 — 42) + 2
= (2*-22)* +2(@® —22)+1+1
= (*—224+1)2+1
= (z-D*+1>1

Najmanja vrijednost polinoma P(x) iznosi 11 postize se za x = 1.
Zadatak 6. Dokazite da jednadzba

2t 4+ 228 + 322 +22+1=0

nema realnih korijena.
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Rjesenge.
P(x) = 2' 4223 +322 +20+1

= st vl 4?42t 42241

= @ +22% 42+ (@ + 20+ 1) +2°

= @42+ (@+1)2+22

= 22z +1)*+(@+1)*+22>0.
Vrijedi stroga nejednakost jer (z + 1)2 i 2 ne mogu istodobno biti jednaki nuli.
Dakle, ne postoji realan broj x za koji je P(x) = 0, pa dana jednadzba nema

realnih korijena.
Zadatak 7. Dokazite da za sve realne brojeve x iy vrijedi nejednakost

P2+ +1>ay+a+y.

Rjesenje. Dana nejednakost je ekvivalentna redom sa
4+ 4 1l—ay—x—y>0,
222 + 2¢% + 2 — 22y — 22 — 2y > 0,
(@® =22y +9°) + (2* =20+ 1) + (v’ =2y +1) 2 0,
(@ =9+ -1)7+@y-1)7>0,

koja je istinita za sve z,y € R, pa je i polazna nejednakost istinita za sve x,y € R.
Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je x =y = 1.
Zadatak 8. Dokazite da za sve realne brojeve x, y i z vrijedi nejednakost

2?4 y? +322 — 222 —2yz —22+1>0.

Rjesenge.
2?42 322 — 22— 2yz — 22+ 1
= (@ =222+ 22+ (7 —2yz + 22 + (22 =22 +1)
= (@—22+@Wy—-2%*+(-1)*>0.

Jednakost vrijedi ako i samo ako jex =y =2 =1.
Zadatak 9. Odredite za koje vrijednosti realnih varijabli x iy polinom

P(z,y) = —x* — y* + 262 + 10y + 2007
ima najvecu vrijednost i kolika je ta vrijednost.
Rjesenge.

P(z,y) = (—2%+ 26z —169)+ (-3 + 10y — 25) + 2201
= —(2% — 262 +169) — (y* — 10y + 25) + 2201
2201 — (z — 13)? — (y — 5)* < 2201.
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Daklea Pmax('ra y) = 2201 za x = 13, Yy = 5.
Zadatak 10. Za koje vrijednosti realnih varijabli x i y polinom

P(z,y) = 4+ 2%y* + 2y — 327

poprima najmangju vrijednost?
Rjesenje. Prema aritmeticko-geometrijskoj nejednakosti je

1+ 22y +aty? > 391 2294 - 24y? = 3022,

pa je
P(z,y) > 3+ 3z%y* — 32%* = 3.

Stoga je Puin(z,y) = 3 i to za z2y* = 2%y? = 1, odnosno za 2% = 3> = 1. Dakle,
(‘Ta y) € {(L 1)a (L _1)a (_L 1)a (_L _1>}
Zadatak 11. Odredite najmanju vrijednost funkcije

fl@)=(x+a+b)(z+a—-Db)(x—a+b)(r—a—0).

Rjesenge.

flz) = (z+(a+b)(z—(a+b))(z+(a—0)(z—(a—b))
= (22 =(a+b)*)(2* — (a—b)?)
(22 — a® — 2ab — b*) (2 — a® 4 2ab — b?)
= ((&® —a® = b*) — 2ab) ((z* — a® — b%) + 2ab)
= (2% —a® = bv?)? — 4a%* > —4a®b*.
Najmanja vrijednost funkcije f iznosi —4a2b? i postize se 22 — a? — b% = 0 tj. za
r = :I:\/m.

Zadatak 12. Dokazite da za sve realne brojeve x i y vrijedi nejednakost

22yt — Ay + 2(2? + 2)y? + day 4+ 22 > 0.

Rjesenje. Dana nejednakost je ekvivalentna redom sa
22yt — Ay + 22%9° + 4y + day + 2% > 0,
?(y*+ 2y + 1) — da(y® —y) +49* > 0,
(y* + 1)%2% — 4y(y* — D + 49> > 0.
Lijevu stranu nejednakosti mozemo smatrati polinomom po varijabli x :

P(z) = (y° + 1)%2% — 4y(y* — Dz + 49°.
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Kako je (y? +1)% > 0 za svaki y € R, to je P(z) > 0 za svaki x € R ako i samo ako
diskriminanta od P(x) nije pozitivna. Imamo

D = 16y°(y° —1)> = 16y°(y° + 1)
= 160°(y" -2 +1—y" —2° — 1)
—64y* < 0.

Zadatak 13. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
2(z* —22% +3)(y* —3y2 +4) =T.

Rjesenje. Kako je
2t =202 43 =(2? —1)2+2>2

3

3\2 7
4 2 2

-3 +4—_( ——)+—
y' =3y v-3) t1

Y
| =

to je

202t — 227 +3)(y* — 3P +4)>2-2. - =T.

| =3

Jednakost vrijedi onda i samo onda ako je
4 2 . 4 2 7
T —-2x"4+3=2 1 y —3y +4:Z’

a to je ako i samo ako je
?—1=0 i ¢*—

Obje jednadzbe imaju samo realne korijene. Korijeni prve jednadzbe su z; o = %1,
a druge y1 2 = :I:\/TE. Dakle,

e {02 (-8 (1) ()
Zadatak 14. DokaZite da je polinom
Plx)=a% -2+ 2% -z +1

pozitivan za sve realne vrijednosti varijable x.

Rjesenje. Promotrit ¢emo intervale (—o0, 0], (0,1) i [1, 00).
Neka je x € (—o0,0]. Tada su 28, —2°, 22, —x > 0, pa je P(x) > 1.
Za x € (0, 1) polinom zapiSemo u obliku

P(z) =28 +2%(1 —2®) + (1 — 2).

Kako je 2® >0, 22> 0,1 — 23>0, 1 —x > 0, to je P(z) > 0.
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Neka je = € [1, 00). ZapiSimo
P(z) =25 = 1)+ z(z — 1)+ 1.

Kako je 2° >0, 2> —=1>0,2> 0,2 —1>0, to je P(x) > 1.
Zadatak 15. Dokazite da jednadzba

$26—$21+$18—$3+1:0

nema realnih rjesenja.
Rjesenje. Dokazimo da polinom P(z) = 26 — 22! + 218 — 23 + 1 ne moze poprimiti
vrijednost 0 niti za jedan realan broj x.

Neka je z € (—00,0]. Tada je 226 > 0, —22! > 0, 28 > 0, —2® > 0, pa je
P(x) > 1.

Ako je x € (0,1), zapiSemo polinom u obliku

Px)=2*+ 281 -2 +1-23 =22+ (1 — 2%)(1 4+ 2'®).

Kako je 226 > 0,1 — 23>0, 1 +2'® > 0, to je P(x) > 0.
Neka je = € [1, 00). ZapiSimo

P(z) =2 (2® - 1) + 23 - 1) + 1.

Kako je 221 >0, 2> -1 >0, 23 > 0, 2 — 1 > 0, to je P(z) > 1.
Dakle, dana jednadzba nema realnih rjesenja.

Zadaci za vjezbu
1. Dokazite da za svaki realni broj x vrijedi:

(a) 222 + 2 +3 >0,

(b) =22 +2x+7<0,

(¢) (x—=1)(xz=3)(z—4)(x—6)+9>0.
2. Dokazite da za svaki realni broj = vrijedi nejednakost

20— 2"+t — 22+ 1>0.
3. Dokazite da za svaki realni broj a vrijedi nejednakost
a*+ad+a®>+a+1>0.
4. Dokazite da za svaki realni broj x vrijedi nejednakost
22% + 6z +5 > 0.

5. Dokazite da za svaki realni broj a vrijedi nejednakost

4a* — 4a® +5a°> —4a+1 > 0.
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6. Dokazite da za sve realne brojeve z i y vrijedi nejednakost
2? —xy+y* > 0.
7. Dokazite da za sve realne brojeve x,y i z vrijedi nejednakost
2?4?22 -y —yz — zx > 0.
8. Za koje vrijednosti varijabli z i y polinom
Pz,y) =a* + 222+ -2y +2

ima najmanju vrijednost?
Rjesenje: Puin(z,y) =1 za (z,y) = (0,1).

9. Za koje vrijednosti varijabli dani polinomi imaju najmanju vrijednost? Kolika
je ta vrijednost?

a) P(z,y)=2*+y* — 4o + 6y + 13,

b) Q(z,y) = 422 + 9y* — 12z + 30y + 2007,

(¢) R

(d) M(z,y,z)=2%+y?+ 2% — 12y — 14z + 100.

(
(
(z,y) = 222 + y* + 22y — 22 + 2y,

Rjesenge:

(a) Puin(z,y) =0 za (z,y) = (2, -3),

(b) Quin(z,y) = 1973 za (z,y) = (5, —3),

(€) Rumin(z,y) = =5 za (z,y) = (2, -3),

(d) Muyin(z,y,2) =15 za (x,y,2) = (7,6,0).
10. Dokazite da polinom P(z) = z* — z + % poprima samo pozitivne vrijednosti za
sve realne vrijednosti varijable x.
11. Odredite realne brojeve z i y koji zadovoljavaju jednadzbu

527 + 5y + 8zy + 2y — 2z + 3 = 0.
Rjesenje: Jednadzba nema realnih rjesenja.
12. Odredite najmanji cijeli broj £ takav da nejednakost
(k—2)2? +8r+k+4>0

vrijedi za svaki realni broj x.
Rjesenje: k =5.
13. Za koju vrijednost cijelog broja n nejednakost
2?2 —22n — Dz +15n* —2n -7 >0
vrijedi za svaki realni broj z?
Rjesenje: n = 3.

14. Odredite sve vrijednosti realnog parametra p za koje je funkcija:
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(a) f(z) = (p* +2p—3)x® —4px +p,
(b) flz) = —pz*+ (1 —p)x — 2p,
(c) flw)=(1-p)2*>+2(p— 1)z +p

pozitivna za sve vrijednosti realne varijable x.
Rjesenge:

(a) p € (3,00),
(b) p € (—o0, 2%2),
(c) pe(V2-1,1).
15. Dokazite da za sve realne brojeve a, b i ¢ vrijedi nejednakost

a?+b2+c2+3

> b .
5 Za+b+c

16. Dokazite da za sve realne brojeve x, y i z vrijedi nejednakost
24y 43221 > 22 +y+1).
17. Dokazite da je vrijednost polinoma
P)=a®—2®+2' 42> —2+1
uvijek pozitivna.
18. Dokazite da vrijednost polinoma
P(z,y,2) = 22% 4+ 5y* 4+ 32% — 6xy — 2wz + Syz

ne moze biti negativna.

19. Dokazite da za sve realne brojeve x, y i z vrijedi nejednakost
da(x +y)(z +2)(x +y+2) +y?2% > 0.
20. Dokazite da za sve realne brojeve z, y i z vrijedi nejednakost
2t + oyt + 2N > 2By + iz + B4y + 92t + 2

21. Dokazite da je za svaki realni broj x polinom

3
P(x):x6—335—|—3:4—333—|—3:2—|—1

pozitivan.

22. Dokazite da za sve realne brojeve a i b vrijedi

8(a* +b*) > (a+b)".

9
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23. Dokazite da za sve realne brojeve a, b i c vrijedi nejednakost
a®(1+b%) +b*(1 + ¢*) + (1 + a?) > 6abe.

24. Dokazite da za svaki realni broj x vrijedi nejednakost

22—+t —z+1>0.

25. Neka je —1 < x < 1. Dokazite da vrijedi nejednakost

|162° — 202° + 52| < 1.
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