V. gimnazija
23. veljace 2004.

Proslogodisnje skolsko natjecanje odrzano je kao i prijasnjih godina u organizaciji aktiva matematike
V. gimnazije. Natjecanje je proslo bez veéih problema. Najbolji ucenici (oko 30 njih iz svakog razreda)
plasirali su se dalje na opéinsko natjecanje.
Natjecanje traje 3 sata, dozvoljeno je sluziti se priborom za pisanje i crtanje, tablicama s matematickim
formulama i dzepnim ra¢unalom (kalkulatorom).

Prvi razred

1. Dokazi jednakost:

3 b3 03
Tt T ecae=p oTlte

(a—"b)(a—rc)

2. Rijesi jednadzbu:
2 +1 20 — 1 _ 8
6x2 —3x  14a2+7x 1222 -3°

3. Sesteroznamenkasti broj po¢inje znamenkom 1. Ako tu znamenku premjestimo na posljednje mjesto,
dobiveni je broj tri puta veéi od prvoga. Odredi taj broj.

4. Dokazite da 105 dijeli izraz 232 — 2310 — 238 4+ 23% 4232 — 1.

5. U pravokutni trokut AABC s pravim kutom u vrhu C upisan je kvadrat tako da dva vrha leze
na katetama, a Cetvrti vrh lezi na hipotenuzi AB. Koliko posto povrsine AABC zauzima povrsina
upisanog kvadrata ako su duljine kateta AABC a = 8m i b = 4cm?

Drugi razred

1. Izrac¢unajte zbroj svih rjesenja (u skupu R) jednadzbe
(z+1)*(z —4)* +4(2* =32 —4) = 0.
2. Zadan je skup jednadzbi
{222 + 2(2a — 3) —3a=0:a € R}.

a) Dokazite da postoji realni broj x1 koji je rjeSenje svake od jednadzbi iz zadanog skupa.

b) Ako u zadanom skupu jednadzbi ima takvih kojima je x; jedino rjesenje, napisite kako one glase.
Ako ih nema, onda dokazite to!

3. Jedan radnik zavrSio bi odredeni posao 10 dana ranije nego drugi. Rade li zajedno, posao ¢e biti
gotov za 12 dana. Koliko je dana za taj posao potrebno sporijem radniku?
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Slika 2.5.
.. . . Z1 + 22 . .
. Dokazite da je broj z = ———— 21, 29 € C, realan, ako je |z1| = |z2] =11 21 - 290 # —1.
1+ 2129

. Tri jednaka kvadrata ABCD, BEFC, EGHF smjestena su jedan do drugoga (vidi sliku). Dokazite
da vrijedi:
LCAB+ /FAE + ZHAG = 90°

Treéi razred

. Rijesi jednadzbu:
10g..os  SIN T + logg;, , COS T = 2.

. Rijesi nejednadzbu:

0.2¢0520 _ <4.1257 3.

25C0$2 x
. Ako kutovi trokuta zadovoljavaju relaciju

sin 3a + sin 33 + sin 3y = 0,
tada je jedan od tih kutova 60°. Dokazi!

. Komad papira ima oblik jednakostrani¢nog trokuta stranice 15. Presavijmo papir tako da tocka A
padne na stranicu BC' u tocku D tako da je |[BD| = 3. Papir je presavijen po duzini FF' pri ¢emu
je Ena AB, F na AC. Izracunaj d(E, F).

. Bridovi koji izlaze iz vrha D tetraedra ABC D medusobno su okomiti. Oznacimo s «, 3,7 kutove
trokuta AABC' i neka je |AD| = a, |BD| =b, |CD| = ¢. Dokazi da vrijedi

ctga:ctgf:ctgy =a’: b?: 2.

Cetvrti razred

2004
. Neka su z i w kompleksni brojevi takvi da vrijedi |z| = |w| = |z — w|. Izrac¢unaj (i) .
w
1 1 1 1 2n —1
. Dokazi da Vn € N vrijedi — + — + — 4 - 4 — < 22
2t 3l n! n

. Raspolazemo sahovskom plo¢om i imamo 32 ploc¢ice domina takve da svaka od njih prekriva to¢no
dva sahovska polja. Da li je moguce s 31-om plo¢icom domina prekriti Sahovsku plo¢u tako da ostanu
slobodna dva krajnja polja jedne od dijagonala? Dokazi tvrdnjul!

. Brojevi a1,a9,as,...,ay,an11 ... Cine aritmeticki niz s diferencijom d. Da 1i i zbrojevi od po n
clanova, S1 =a1 +as + -+ + apn, S2 = apy1 + Gpyo + - + a2p, ... Cine aritmeticki niz? Dokazi!

. Dane su cetiri tocke A, B, C, D na sferi polumjera R, takve da su sve medusobno jednako udaljene.
Odredi kut pod kojim se iz sredista sfere vide dvije od tih toc¢aka!

UPUTE I RJESENJA NA STRANICI 40.
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