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Zadatak s drzavnog natjecanja

Na ovogodisnjem drzavnom natjecanju (vidi str. 31.) za 1. razrede zadan je sljedeéi zadatak:
3. Dokazite da za svaka tri realna broja x,y, z vrijedi nejednakost:

||+ |yl + |zl — e +yl—ly+ 2zl —|lz+z|+ |z +y+ 2 >0.

Rjesenje. Redom dobivamo
|+ Jy| + 2| = le+y| —ly+ 2| —|le+ 2|+ ]z+2+y| >0

|z + |yl + 2] + |2 + 2+ y| > [z + y[ + |y + 2] + [z + 2]
(lzl+ lyl+ [zl + lz+ 2+ yD)? = (o + yl + |y + 2| + |z + 2])*

222 22?4?22 2wy 20242y 2+ 2|y | 42|z 2| 42| x| |y 2|+ 2|y 2|+ 2y ||y 2| 2| 2| a4y 42| >
222 + 2% 4 22° 4 2xy + 222 + 2z + 2Jay + v + w2 4 yz| + 2|2% + 12 + 2y + yz| + 2zy +yz + z2 + 27

eyl + |zz| + lyz| + lyz + 2y + y?| + vy + 2z +2®| + yz oz + 27 2
lzy +yz + 2z +y% + ey +yz + 2z + 2P| 4 vy +yz +az 4 2,

sto je ocito jer vrijedi (nejednakost trokuta) |a| + [b| > |a + b| za svaki a,b € R, pa vrijedi:

|:Uy|—|—|yz+xz+z2| > |$y—|—yz+xz+z2|
2z + lyz + 2y + 47| > |wz+yz+ay+ o7
lyz| + lzy + 22 + 2| > |yz +ay + 22 + 27

Sto zbrojeno daje trazenu nejednakost. Uocimo da se jednakost postize npr. za z +y + z = 0. [ ]
Napomena. Sluzbena rjeSenja zadatka isla su preko intervala.

S realnih na kompleksne brojeve

Pravi matematic¢ar ponekad se mora zapitati moze li tvrdnju dokazati opéenitije. MozZemo li poopciti
turdnju ovog zadatka? Mozemo! Uz male preinake prethodnog dokaza mozemo posti¢i da tvrdnja vrijedi
za kompleksne brojeve!

Teorem 1. Za svaka tri kompleksna broja ¢, u,w vrijedi nejednakost:
It| + |u| + |w| — |t + u| — Ju+w| — |w+t| + |t + ©u+ w| > 0.

Dokaz. Postupak dokazivanja provodimo kao u prethodnom primjeru, a ovdje éemo navesti samo kraj. Za
brojeve z1, 23 € C takoder vrijedi (nejednakost trokuta) |z1| + |22 > |21 + 22|, pa je kao prije
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[t || + |w||u +t 4+ w| = [tu] + [uw + tw +w?| > [tu+ uw 4+ tw + w?] = [+ w||u 4w
It |w]| + [ul|w +t +u| = [tw| + Juw +tu+u?| > Jtw +uw + tu+u?] = |t ulu (
lul|w| + [t|u 4w+t = |uw| + |tu+ tw + 12| > |Juw + tu + tw + 2] = |t + w||w + . (3)
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Jos nam preostaje pokazati da je |t|? + |ul? + |w|]? + [t + v+ w|? = |t +u|? + |u + v|? + |w + t|* (x). To
slijedi iz:

P+ u +wf + [t u+w? = [P+ u + [w]? + (E+u+w)t+u+w)
tt + uu + ww + tt + tu + tw + ul + vt + v + wt + Wi + ww

(tt + tu + ut + uw) + (v + vw + wu + ww) + (ww + wt + ut + tt)
(t+u)(t+u)+ (utw)(u+w)+ (w+t)(w+t)
= |t +ul®+|u+ w4 |w -+t

Mnozenjem nejednakosti (1) — (3) s 2 i zbrajanjem s (%) dobivamo:
(1t + [u] + [w| + |t +u+w])? > (|t +ul + |u+w| + |w+t])?,

a bududi da su izrazi pod zagradama pozitivni vrijedi tvrdnja. Uoc¢imo da se jednakost postize npr. za
t+u+w=0. |

Geometrijska interpretacija

Za kraj mozemo ove algebarske rezultate interpretirati geometrijski. Citatelji su se ve¢ imali prilike
upoznati s Gaussovom ravninom u skoli. Z(z) znaéi da tocka Z ima kompleksnu koordinatu z u Gaussovoj
ravnini. Mi éemo iz nejednakosti teorema 1. i identiteta (k) izredi sljedeéi teorem iz geometrije.

Teorem 2. Dan je trokut ABC' i tocka D u njegovoj ravnini. Ako su tocke P,, P, i P. redom polovista
stranica BC, CA i AB, a T teziSte tog trokuta, tada vrijedi:

|DA? + |DB* + |DC|? + 9|DT|? = 4|DP,[* + 4|DF,|* + 4| DP.|?

|DA|+ |DB| + |DC| + 3|DT| > 2|DP,| + 2|DPy| + 2|DP,|.

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo uzeti da je D(0), A(t), B(u) i C(w). Tada je:

t t t
P, U+ w ’ P, +w P u + Lo +u—+w .
2 2 2 3

|IDA| = |0 —t| = |t|, |IDB| = |0 —u| = |u|, |DC| =10 —w| = |w|, |DP,| = ‘O— “JFT” = %|u+w[, na isti
nacin je [DPy| = 3|t + w|, |DP;| = $|u+t|, te [DT| = |t + u+ w|. Tada se nase tvrdnje svode na (x) i
teorem 1. (Provjerite!) [
Napomena. Pozivamo ¢itatelje da pokusaju dokazati tvrdnju ovog teorema planimetrijski (ako je mogudce).
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A(t) P, (g) B(u)
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