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Hornerov algoritam i primjene

ZORAN TOMLJANOVICGH

Sazetak. U ovom clanku obraduje se Hornerov algoritam za efikasno
racunanje vrijednosti polinoma u tocki. Hornerov algoritam moZe se
lako prosiriti do algoritma koji daje Taylorov razvoj polinoma u okolini
dane tocke. Takoder, dani su i ilustrativni primjeri i primjene ovog
algoritma.

Kljuéne rijeci: Hornerov algoritam, potpuni Hornerov algoritam,
polinom

Horner’s algorithm and applications

Abstract.  In this paper we study Horner’s algorithm which is
efficient for calculating value of a polynom at a given point. Horner’s
algorithm we can easily expand to the algorithm with which we can ob-
tain Taylor’s expansion around given point. Also, this paper includes
illustrative examples and applications of this algorithm.

Key words: Horner’s algorithm, complete Horner’s algorithm, poly-
nom

1. Hornerov algoritam

Problemi vezani uz polinome ¢esti su u matematici pa je vrlo vazno imati metode
kojima mozemo efikasno manipulirati polinomima. Hornerov algoritam omogucava
nam dijeljenje polinoma s polinomom prvog stupnja, sto se moze iskoristiti kod
drugih problema poput efikasnog izracunavanja vrijednosti polinoma u tocki. Ta-
koder, vrlo se Cesto koristi u numeri¢koj matematici.

Neka je dan polinom n-tog stupnja (n € N)

Po(z) = apz™ + an_ 12" + -+ a1z 4+ ag, an, #0, (1)

nad skupom realnih brojeva R, ay,an—1,...,a1,a9 € R.

*Odjel za matematiku, Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku, Trg Ljudevita Gaja 6, HR-31000
Osijek, ztoml jan@mathos.hr
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Najprije ¢emo razmotriti problem dijeljenja polinoma P, () s polinomom g(z) =
2z — «. Prema teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom postoji polinom ¢(z) =
bp_12" L 4 by_ox™ 2+ -+ byx + by 1 konstanta r € R takva da vrijedi

Po(z) = (z —a)g(x) +r. (2)

U cilju odredivanja koeficijenata polinoma g i ostatka r uvrstimo (1) u (2). Tada
imamo

U@+ ap 12" darzdag = (2 —a) (by_ 12" by o™ 24 A byz4-bg) 47
Izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata dobivamo jednostavan sustav jednadzbi
Ap = bnfla
an—1=bp_2 — abnfla

an—2 =bp_3—ab, a2,

ay = by — a by,

ag =1 — acbg,

iz kojih sukcesivno racunamo koeficijente polinoma g i koeficijent r. To su formule
na kojima se temelji Hornerov! algoritam (Hornerova shema):

bn,1 = Qn,

bn72 =0np-—1+ abnfla

bn73 =ap—2+ abn72;

b0:a1+ab1,
r = ag + aby.

Algoritam 1. (Hornerov algoritam)
Ulaz: n stupanj polinoma, o

(an,Gn-1,-..,a1,a0) koeficijenti polinoma P,
Izlaz: (b,—2,bn—1,...,b1,b) koeficijenti polinoma ¢ i konstanta r.
bp_1=an

fori=n—-1,n—-2,...,1do
bi—1 = a; +abi41

end for

r = ag + aby.

Hornerov algoritam mozemo zapisati kao u Tablici 1.. U prvi stupac upisemo «,
a u prvi redak upisemo koeficijente polinoma P,,. Koeficijente polinoma q i ostatak
r dobijemo iz Hornerovog algoritma.

IWilliam George Horner (1786.-1837), engleski matematicar
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(79} ap—1 ap—2 o ai aq
« an Apn_1+aby_1 | an_ot+ab,_o | -+ | a1 +aby | apg+ aby
~—~ —_—— | ——
bnfl bn72 bn73 bO r

Tablica 1: Hornerov algoritam

Primjer 1. Hornerovim algoritmom treba podijeliti polinom Pg(x) = 2x° +
72° 4 3x* + 222 — 22 + 1 polinomom g(z) = x + 3. Primijenit éemo Hornerov
algoritam koristeci tablicu.

2 7 3 0 2 —2 1
-3 | 2= 7T—-3-2= 3—-3:-1=]0-3-0= 2-3-0= —2-3-2= 1+3-8=
2 1 0 0 2 —8 25

Dobivamo kvocijent g(z) = 22° + x* + 2z — 8 i ostatak pri dijeljenju r = 25. Tu
Cinjenicu mozemo zapisati u obliku
25

P,
(2) =2 + 2t + 2 — 8 4+ ——.
T+ 3 T+ 3

Hornerov algoritam jednostavno se moze modificirati za izra¢unavanje vrijed-
nosti P,(«) polinoma P, u tocki a. Iz jednakosti P,(z) = (z — «a)q(z) + r za
2z = a dobivamo P, («) = r, §to znaci da je ostatak pri dijeljenju polinoma P, sa
polinomom (z — «) jednak P,(«). Dakle, ako primjenimo Hornerov algoritam za
djeljenje s (z — ), onda nam ostatak pri dijeljenju daje vrijednost P,(«).

Jedna od prednosti ovog nacina racunanja vrijednosti polinoma P, u tocki « je
manji broj operacija. Ako bi vrijednost polinoma P, (z) = a 2" +an_12" L+ -+
a1z + ag racunali standardno, to jest P,(a) = a,a™ + ap_1a™ 1+ -+ ara + ao,
trebalo bi nam n zbrajanjain+n—-1+---+24+1 = % mnozenja, dok
za Hornerov algoritam trebamo n zbrajanja i samo n mnozenja. Velika razlika u
broju operacija ovaj pristup ¢ini vrlo vaznim kod algoritama koji zahtijevaju cesto
racunanje funkcije u tocki.

Primjedba 1. U numerickoj matematici ¢esto je potrebno efikasno izracunati
P, (A) gdje je P, polinom dan sa (1), a A je kvadratna matrica. Ovaj pristup moze
se i tada jednostavno primijeniti, a na taj nac¢in bit ¢e znacajno smanjen broj ma-
tricnog mnozenja.

Primjer 2. Koristeéi Hornerov algoritam izracunagte Ps(5) ako je Ps(x) =
22° — 92* 4 323 — 1522 — 22 4+ 5 Primijenit ¢emo Hornerov algoritam za dijeljenje
polinoma Ps s polinomom (z — 5).

2 -9 3 —15 —2 5
512=|-945-2=|3+5-1=| -15+5:-8=| =245-25=| 5+5-123 =
2 1 8 25 123 620

Dakle, P5(5) = r = 620.
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Hornerov algoritam primjenjuje se u razlicitim situacijama. Primjerice, mozemo
ga jednostavno primijeniti ako realni broj zapisan u bazi b zelimo zapisati u dekad-
skoj bazi.

Ako je broj (apan—1-...a0)p zapisan u bazi b tada je broj u dekadskoj bazi jednak
b an+b""ta, 1+ -+ba +ag §to je jednako P, (b) za P, (z) = apx™+a, 12" 1+
o4 ar1x + ag.

Primjer 3. Broj (34517)g zapisimo u dekadskom sustavu. Da bismo broj
(34517)g zapisali u dekadskom sustavu potrebno je izraéunati 3-8* +4-83 +5.8% +
1.8+ 7, izracunat ¢emo izraz koriste¢i Hornerov algoritam.

3 4 ) 1 7
8|13=14+8-3=|54+8-28=]1+4+8-229=| 74+8-1833 =
3 28 229 1833 14671

Broj zapisan u dekadskom sustavu iznosi 14671.

2. Potpuni Hornerov algoritam

Hornerov algoritam moze se primijeniti za Taylorov razvoj polinoma u okolini tocke
a. Ako je P, polinom stupnja n tada je Taylorov razvoj polinoma u okolini tocke
a € R (razvoj polinoma po potencijama (x — «)) dan s

P, (x)=tp(x — )" + tp_1(z — a)"fl + ot — a)2 +t1(x — a) + to,

gdje su ty,tn_1,...,t1,t0 € R koeficijenti Taylorovog razvoja.
Iz prethodne jednakosti vidimo da je koeficijent to = P,(«), $to dobivamo jed-
nom primjenom Hornerovog algoritma i tada slijedi

P.(z t
ﬁ:tn(x—a)"fl—i-tn,l(x—a)"*Q—i-~~~+t2(x—a)+t1+ 0 (3)
T—a T—a

Time smo dobili ¢ i koeficijente al,, al,_;, ..., a}, ay polinoma P,,_1(z) = al, _;z" '+

-+ -4a z+a( koji je nepotpuni kvocijent pri dijeljenju polinoma P, s (z—a). S druge
strane iz jednakosti (3) polinom P,_1(z) jednak je t,(x —a)" ! +t,_1(z —a)" 2 +
-+ ta(x — @) + t;. Analogno vidimo da je t; = P,,_1(«), stoga da bismo dobili ¢;
ponovo moramo primijeniti Hornerov algoritam na polinom P,,_1(z). Tako ¢emo
uzastopnom primjenom Hornerovog algoritma u svakom koraku izracunati sljedeci
koeficijent Taylorovg razvoja.

Upravo opisan postupak uzastopne primjene Hornerovog algoritma zapisan je u
slijedecem algoritmu.

Algoritam 2. (Potpuni Hornerov algoritam)
Ulaz: n stupanj polinoma, o tocka u kojoj rac¢unamo razvoj
(ag,a1,...,an-1,a,) koeficijenti polinoma P,
Izlaz: (ag,a1,...,an-1,ay) koeficijenti Taylorovog razvoja polinoma P, i kon-
stanta 7.
for k=0,1,...,n—1do

fori=n—-1,n-2,...

k do

3
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a; = a; + ;41
end for
end for

Algoritam je implementiran tako da koristi samo jedno polje koeficijenata ag, a1,
.+ Qp. Zmaéi u poCetnom koraku algoritam primijenimo na koeficijente ag, a1, .. .,
an 1 izrac¢unamo tg. Buduéi da nam ag viSe ne treba, spremimo ¢y na mjesto ag, a
zatim algoritam primijenimo na aq, as, .. ., a,, nakon toga se ista ideja primjenjuje
uzastopno.

Potpuni Hornerov algoritam takoder mozemo zapisati u obliku Tablice 2. U

ap, Ap—1 an—2 e a1 aQ
« an Ap—1 +aby,_1 Ap_o+ab,_o | -+ | a1 +aby | ag+ aby
~~ —_—— | Y——
/ / / /
Up—1 ap_2 ap_3 ) to
/ / / / / /
« Ap—1 a,_ot+taoaa,_ 4 Ap—2+Qaa, o | - | ag+aagy
—— ——
a// 17 17 tl

n—2 an—3 Up—4

agnfl) agnfl) + O[agnfl)

U2 tn_1

Tablica 2: Potpuni Hornerov algoritam

prvom stupcu upisujemo tocku oko koje razvijamo polinom. U prvi redak upisani
su koeficijenti funkcije koju razvijamo u Taylorov red, a svaki sljedeéi redak u tablici
racuna se iz prethodnog retka prema Hornerovom algoritmu. Posljednji koeficijent
u svakom retku (osim prvog) je koeficijent Taylorovog razvoja.

Znajuéi koeficijente razvoja polinoma P, (z) po potencijama (xz — ) moZemo
jednostavno doé¢i do vrijednosti P! («), P/(c), ..., P,S")(a) derivacija polinoma u
tocki a. Pretpostavimo da je P, (z) razvijen po potencijama (x — «)

Po(z) =tp(z —a)" +tp_1(x — )" P4 to(x — a)? +ti(z — a) + to.
Direktnim rac¢unom dobivamo

P/(Oé) = 1!'t1,

n

P () = (n—1)! - t, 1,

iz Cega slijedi
(k)
ty = L C)

k:! 3 3 7""”' (4)
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Potpuni Hornerov algoritam moze se sada jednostavno modificirati za izracun derivacije
polinoma u danoj tocki.

Primjer 4. Koristeéi potpuni Hornerov algoritam treba razviti polinom Ps(x) =
3z° — 5t 4+ 223 — 72?2 + x — 1 po potencijama (r —2). Radi lakseg zapisa koristit
¢emo zapis opisan u Tablici 2..

3 ) 2 -7 1 -1
23| -542-3=| 2+2-1= —7+2-4=|142-1= | -142-3=
3 1 4 1 3 )
23] 14+42-3= 442.7= 142-18= | 34+2-37T=
3 7 18 37 77
23| 74+2-3= |18+2-13=|37+2-44=
3 13 44 125
213 13+2-3=|44+2-19=
3 19 82
2131 19+2-3=
3 25
213

Kada pogledamo zadnje koeficijente u redcima, dobit ¢emo Ps(z) = 3(z —2)° +
25(z — 2)* 4+ 82(z — 2)% +125(x — 2)2 + 77(x — 2) + 5.

Pokazimo jos primjenu Hornerovog algoritma za odredivanje kratnosti nultocke
polinoma. Kazemo da je xp nultocka kratnosti k£ polinoma P, ako se on moze
prikazati u obliku P, (z) = (x — x0)*q(z) gdje je ¢ polinom sa svojstvom q(zg) # 0.
To znaéi da je polinom P, djeljiv sa (z — x¢)*, a nije djeljiv sa (z — x¢)**!.

Do kratnosti nultocke mozemo doéi tako da uzastopno primijenimo Hornerov
algoritam na polinom P,. Kod prve primjene algoritma, ako je ostatak pri di-
jeljenju 0, imamo P,(x) = (x — x0) q1(x). Nakon toga primjenjujemo Hornerov
algoritam na ¢i(x), ako je ostatak 0, imamo ¢i(x) = (x — z¢)g2(x), odnosno
P, (z) = (x — 20)? q2(w) itd. Ako je nultocka kratnosti k to znaci da ¢emo u k-tom
koraku imati P, (z) = (x—z0)* qx(2), pri éemu gx(z) nije djeljiv sa (z—m0), odnosno
ostatak pri dijeljenju je razlicit od 0. Ovakva uzastopna primjena Hornerovog al-
goritma odgovara upravo potpunom Hornerovom algoritmu. Stoga, kako bismo
odredili kratnost nultocke potrebno je primijeniti Hornerov algoritam na polinom
P, i odrediti koliko je prvih koeficijenata ) razlic¢ito od 0.

Primjedba 2. Iz jednakosti (4) slijedi da je ¢t = 0 ako i samo ako Pfgk)(a) =0.
Zato kratnost nultocke mozemo odrediti i ako znamo vrijednosti derivacija polinoma
u danoj tocki.

Primjer 5. PokaZimo da je x = 4 nultocka polinoma Ps(z) = 2x° — 22z* +
6023 + 11222 — 704z + 768 i odredite njenu kratnost. Da provjerimo je i x = 4

nultocka polinoma i da provjerimo kratnost nultocke, potrebno je na Ps primijeniti
potpuni Hornerov algoritam za a = 4 sve dok su koeficijenti t; = 0.
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2 —23 60 112 —704 768
12| —2214-2=] 60—-4 -14= T12+4 4= | —704+4-128= | 768 —4-192 =
2 —14 4 128 —192 0
12| —14+4-2= 1-—4-6= 1298 —4-20= | —192+4-48 =
2 -6 —20 48 0
T2 | 6+4-2= | —20+4-2= | 48—4-12=
2 2 —12 0
1|2 2+4-2= —12+4-10 =
2 10 28 # 0

Iz tablice vidimo da je tg = t; =t = 01 t3 # 0 Sto znadi da je x = 4 nultocka
kratnosti 3. Stovise, iz Getvrtog retka mozemo ocitati da je polinom Ps(z) djeljiv
sa (z —4)3 i da vrijedi Ps(x) = (z — 4)3(22% + 2z — 12).

U nekim slucajevima nultocke polinoma mozemo odrediti koriste¢i Hornerov
algoritam i slijede¢i teorem.

Teorem 1. Ako normirani polinom s cijelim koeficijentima ima racionalnih
nultocaka, one su djeljitelji slobodnog koeficijenta.

U slucaju kada polinom nije normiran mozemo ga supstitucijom svesti na normi-
rani polinom, tj. na polinom sa vode¢im koeficijentom 1.

Primjer 6. Odredimo nultocke polinoma Py(z) = z*+2%—822—2r+12. Prema
Osnovnom teoremu algebre ovaj polinom ima 4 nultocke. Potrazimo prvo racionalne
nultocke, bududi da je polinom normiran nultocke trazimo medu djeljiteljima broja
12, a to su brojevi: +1, £2, +3, +4, +6, +12.

Izracunajmo Hornerovim algoritmom vrijednost Py(2).

1 1 -8 —2 12
2|1=|1421=| 8+42-3=|-2-2-2=|12-2-6=
1 3 —2 —6 0

Dakle, P4(2) =01 Py(z) = (z — 2)(2® + 32? — 22 — 6). Neka je P3(x) = 23 + 322 —
2z —6. Po prethodnom teoremu racionalne nultocke polinoma Ps(z) se nalaze medu
brojevima +1, +2, +3, £6. Odredimo vrijednost P3(—3).

1 3 —2 —6
3|1=|3-3-1=| 2-3-0=| 6+3-2=
1 0 —2 0

Dakle, P3(—3) = 0i P3(z) = (x4 3)(2? — 2), a nultocke od (22 —2) su +v/2. Stoga
imamo nultocke polinoma Py(z) i odgovarajuéu faktorizaciju Py(z) = (z — 2)(x +

3)(z — V2)(z + V2).
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