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Joseph-Louis Lagrange

FRANKA MIRIAM BRUCKLER*

Jedan od najvaznijih matematicara i fizicara iz razdoblja prijelaza iz 18. u 19.
stoljece, Joseph-Louis Lagrange, roden je 25. sije¢nja 1736. u Torinu (Italija), koji
je u to doba bio glavni grad kraljevstva Sardinije. Lagrangea se uglavnom spominje
kao francuskog matematicara, no on je porijeklom veéim dijelom Talijan - ne samo
da je roden u Italiji, ve¢ mu je i krsno ime Giuseppe Lodovico Lagrangia. Imao je
jos desetero mlade brace i sestara, no od njih je samo jedno prezivjelo djetinjstvo.
Tako Talijan, Lagrange je uvijek bio skloniji francuskom dijelu svog porijekla: pra-
djed s oceve strane bio je francuski konjicki kapetan. Lagrangeova obitelj nije bila
bogata jer je otac, zaposlen na relativno visokom ¢inovnickom mjestu, neuspjesnim
financijskim spekulacijama izgubio velike iznose novca. Prema zelji oca, Lagrange
se poceo Skolovati za pravnika. Interes za matematiku pokazao je relativno kasno,
potaknut knjigama iz fizike, te se predomislio i odluc¢io skolovati za matematicara.
Puno godina kasnije rekao je: Da sam bio bogat, vjerojatno se me bih posvetio
matematici. Napredovanje u matematici bilo je vrlo brzo, iako je bio vise-manje
samouk. Prvi matematicki rad objavio je 1754., a potpisao ga je kao Luigi De
la Grange Tournier. Taj rad nije bio niSta posebno i odrazavao je Lagrangeovu
samoukost. Nakon tog se poceo baviti tautokronom, krivuljom koja ima svojstvo
da materijalna tocka koja po njoj klizi do zadane pozicije uvijek dolazi u istom
vremenu, neovisno o pocetnoj poziciji. Vezano za tautokronu dobio je nekoliko
vaznih rezultata koji ¢e biti vazni za razvoj nove matematicke discipline, varijaci-
jskog racuna. Svoje rezultate je poslao Euleru, koji je bio vrlo impresioniran. Iako
samouk i samo 19 godina star, Lagrange je nakon toga 1755. dobio mjesto profesora
matematike u Kraljevskoj artiljerijskoj skoli u Torinu.

Nakon pocetnog uspjeha, Lagrangeov interes se dalje usmjerio prema primje-
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nama diferencijalnog i integralnog racuna u mehanici. Godine 1756. imenovan
je ¢lanom berlinske Akademije znanosti, a godinu poslije bio je suosniva¢ jedne
znanstvene udruge u Torinu, koja je objavljivala znanstveni ¢asopis Mélanges de
Turin. U tom je casopisu Lagrange objavio vise svojih radova. Jedan od najvazni-
jih medu njima je studija o Sirenju zvuka, kojom je ostvario vazan doprinos u teoriji
vibracija. Matematicki dio njegova modela sastojao se u sustavu diferencijalnih
jednadzbi. Kasnije je objavio i niz drugih primjena diferencijalnih jednadzbi, pri-
mjerice u mehanici fluida i prouc¢avanju orbita Jupitera i Saturna. Karakteristicno
je da je Lagrange za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi razvio vlastite metode. U
idu¢ih par godina odbio je punude elitnijeg berlinskog sveucilista jer mu je rad u
Torinu omogucavao da se u miru posveti znanosti. Ipak, u jednom trenutku, 1766.,
dobio je toliko velikodusnu ponudu da je nije mogao odbiti te je 6. studenog 1766.
naslijedio Eulera kao direktor matematike na berlinskoj Akademiji znanosti. Iduce
godine ozenio se rodakinjom, Vittoriom Conti. Nisu imali djece, a u jednom pismu
d’Alembertu je naveo da ih nije zelio imati. U Berlinu je Lagrange proveo 20 go-
dina i za to vrijeme osvojio vise nagrada pariske Akademije znanosti. U kasnijem
razdoblju boravka u Berlinu Lagrangeovo je zdravlje, a i zdravlje njegove supruge,
bilo slabo. Supruga mu je umrla 1783., a tri godine kasnije umro je i njegov veliki
zaStitnik, car Friedrich II. Pozicija u Berlinu za Lagrangea tako nije vise bila idealna,
a i klima mu nije odgovarala, te je od niza ponuda, veéinom za povratak u Italiju,
odabrao odlazak u Pariz na mjesto ¢lana Akademije znanosti. U Pariz odlazi 18.
svibnja 1787. i tu je ostao do kraja svoje karijere. Tu je 1788. objavio i svoje naj-
znamenitije djelo, napisano u Berlinu: Mécanique analytique. U tom je djelu sazeo
svu mehaniku nakon Newtona i potpuno je matematicki reformulirao koristeéi dife-
rencijalne jednadzbe. Time je klasicna Newtonova mehanika transformirana u vise
matematicku Lagrangeovu mehaniku.

Poznato je da je Lagrange bez vecih nevolja prezivio razdoblje francuske revolu-
cije, vjerojatno zahvaljujudi svojoj filozofiji koju je izrazio recenicom: Vjerujem da
je, opcenito, jedan od glavnih principa svakog mudrog covjeka da se strogo podvrgne
zakonima drZave u kojoj Zivi, cak i ako su merazumni. U tom je razdoblju bio
¢lan odbora Akademije znanosti za standardizaciju mjera (1790.), koji se zalagao
za metricki sustav i decimalni brojevni sustav. U toj komisiji bilo je zahtjeva za
koristenjem baze 12, na sto je Lagrange ironi¢no zastupao koristenje baze 11.

Godine 1792. Lagrange se ponovno ozenio, ovaj put s kéeri jednog od kolega s
Akademije. Zanimljivo je, bar se tako prenosi u veéini izvora, da je ta mlada i lijepa
djevojka bila jos teenager i zaljubila se u njega, vjerojatno potaknuta njegovom
povucenom i pomalo tuznom osobnosc¢u, te da je upravo ona bila ta koja je inzistirala
na vjencanju. Ovaj Lagrangeov brak bio je vrlo sretan, no ni u njemu nije imao
djece.

U doba jakobinskog terora, 1793., ukinuta je Akademija, a odbor za standardiza-
ciju mjera bio je jedino tijelo Akademije koje je smjelo nastaviti s radom. Lagrange
je postao predsjednik tog odbora, dok su iz istog izbaceni mnogi drugi istaknuti
znanstvenici, primjerice Lavoisier i Coulomb. Kemicar Lavoisier je ujesen iste go-
dine intervenirao u korist Lagrangea, kad je vlada zahtijevala hapsenje svih stranaca
rodenih u neprijateljskim zemljama i konfiskaciju njihove imovine. Za Lagrangea je
napravljen izuzetak, ali je pol godine kasnije, u svibnju 1794., Lavoisiera nakon niti
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jednodnevnog sudenja revolucionarni sud osudio na smrt. Lagrange mu nije mogao
pomodi, a prilikom giljotiniranja Lavoisiera rekao je: Trebao je samo trenutak da
ova glava padne, a nece biti dovoljno ni sto godina da se stvori njoj sliéna.

Kad je u prosincu 1794. osnovana znamenita skola Ecole Polytechnique, Lagrange
je postao prvi profesor matematicke analize na njoj. Iduce godine osnovana je i Ecole
Normale s ciljem obrazovanja ucitelja, a Lagrange je i na njoj predavao. Zanimljivo
je da je Lagrange pri prijelazu u Pariz u potpisanom ugovoru imao klauzulu o
tome da nece predavati, no revolucionarne vlasti su to izmijenile i zahtijevale da
drzi nastavu. Njegova predavanja na navedenim skolama pohadali su neki kasnije
znameniti matematicari, primjerice Fourier, iz ¢ijih zapisa saznajemo da Lagrange
nije bio dobar predavac. U ovom kasnijem razdoblju svog zivota Lagrange je objavio
nekoliko djela iz matematicke analize. Napoleon ga je 1808. imenovao u Legiju casti i
dao mu titulu grofa Carstva. Lagrange je umro u Parizu, 10. travnja 1813. Pokopan
je u pariskom Panthéonu.

Lagrange je ostao najpoznatiji po rezultatima iz matematicke fizike, osobito
mehanike i astronomije, a u ¢istoj matematici posebno se istakao u algebri, teoriji
brojeva i utemeljenju infinitezimalnog racuna.

O posljednjem je zgodno reéi par rijeci. Naime, kad su Newton i von Leibniz
utemeljili infinitezimalni racun, jedna od temeljnih ideja bila je da je koeficijent
smjera tangente u nekoj tocki krivulje kvocijent prirasta vrijednosti u smjeru y-osi
i prirasta vrijednosti u smjeru z-osi kad su ti prirasti vrlo blizu nule, ali razli¢iti od
nule. Kvocijent je bio definiran jer je prirast u nazivniku ipak razli¢it od nule, no u
izvodima se Cesto taj infinitezimalno mali prirast (kad nije dolazilo do dijeljenja s
njime) izjednacavao s nulom. Stoga su suvremenici Newtona i von Leibniza prigo-
vorili da taj ocigledno koristan i primjenjiv racun nije dobro utemeljen, a ostalo je
otvoreno pitanje kako ga formalizirati i precizirati. Pitanje je ostalo dugo vremena
otvoreno, sve do preciznog uvodenja pojma limesa sredinom 19. stoljeca. Jedan od
matematicara koji su se bavili ovim pitanjem bio je Lagrange. Njegova ideja je bila
izbjeéi dijeljenje infinitezimalnih veli¢ina. Lagrange je tako dao idu¢u jednakost
koja opisuje vezu izmedu funkcije f i njene derivacije f’:

flx+h) = flx) +h- f(z)+hV,

gdje je broj V to blizi nuli sto je h blizi nuli. Njegova interpretacija bila je da ta
jednakost znaci da za svaki zadani broj D > 0 postoji dovoljno mali h > 0 takav da
je Vizmedu —D i D. Ovakva definicija je gotovo ista kao moderna, koju je nesto ka-
snije dao Cauchy. Lagrange je do takve definicije dosao pretpostavivsi da se svaka
funkcija moze razviti u red potencija tj. zapisati (na jedinstven nacin) u obliku
konacne ili beskona¢ne sume (po n) ¢lanova oblika a, (z — ¢)™, gdje je ¢ konstanta.
Taj pristup je bio posljedica uvjerenja da postoji ,,algebra beskonac¢nih suma”, te
je htio infinitezimalni racun svesti na algebru. Naravno, nije istina da se svaka
funkcija moze razviti u red potencija, a postoje i neki drugi matematicki problemi
s Lagrangeovom definicijom. Ipak, ona je bila bitan napredak pri preciziranju dife-
rencijalnog ra¢una i zapravo je toc¢na, ukoliko se preciziraju potrebne pretpostavke
i tehnike. Koriste¢i ovu definiciju, Lagrange je - uglavnom to¢no - dokazao niz
teorema matematicke analize, medu inim i znameniti Lagrangeov teorem sre-
dnje vrijednosti, koji je vjerojatno njegov najpoznatiji matematicki rezultat. Taj
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teorem je jedan od osnovnih teorema u matematickoj analizi, no moguce ga je
(poluprecizno) izreéi i bez koristenja pojma derivacije: ukoliko imamo graf neke
glatke funkcije (dakle, graf je u jednom komadu i nema nikakvih ,siljaka”), onda
ukoliko uzmemo bilo koje dvije tocke na tom grafu i spojimo ih pravcem postoji
tocka izmedu njih u kojoj je tangenta na graf paralelna tom pravcu:

.
v

Danas po Lagrangeu puno matematickih pojmova nosi ime. Spomenimo samo
neke. Lagrangeov operator je funkcija koja opisuje stanje dinamickog sustava
i radi se o razlici operatora kineticke i potencijalne energije. Ako je poznat La-
grangeov operator za sustav, mogu se odrediti jednadzbe gibanja Cestica u sustavu.
Lagrangeovi interpolacijski polinomi su jedan od oblika polinoma najmanjeg
stupnja (n — 1) kojemu su zadane vrijednosti u n razli¢itih vrijednosti varijable.
Primjerice, za tri zadane vrijednosti f(0) = 2, f(1) = 11 f(4) = 5 postoji totno
jedan polinom f stupnja dva, dakle kvadratna funkcija, s tim svojstvom (zovemo je
interpolacijskim polinomom). Ta kvadratna funkcija u Lagrangeovom obliku dobije
se kao zbroj 3 (opéenito: n) ¢lanova oblika konstanta puta Lagrangeov bazni poli-
nom. Svaki od tih ¢lanova je pridruzen po jednoj od zadanih vrijednosti f(x;) = y;.
Konstanta u opisanom ¢lanu jednaka je vrijednosti y;, a Lagrangeov bazni polinom

je produkt svih moguéih élanova oblika ——% za j # i. Primijetimo da je svojstvo
J

Tr;—x
Lagrangeovih baznih polinoma da imaju vrijednost nula u pripadnom x;-u. Tako
za nas primjer imamo:

o (x—1)(x—4) 1

1 =0: 2~(0_1)(0_4)—§(x—1)(x—4) (1)
L (x—0)(x—4) 1

xg=1: 1~(1_0)(1_4)——§x(x—4) (2)
o (x=0)(x—1) 5

x3=4: 5~(4_0>(4_1) Ex(x—l) (3)
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Ukupni Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma sad je

1 1 5
flx) = 2(3: D(x—4) 3x(x 4)+ 12x(x 1).
Uvrstavanjem x = 0, 1,4 lako se provjeri da f stvarno postize zadane vrijednosti.

Po Lagrangeu osim veé¢ spomenutog teorema srednje vrijednosti ime nosi jos
nekoliko teorema. U algebri je poznat Lagrangeov teorem koji kaze da u konac¢noj
grupi G broj elemenata svake njene podgrupe dijeli broj elemenata od G. Pritom,
grupa je skup opskrbljen nekom operacijom koja iz dva elementa grupe ,,stvara” neki
element iz tog istog skupa, pri éemu trebaju vrijediti neka lijepa svojstva operacije!.
Primjerice, gledamo li sva preslikavanja koja kvadrat preslikavaju na njega samog
tako da rezultat ne mozemo razlikovati od pocetnog oblika (tzv. simetrije kvadrata),
onda ta preslikavanja (npr. rotacija oko sredista kvadrata za 90°, zrcaljenje obzirom
na dijagonalu ...) uz operaciju ,uzastopnog izvodenja’ ¢ine grupu (ako uzastopno
izvedemo takva dva preslikavanja onda i ukupni rezultat ne mozemo razlikovati od
originala) i ta grupa se zove grupa simetrija kvadrata. Podgrupa je podskup grupe
koji je i sam grupa obzirom na istu operaciju. Tako recimo u gornjem primje-
ru, ako gledamo samo rotacije oko sredista, imamo 4 neekvivalentne (rotacije za
0°,90°,180°,270°) i one ¢ine podgrupu grupe simetrija.

Lagrangeov teorem u teoriji brojeva kaze da postoji najvise n prirodnih
brojeva izmedu 0 i p takvih da je f(x) djeljiv s p, gdje je p prost broj, a f polinom
stupnja n s cjelobrojnim koeficijentima. U teoriji brojeva poznat je i Lagrangeov
teorem o Cetiri kvadrata (1770.) koji kaze da svaki prirodan broj mozemo za-
pisati kao zbroj najvise cetiri kvadrata prirodnih brojeva. Lagrange je prvi dokazao
(1771.) i teorem poznat kao Wilsonov teorem: prirodan broj n je prost to¢no
ako je (n — 1)! 4+ 1 djeljiv s n.
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LOperacija koja definira grupu treba biti asocijativna, mora postojati neutralni element i svaki
element mora imati inverz.






