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Sazetak

U radu se analizira uloga memorije u modelu odredivanja cijena s heterogenim uvje-
renjima. Posebice je proucavan nacin na koji memorija u mjeri prilagodbe utjece na sta-
bilnost evolucijskih adaptivnih sustava i opstanak tehnickog trgovanja. Kako bi se stekao
uvid u promatranu problematiku, analizirana su dva slucaja: dihotomni slucaj fundamen-
talista protiv kontrasubjekata i trihotomni slucaj fundamentalista protiv uvjerenja suprot-
nih pristranosti. Ustanovljeno je da poveéanje snage memorije stabilizirajuce djeluje na
dinamiku sustava. No ono ne moze eliminirati Spekulativno ponasanje trgovaca u zelji za
kratkorocnim profitom. Nadalje, ¢ini se da suprotne pristranosti, cak i kad ne postoje tros-
kovi fundamentalista, ne vode kaoticnoj dinamici. Cini se kako su potrebna (jaka) uvjere-
nja ekstrapolatora trenda da bi se potaknule kaoticne fluktuacije cijena imovine.

Kljucne rijeci: vrednovanje imovine, pristrana uvjerenja, kontrasubjekti, mjera pri-
lagodbe, fundamentalisti, heterogena uvjerenja, snaga memorije, stabilnost

1. Uvod

Modeli heterogenih ekonomskih subjekata postoje u raznim podrucjima ekonomske
analize poput modela preklapajucih generacija, modela tecaja, modela monetarne politi-
ke te modela socioekonomskog ponasanja. Ipak, ¢ini se da je podrucje s najsustavnijim
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i mozda najperspektivnijim nelinearnim dinamic¢kim pristupom upravo model odrediva-
nja cijene imovine. Doprinosi radova Brock i Hommes (1998), LeBaron (2000), Hom-
mes i sur. (2002), Chiarella i He (2002), Chiarella, He i Zhu (2003), Gaunersdorfer, Ho-
mmes i Wagener (2003), Brock, Hommes i Wagener (2005), Hommes, Huang i Wang
(2005) te Hommes (2006) detaljno pokazuju kako jednostavan model vrednovanja imo-
vine moze dovesti do slozene dinamike, te samim time izuzetno otezati prognoziranje
evolucije (razvoja) cijena na trzistima imovine. Osnovni analiti¢ki okvir takvog modela
odredivanja cijene imovine zapravo je primjena razvojne selekcije pravila ocekivanja na
financijskom trzistu. Tu su selekciju uveli Brock i Hommes (1997a), a naziva se i susta-
vom adaptivnih uvjerenja.

Kao model u kojemu subjekti imaju sposobnost mijenjanja uvjerenja, sustav adaptiv-
nih uvjerenja u terminima standardnog odredivanja cijene imovine diskontiranjem vrijed-
nosti zapravo je izveden iz MV (mean variance) optimizacije te proSiren na slu¢aj hete-
rogenih uvjerenja (Hommes, 2006:47). Isti se moze formulirati u terminima odstupanja
od osnovnog benchmarka, te se moze koristiti u eksperimentalnom i empirijskom testira-
nju odstupanja od benchmarka racionalnih o¢ekivanja. Subjekti su ograni¢eno racionalni,
djeluju neovisno jedan o drugome te svoje prognoze ili investicijske strategije temelje na
vlastitim relativnim rezultatima. Takav sustav podrazumijeva aktivno ucenje i prilagoda-
vanje, a njegova je osnovna odrednica prirodena heterogenost (LeBaron, 2002). Drugim
rije¢ima, to znaci da se trziSta mogu kretati od perioda u kojima se podrzavaju razlicite
skupine uvjerenja, do onih u kojima se ta ista uvjerenja i strategije odbacuju te je njiho-
vo pojavljivanje vrlo rijetko.

Mjesavina razlicitih tipova aktera na financijskom trzistu vodi do razlicitih dinamika
koje predocuju neka stilizirana kvalitativna obiljezja zapaZena u praksi na financijskim
trzistima (Campbell, Lo i MacKinlay, 1997; Johnson, Jefferies i Hui, 2003). Primjerice,
rijeC je o stalnosti, tj. nepromjenjivosti cijena imovine, nepredvidivosti povrata na dnev-
noj razini, dugoro¢nom vracanju cijena na njihovu prosjecnu razinu, izrazitoj volatilnosti,
grupiranju razdoblja povecane volatilnosti u skupine te distribuciji povrata imovine zao-
bljenijoj od normalne. Jedna od bitnijih spoznaja na tom podrucju dosad jest da je nepra-
vilno i kaoti¢no ponasanje uzrokovano racionalnim izborom strategija predvidanja unutar
ograniceno racionalnog okvira. Ono takoder iskazuje kvantitativna obiljezja fluktuacija
cijena imovine koje su zapazene na financijskim trzistima. Naime, zbog razlika u uvjere-
njima ti modeli generiraju trajno velik opseg trgovine, koji je u suprotnosti s teoremom o
nepostojanju trgovine u modelu racionalnih ocekivanja. Stoga dijelovi razlicitih strategija
trgovanja fluktuiraju tijekom vremena i jednostavna tehnicka pravila trgovanja mogu op-
stati u evolucijskom natjecanju. U prosjeku tehnicki analitiCari mogu Cak i zaraditi profit
usporediv s onim §to ga zarade fundamentalisti ili trgovcei vrijednosti.

Novija literatura o modelima odredivanja cijene imovine fokusira se uglavnom na
utjecaj heterogenosti uvjerenja na trzisnu dinamiku i stabilnost u standardnom sustavu
adaptivnih uvjerenja?, te na mogucnost opstanka takvih “iracionalnih” $pekulanata. Me-
dutim, mnoga krucijalna pitanja vezana za same temelje modela odredivanja cijene i te-
oretska razmatranja koja stoje iza njega ostaju otvorena. Jedno od tih pitanja vezano je

2 Takav su model razradili Brock i Hommes (1997a).
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za vremenske horizonte investitora, tj. za njihove perspektive planiranja i vrednovanja.
Naime, dosad je vrlo slabo objasnjeno kako memorija, tj. udio proslih informacija koje
ekonomski subjekti kao donositelji odluka uzimaju u obzir, utjecu na stabilnost evolucij-
skih adaptivnih sustava i opstanak tehnickog trgovanja.

LeBaron se (2002) koristio simuliranim financijskim trzistima utemeljenim na indivi-
dualnim trzi$nim subjektima, koji se vode relativno jednostavnim pravilima ponasanja Sto
se s vremenom dograduju. U biti, vrijeme i jest esencijalno obiljezje tog modela. LeBa-
ron je zelio dokazati da se osoba koja svijet vidi stacionarnim, nepromjenjivim pri formi-
ranju vlastitih uvjerenja treba sluziti svim dostupnim informacijama. Nasuprot tome, ako
osoba vidi svoje okruzenje kao konstantno mijenjajuce, preporucljivo se koristiti serija-
ma s manjim brojem proslih podataka. Stoga se upravo objasnjena dvojba promatra kao
evolucijski izazov pri kojemu se subjekti s dugotrajnim pamcenjem, koriste¢i se mno-
gim proslim podacima, suprotstavljaju onima s kratkoroénim pamc¢enjem u borbi za tr-
zi$nu dominaciju. Pokazalo se da subjekti s kratkoro¢nom perspektivom utjeu na trziste
u smislu poveéanja volatilnosti prinosa, ali i da stvaraju evolucijski prostor u kojemu oni
sami mogu prosperirati. Promjena populacije ka subjektima s dugoro¢nijom memorijom
dovela je do konvergencije strategija. Memorija ili, bolje receno, njezin nedostatak, po-
kazao se vaznim aspektom koji sprecava konvergenciju trzista i eliminaciju “iracional-
nih”, $§pekulativnih strategija.

Honkapohja i Mitra (2003) dobili su rezultate analize dinamike adaptivnog uc¢enja u
slucaju kad pravilo ucenja ima konac¢nu memoriju i slu¢ajni Sokovi sprecavaju konver-
genciju prema ravnotezi racionalnih o¢ekivanja. Autori su se fokusirali na ucenje kao
stohasticku dinamicku ravnotezu. lako se njihov rad ne odnosi na okruzenje heterogenih
subjekata, dobiveni su rezultati zanimljivi i u kontekstu ovog rada. Njihov osnovni do-
prinos jest tzv. nacelo stabilnosti ocekivanja, koje ima bitnu ulogu i u modelu potpunog
ucenja (Evans i Honkapohja, 2001). To nacelo ne gubi na znacajnosti ni u analizi nepot-
punog ucenja, ali poprima novi oblik. U modelima koje su navedeni autori analizirali sta-
bilnost ocekivanja jamcila je stacionarnost dinamike ekonomije ucenja, kao i nepristra-
nost predvidanja.

Chiarella, He i Hommes (2006) predlozili su model dinamickoga financijskog trzista
u kojemu se potraznja za trgovanom imovinom u sklopu ograni¢ene racionalnosti moze
dekomponirati na potraznju fundamentalista i na onu tehnickih analitiara. Potraznja po-
sljednjih pritom je odredena razlikom izmedu tekuce cijene i (dugoro¢noga) pomicnog
prosjeka cijena. Proucavanjem dinamike pomic¢nog prosjeka cijena otkrili su da poveca-
nje vremenskog pomaka pomicnog prosjeka moze destabilizirati inace stabilan sustav te
dovesti do slozenoga, pa ¢ak i do kaoti¢nog ponasanja. Analiza odgovarajuc¢ega stohastic-
kog modela objasnila je razlicite trzisne fenomene poput privremenih napuhavanja cijena
(bubble), iznenadnih slomova trziSta, otpornosti cijena ili pak promjene razine cijena.

Cilj ovog rada jest odrediti polazista za kompetentnu i kriticku teoretsku analizu utje-
caja memorije u jednostavnome, analiticki lako obradivome modelu odredivanja vrijedno-
sti imovine s heterogenim uvjerenjima. Stoga ¢e biti analiziran u¢inak povecanja memo-
rije u mjeri prilagodbe evolucijskim adaptivnim sustavima te priroda njegovih posljedica
na opstanak tehnickog trgovanja. Radi odbacivanja ili prihvac¢anja hipoteze rada, prove-
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dena je adekvatna kvalitativna i numericka analiza. Dakle, najprije ¢e model odredivanja
cijene imovine biti prosiren za pretpostavku ukljucivanja memorije. Time ¢e, ako bude
moguce, biti pokriveni neki osnovni aspekti financijskih trzista: 1. dualni slucaj funda-
mentalista protiv kontrasubjekata3, 2. trihotomni slu¢aj fundamentalista protiv uvjerenja
suprotnih pristranosti. Dopunjavajuci analizu stabilnosti teorijom lokalnih bifurkacija, bit
¢e moguca i numericka analiza utjecaja dodavanja razlicitih koli¢ina memorije mjeri pri-
lagodbe na stabilnost standardnog modela odredivanja cijene imovine, kao i na opstanak
tehnickog trgovanja. Stoga ¢e biti moguca i lokalna i globalna analiza stabilnosti za razli-
¢ite kombinacije tipova trgovaca.*

Slijedi kratak pregled rada. U drugom poglavlju izlozen je model odredivanja cijene
imovine s heterogenim uvjerenjima koji dopusta endogene evolucijske promjene strategi-
ja. Time Ce biti osigurani temelji za analizu ekonomskih fluktuacija i implicirajucih pra-
vila vezanih za formuliranje o¢ekivanja. Pritom ¢e biti naglasena uloga memorije u mjeri
prilagodbe i moguce posljedice na ishod modela. U 3. i 4. poglavlju bit ¢e kvalitativno i
numericki analizirana dva spomenuta slucaja. Takoder ¢e biti izloZeni osnovni rezultati
ispitivanja ucinaka razlicitih tipova trgovaca na trziSnu stabilnost, zajedno s rezultatima
analize u¢inaka promjene memorije na trzi$na kretanja razlicitih ekonomskih kategorija.
U posljednjem ¢e poglavlju biti sazeti osnovni zakljuéci rada.

2. Model heterogenih subjekata

Sustav adaptivnih uvjerenja temelji se na mehanizmu koji promatra interakciju izme-
du skupina razlicitih tipova trgovaca te razliku izmedu fundamentalnih (osnovnih) i stvar-
nih cijena. Financijska su trzista, dakle, promatrana kao evolucijski sustavi, pri cemu su
fluktuacije cijena potaknute evolucijskom dinamikom medu razli¢itim shemama ocekiva-
nja. Pocetni istrazivacki rad na tom podrucju potaknuli su Brock i Hommes (1997a), koji
su pokusali pomiriti dvije glavne struje u objasnjavanju ekonomskih fluktuacija — neo-
klasi¢nu i kejnezijansku (Hommes, 2006:1-5), te objasniti osnovna pravila u formuliranju
oc¢ekivanja. Kako bismo teoretski analizirali taj problem, opisat ¢emo jednostavan i ana-
liticki lako primjenjiv model odredivanja cijene imovine, kakav su uveli i Brock i Hom-
mes (1998). Model se moze dekomponirati na dva simultana dijela: odredivanje sadasnje
vrijednosti imovine i evolucijsku selekciju strategija. Oni ¢e zajedno rezultirati ravnotez-
nom jednadzbom odredivanja cijene i jednadzbom frakcija tipova uvjerenja. Takoder ¢e
biti istaknuto gdje memorija ulazi u model u mjeri prilagodbe (i u pravilima ocekivanja)
i na koji bi nacin eventualno mogla utjecati na analizu.

2.1. Odredivanje sada$nje vrijednosti imovine

Promatrani se model sastoji od jedne rizi¢ne i jedne nerizi¢ne imovine. Ponuda po-
sljednje imovine savrSeno je elasti¢na pri bruto povratu R, gdje je R = I+ r. Pritom 4 ra-
zli¢itih tipova investitora ima razliita uvjerenja o uvjetnom ocekivanju i uvjetnoj vari-
janci varijabli koje se modeliraju, i to na temelju javno raspolozivih informacija o pros-

3 To su pobornici tzv. contrarian investicijske strategije, koja zagovara ponasanje suprotno od psihologije mase,
¢iji je modus operandi kupovanje kad svi ostali pani¢no prodaju i oprez kad svi ostali eufori¢no kupuju.
4 Trgovac imovinom na trzitu kapitala (engl. trader)
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lim cijenama i dividendama. Dio sustava adaptivne potraznje koji se odnosi na odrediva-
nje sadasnje vrijednosti imovine sluzi za modeliranje svakoga pojedinog tipa investitora
u obliku kratkoro¢nog mean variance maksimizatora o¢ekivane potraznje za bogatstvom,
E, W, ito zariziCnu imovinu:

Eh,zVVHl = REh,zVVz +(pz+1 +yz+1 _sz)zh,z > (l)

pri cemu je p,cijena (bivSa dividenda) u vremenu # po dionici rizi¢ne imovine, a y, pro-
ces koji se odnosi na nezavisnu, jednako distribuiranu (n.j.d.) dividendu rizi¢ne imovine
u vremenu ¢. Veli¢ina z,, odnosi se na broj dionica Sto ih je u vremenu ¢ kupio ekonom-

ski subjekt tipa &, dok je R ,, = p,., + »,., — Rp, prekomjerni povrat. Kako bi se provela
kratkorocna mean variance maksimizacija ocekivane potraznje za bogatstvom za rizi¢nu
imovinu tipa 4, potrebno je pronaci z,, koji rjeSava:

1
max_,m {Eh,tI/VHI _Eth,zVVrH } (2)
Stoga vrijedi:

- Eh,tl:pﬁ-l R _Rpr] _ 1
" th,r I:pH] +yt+1 - Rpt] ac

2 Eh,t I:pt+l +yt+l _Rpt:l 5 (3)

pri ¢emu je E, W, , uvjerenje o oCekivanoj vrijednosti bogatstva u vremenu ¢ +1, uvje-
tovano na sve javno dostupne informacije u vremenu ¢, i to za trgovca tipa 4. Uvjerenje

o0 uvjetnoj varijanci jest ¥, W,,,, a postoji i faktor rizika k = Pretpostavlja se da su

=
ac
uvjerenja o uvjetnoj varijanci prekomjernog povrata konstantna i jednaka za sve jednake
tipove investitora, tj. ¥, ,= 0 . Takoder se polazi od pretpostavke da sve trgovce karakte-
rizira averzija na rizik, dana parametrom q, koji je konstantan kroz vrijeme.

Rjesavanje tog problema optimizacije dovodi do broja dionica Sto su ih kupili razli-
Citi tipovi subjekata, ¢ime je moguce trazenje ravnoteze izmedu konstantne ponude rizic-
nih imovina po trgovcu z* i zbroja potraznji:

H
znh,tkEh,t I:pr+1 + Vi _sz—l = ZSs (4)
=1

gdje je n,, udio trgovca tipa /2 od ukupno H tipova u vremenu ¢, te vrijedi da je zhH:l n, =1,

Cijena rizi¢ne imovine odredena je ¢iS¢enjem trzista, Sto se moze vidjeti ako se jed-
nadzba (4) reformulira u oblik:

5 Gaunersdorfer je (2000) istrazivao slu¢aj promjenjive varijance te je podupro pretpostavku o konstantnoj i
homogenoj varijanci.
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H
Rpt = znh,tEh,t I:pzﬂ + yt+1:| —ao ZZSs (5)
h=1

gdje je ao?zs premija na rizik. Rijec je, zapravo, o dodatnoj koli¢ini novca koju trgovci
dobiju za drzanje rizi¢ne imovine. Trgovci ¢e kupiti rizi€nu imovinu samo ako je njezina
oc¢ekivana vrijednost veca ili jednaka ocekivanoj vrijednosti nerizi¢ne imovine. Kako je
ishod kupovine rizicne imovine neizvjestan, uz nju se veze premija na rizik.

U najjednostavnijem primjeru n.j.d. dividendi sa srednjom vrijednosti y, uz pretpo-

s.ta.vku (.1a trgovm imaju ispravna uvjerenja o dividendi, tj. Eh' .., |= y, trzi$na cijena
rizi¢ne imovine p, u vremenu ¢ bit ¢e odredena prema formuli:

H
Rp, =3 m,E, [ pl+y-ac’z +g, (6)

h=1
gdje je ukljucen bijeli Sum ¢, , koji oznacava slucajne fluktuacije ponude rizi¢nih dioni-

ca. Promotri li se poseban slucaj s konstantnom ponudom drugih dionica jednakom nuli,
tj. z# = 0, vrijedit ¢e:

H
Rpt = Znh,tEh,t |:pt+l:| +.)7+8)"
h=1

Ako se pak umjesto toga razmotri model s homogenim uvjerenjima bez $uma, u ko-
jemu su svi trgovci racionalni, cjenovna ¢e jednadzba biti pojednostavnjena na oblik:

Rpt =Et I:pt+1]+j}_agzzs' (7)

U ravnoteznom stanju o¢ekivana ¢e cijena biti jednaka osnovnoj. Spomenuta osnovna
cijena rizicne imovine p* u slucaju homogenih uvjerenja bit ¢e izvedena iz izraza:

Rp*= p* +y—ac’z'. (8)

Nametanjem uvjeta transverzalnosti izrazu (7) s beskona¢no mnogo rjesenja rezulti-
rat ¢e iskljucivanjem bubble rjeSenja (cf. Cuthbertson, 1996), te ¢e izraz (8) imati samo
jedno rjesenje. Na temelju toga moguce je odrediti temeljnu cijenu te diskontiranu sumu
oc¢ekivanih vrijednosti buduc¢ih dividendi:

p*=ﬁ[}7—a022“}. 9)

Pojednostavnjivanjem temeljne cjenovne jednadzbe za slucaj n.j.d. procesa dividendi

s konstantnim uvjetnim o¢ekivanjem moguce je dobiti standardnu benchmark fundamen-

talnu vrijednost, tj. p* = Z, koja ¢e biti primijenjena u daljnjem dijelu rada.
r
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Uzevsi u obzir odgovarajuci oblik heterogenih uvjerenja o buduéim cijenama, tj.
uklju¢ivanjem u model deterministicke funkcije, koja se razlikuje za sve tipove trgova-
cai glasi:

Eh,r [pnl:l = Ez I:pztl:l + Eh,z I:le] = pz*+1 + fh (xz—lr'“r xt—L)’

zapravo ograni¢avamo uvjerenja o sljede¢em odstupanju tekuce od cijene fundamentalne,
x,, na deterministicke funkcije proslih odstupanja od fundamentalne cijene:

E,, [pm]: P* AL (e X)), (10)

gdje je L broj vremenskih pomaka uzet u obzir za prosle informacije. Kako deterministic-
ka funkcija u pravilu oc¢ekivanja ovisi o prethodnim odstupanjima cijena, takav se korak
zapravo moze shvatiti i kao uklju¢ivanje memorije u model. Buduéi da ukljuéivanje vise
prethodnih odstupanja cijena povecava dimenzije sustava i njegovu kompleksnost, ono
dosad uglavnom nije bilo koristeno. Stoga se ovaj rad, kad se u model uklju¢i samo jedan
vremenski pomak u memoriji u pravilu o¢ekivanja, tj. f, (x, ), fokusira upravo na memo-
riju u mjeri prilagodbe. -

Uzevsi u obzir da vrijedi p,*= X, ravnotezna se cjenovna jednadzba (5) konacno

B
moze reformulirati u terminima odstupanja od temeljne cijene, x, = p, — p*:
H H
R‘xl = Znh,th,t I:le:I = Z nh,z/{h,t' (1 1)
h=1 h=1

Konkretni oblik deterministicke funkcije u prognoziranju ili pravilu oéekivanja zapra-
vo je determinanta razliCitih tipova heterogenih subjekata u sustavu adaptivnih uvjerenja.
Opcenito, razlikujemo dva osnovna tipa investitora: fundamentaliste i tehnicke analitica-
re. Fundamentalisti svoja uvjerenja temelje na pretpostavci da je cijena imovine odrede-
na isklju¢ivo njezinom fundamentalnom (temeljnom) vrijednoscu hipoteze efikasnog tr-
zista (Fama, 1991), odnosno sadasnjom vrijednos¢u niza buducih dividendi. Budu¢i da
fundamentalisti nemaju nikakvih spoznaja o drugim uvjerenjima i frakcijama, vrijedi f, ,
= 0. Stvarni financijski podaci pokazuju da fundamentalisti imaju stabilizirajué¢i ucinak
na cijene (De Grauwe and Grimaldi, 2000).

Tehnicki su analiticari®, pak, uvjereni kako realne cijene imovine nisu potpuno deter-
minirane temeljnom cijenom, ve¢ se mogu predvidjeti na temelju kretanja proslih cijena.
Ovisno o cilju analize, moguce je razdvojiti (Ciste) fundamentaliste s pravilom ocekiva-
njaf,, = g,x,.,; g, > 0, (Ciste) kontrasubjekte s pravilom o¢ekivanjaf,, = g,x,,; g, < 0, te
(Ciste) subjekte s pristranim uvjerenjima, s pravilom ocekivanja f, , = b,. Pritom je g, trend,
a b, pristranost trgovca tipa 4 (razlika izmedu p* i trgovceva uvjerenja o p*).

6 Uvrijezen je i engl. naziv chartists, za koji ne postoji adekvatan hrvatski termin.
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2.2. Evolucijska selekcija strategija

Kako bismo razumjeli dinamiku frakcija tipova trgovaca, nuzno je razmotriti odgo-
varajuce formulacije realiziranoga prekomjernog povrata R, iz jednadzbe (1) te potraznju
razlicitih tipova trgovaca, z,, , ,, definiranu izrazom (3).

Uzevsi u obzir prirodu procesa dividendi y, = ¥ +9, s konstantnim uvjetnim oéeki-
vanjem, y = E |y, 1], te pretpostavljenom distribucijom &, : IIDN(0,) 9%, mozemo for-
mulirati jednadzbu profita svakoga pojedinog tipa trgovca u svakom periodu. Rijec je,
naime, o produktu realiziranoga prekomjernog povrata i broja dionica kupljenih od tr-
govca tog tipa:

Tpe = RrZh,t—l _Ch = (pt TV _Rpt—l) kEh,z—l I:pt TV _Rpr—l] _Ch> (12)

pri ¢emu su C,, troskovi koje trgoveima namece primjena strategije 4. Unatoc ¢injenici da
takav korak ¢ini model nesto slozenijim, za odredivanje tipa trgovca bit ¢e upotrijeblje-
ni upravo troskovi. Naime, logicno je da ¢e troskovi strategije trgovca rasti s povecanjem
broja informacija koje se u njoj koriste.

Prikladno je reformulirati jednadzbu profita razli¢itih tipova trgovea u terminima od-
stupanja od fundamentalne cijene:

T = (xz - in—1+ 61) kEhJ—l [xz _R‘xz—l:l_ Ch' (13)
Time se funkcija prilagodbe, tj. mjera uspjes$nosti svakoga pojedinog tipa trgovca,
moze definirati u terminima njegova realiziranog profita. Preciznije, moze se definirati

kao ponderirani zbroj realiziranih profita, tj. zbroj tekucih realiziranih profita i udio pros-
le prilagodbe, koja se pak definira kao prosli realizirani profiti:

Uh,t = WUh,t—l + (I—W) nh,t’ (14)
gdje su tekudi realizirani profiti definirani u sljede¢emu, konacnom obliku:

Tch,z =k (x1 - Rx/—l )(.f;z,z—l - R‘xt—l) - Ch' (15)

Funkcija prikladnosti za U, , = 0 takoder moZe biti revidirana u ovom obliku s ekspo-
nencijalno padaju¢im ponderima:

U= w’_l(l —-Ww) T +wi? (1-w) T+t w (1-w) Ty + (1-w) Ty,

Ravnotezna jednadzba vrednovanja pritom je definirana kao zbroj umnozaka frakcija
pojedinih tipova trgovaca i njihovih deterministickih funkcija. U slucaju ravnotezne jed-
nadzbe vrednovanja prilagodbe ulaze u sustav adaptivnih uvjerenja prije nego $to je opa-
zena ravnotezna cijena. To je prikladno za analiziranje modela vrednovanja imovine kao
eksplicitne nelinearne diferencijske jednadzbe. Iako se nelinearna dinamika vrednovanja
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imovine moze modelirati kao deterministic¢ki 1 kao stohastic¢ki proces, samo posljednji
omogucuje istrazivanje utjecaja Suma na dinamiku odredivanja cijene.

Udio prosle prilagodbe u mjeri uspjesnosti izrazava se parametrom w; 0 <w < 1, koji
se naziva snagom memorije. Kad je vrijednost tog parametra jednaka nuli (w = 0), pri-
lagodba je dana najrecentnijim neto realiziranim profitom. Zahvaljujuéi analitickoj pri-
lagodljivosti, to je najcesce slucaj u postojecoj literaturi o0 modelima odredivanja cijene
imovine s heterogenim subjektima, ali ne i u ovom radu. Naime, osnovni doprinos ovog
rada jest analiza slu¢aja u kojemu je memorija razli¢ita od nule u mjeri prilagodbe. Kad
parametar snage memorije poprimi pozitivnu vrijednost, odredeni udio tekuéih realizi-
ranih profita u nekom danom periodu uzet je u obzir pri izraCunavanju mjere uspjesnosti
u sljede¢em periodu. Naravno, ako navedeni parametar poprimi vrijednost 1, u obzir se
uzima cjelokupno bogatstvo akumulirano do trenutka promatranja.

Jednadzba funkcije prilagodbe (14) donekle je druk¢ija od one koju su primijenili
Brock i Hommes (1998), u kojoj je koeficijent tekucih realiziranih profita fiksiran na vri-

jednost 1. Naime, ako se parametar snage memorije zapi$e kao w =1 T pri ¢emu je T

odredeni broj vremenskih perioda, funkcija prilagodbe moze se izraziti ovako:

1 1
Uh,t 2[1_?juh,t—l+Fnh,t’ (16)

§to je ekvivalentno uzimanju posljednjih 7 zapaZanja s jednakim ponderom. Kako 7 kon-
vergira beskonac¢nosti, tako se memorijski parametar priblizava jedinici, te se cjelokupno
akumulirano bogatstvo uzima u obzir u analizi. Stoga je vjerojatno da je izraz (14) pogod-
nija formulacija mjere prilagodbe od one §to su je upotrijebili Brock i Hommes (1998) i
koju nalazimo u nekolicini drugih radova.

Konaéno, sada je moguce multinomnim logit modelom, koristeci se parametrom S,
izraziti frakcije tipova uvjerenja, n, , koje su azurirane u svakom periodu, kao diskretne
vjerojatnosti izbora:

_ exp [ﬂ Uh’t—ljl (17)

n, .
Y X ew[pU, ]

Navedni parametar f odreduje brzinu kojom ekonomski subjekti mijenjaju strategije
predvidanja. Ako je intenzitet izbora jednak nuli, tada svi trgovci imaju jednak ponder, te
se ukupan broj trgovaca jednoliko rasporeduje prema postojecim strategijama. No ako se
intenzivnost izbora priblizava beskonaénosti (tzv. neoklasi¢ni limit), tada svi trgovci teze
primjeni najboljeg prediktora, tj. strategiji s najve¢om prilagodbom.

Frakcije trgovaca su, dakle, odredene prilagodbom i intenzitetom izbora. Rangirane
su prema prilagodbi, ali ne biraju svi ekonomski subjekti najbolji prediktor. Stoga je ocito
da je racionalnost u modelu odredivanja cijene ogranicena. Kako bi se osiguralo da frak-
cije tipova uvjerenja ovise samo o odstupanjima od temeljne cijene koja se mogu proma-
trati u nekom odredenom vremenskom periodu, funkcija prilagodbe u jednadzbi frakcija
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tipova uvjerenja smije ovisiti isklju¢ivo o proslim prilagodbama i proslim vrijednostima
povrata. Takva restrikcija osigurava da su prosli realizirani profiti veli¢ine koje se mogu
promatrati i koristiti pri odabiru prediktora.

Pitanje koje se namece jest je li kratkorocna mean variance maksimizacija trgova-
ca realna pretpostavka, posebno zato $to je u modelu dopustena dugotrajnija memorija
trgovaca. Ta je pretpostavka Cesto koristena u ekonomskome i financijskome modelira-
nju, iako bi zasigurno bilo zanimljivo promotriti model u kojemu trgovci imaju sposob-
nost planiranja do u daleku buduénost. Ili, primjerice, ¢ak u beskonac¢nost, kao u Luca-
sovu modelu odredivanja cijena imovine (1978). Medutim, u takvim se modelima obic-
no pretpostavlja savrSena racionalnost radi prilagodljivosti analize. Dosad se vrlo mali
broj radova bavio modelima s beskona¢nim vremenskim horizontom trgovaca te s ogra-
ni¢enom racionalnos¢u i heterogenim uvjerenjima. Nadalje, diskutabilna je i sposobnost
pojedinca da planira za tako dugo razdoblje unaprijed, umjesto da se, primjerice, kori-
sti jednostavnom heuristikom za kra¢e vremensko razdoblje i povremeno je prilagodava.
Naposljetku, memorija u mjeri prilagodbe nije ekvivalent vremenskom horizontu plani-
ranja, ve¢ “evoluacijski horizont” kojim se trgovac koristi kako bi odlucio o eventualnoj
promjeni strategije. Postoje empirijski i eksperimentalni dokazi o tome kako ljudi prida-
ju veée znacenje novijoj proslosti nego onoj daljoj, a upravo je to formalizirano u mode-
lu primijenjenom u ovom radu.

3. Fundamentalisti protiv kontrasubjekata

Prvi primjer koji ¢e biti analiziran jest dualni model heterogenih subjekata, s funda-
mentalistima i kontrasubjektima kao trziSnim sudionicima. Fundamentaliste karakterizi-
ra deterministicka funkcija oblika:

/=0 (18)

te imaju odredeni pozitivni troSak skupljanja informacija C, tj. C > 0. Kontrasubjekte obi-
ljezava ova deterministicka funkcija:

S = 8%, g<0 (19)

i informacijski trosak jednak nuli. Rije¢ je, dakle, o slucaju fundamentalista protiv Cistih
kontrasubjekata. Jednadzba frakcija tipova uvjerenja ima oblik:

U
n,, = exp (AU L h=1,2. (20)
- exp [ﬁ Ul,t—]:| +exp [ﬂ Uz‘z-lJ

Radi prakti¢nosti, uvest ¢emo i diferenciju frakcija, m,:

_&xp 18U, ] -exp[BU,, ] = tanh [E
2 exXp [ﬂ Ul,t—1:| +exp [ﬁ UZ’HJ 2

m, = I’ll’t— n

(U1,t—1 _Uz,t—l):l. (21)
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Kona¢no, jednadzba mjere prilagodbe ima oblik:

Ul,t = WUI,t—l +(1_W) |:_ kat—l (‘xt _th—l) _C:|7 (22)
Uy, =wly, +(1=w) [k(x, = Rx, ) (gx,_, —Rx, ). (23)

Radi analiziranja uloge memorije u promatranome heterogenom modelu vrednovanja
imovine, najprije ¢e biti ispitana pozicija i stabilnost ravnoteznog stanja, te ciklus period
2 u vezi s parametrom snage memorije. Takoder ¢e biti promatrane moguce kvantitativ-
ne promjene u dinamici. Nakon toga uslijedit ¢e odredene numeric¢ke simulacije kojima
¢e se kombinirati analiza globalne stabilnosti s analizom lokalne stabilnosti.

3.1. Pozicija ravnoteZnog stanja

U promatranome dualnom modelu s heterogenim subjektima, u kojemu se ispituje slu-
¢aj fundamentalista protiv kontrasubjekata, ravnotezna cjenovna jednadzba ima oblik:
l-m

Rx, =n,,gx,_, = Ttng, 24)

pri ¢emu vrijedi da je n,, —n,, =m,in,, + n, = 1. Jednadzba za izraZavanje razlike iz-
medu frakcija tipova uvjerenja ima oblik:

m, = tanh [% w,,,-U,,,) —(-w) (kex,_, (x_, —Rx,_,) + C))} (25)

Ravnotezno cjenovno odstupanje x fiksna je toc¢ka sustava ako zadovoljava uvjet x
= fix) za funkciju f(x). U promatranome dualnom modelu fundamentalista protiv kontra-
subjekata vrijedi:

Re— 1—2 L (26)

L o -m* o 2R o .
gdjejex«s=01ili R= 1—mg, te stoga vrijedi m" =1-=—. U ovom posljednjem sluc¢aju

rezultat je fundamentalno (temeljno) ravnotezno stanje, pri kojemu je cijena jednaka te-
meljnoj, a razlika u frakcijama dana je izrazom:

m = tanh[% w(Uy -us) -(1- w)C)}

Buduéi da iz izraza (22) i (23) slijedi daje U =—C 1 U =0 kada je w # 1, rav-
notezna razlika frakcija moze se pojednostaviti ovako:

m* = tanh [%(—wc -(1- w)C)} = tanh [—ﬁTCJ @7
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Moguca su i druga (nefundamentalna) ravnotezna stanja koja bi trebala zadovolja-
vati izraz:

m" = tanh[%(w U} -U)—(1-w) kgx"(x"— Rx") +C))] (28)

Kako se moZe izvesti da vrijedi U =—kRx">(1-R)-C 1 U, =kx"*(1-R)(g—R)
konacno se dobiva:

m* = tanh [—% (kgx™(1-R)+ c)}. (29)

Stoga u ovom trenutku mozemo formulirati sljedecu lemu.

Lema 1: Temeljno ravnotezno stanje u slucaju fundamentalista protiv kontrasubje-
kata jest jedinstveno ravnotezno stanje sustava. Pritom memorija ne utjece na poziciju
toga ravnoteznog stanja.

3.2. Stabilnost ravnoteinog stanja

Kako bi se provela analiza stabilnosti ravnoteznog stanja, promatrani je sustav po-
trebno preoblikovati u diferencijsku jednadzbu:

X, =F, (X)), (30)
pricemuje X, , = (X, X,,_» X3, p» Uy,_;, U,,_;) vektor novih varijabli, definiranih ovako:
X v = Xogs Xp gt =X s X3 i =X 3 Uy i = Ul,r—Z Lu,, = Uz,:fz'

Dobivena je, dakle, 5-dimenzionalna diferencijska jednadzba prvog reda:

X, =X =—n,, gx =
Lt t 2,057,1-1
R

1 eXp [ﬁ U2,t—1:| 1 exXp [ﬁ ”2,:] (31)
— 8% ,0 =—8X ’
R™ " exp [ﬂ Ul,z—l] +exp [ﬁ Uz,t—l] R~ exp [ﬁ ”1.[] +exp [ﬂ ”z,t]

Xy, =X T X, 32)

Xy, =X, 5 = Xy, s 33)

w,=U,, , =wiu,  +(-w) [~kRx,, , (x,, —Rx,, )-C], (34)
u,, =U,, =wu, , +(1=w) [k(x,_ —Rx,, ) (gx, , —Rx,, )| (35)

Lokalna stabilnost ravnoteznog stanja odredena je svojstvenim vrijednostima Jacobi-
jeve matrice, koju ovdje neCemo prezentirati zbog ograni¢enosti opsega rada. Sada moze-
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mo izraziti Jacobijevu matricu 5-dimenzionalne funkcije. Pri fundamentalnom ravnotez-
nom stanju X« = (0, 0, 0, -C, 0) dobivamo novu Jacobijevu matricu, pomoc¢u koje je mo-
guce izravno procijeniti karakteristi¢nu jednadzbu za promatrani slucaj:

g(k)z[%niqg—Kjkz (w=21)" =0. (36)

1 . .
Njezina su rjeSenja (svojstvene vrijednosti) A, = 2 nzqg, A5 =0 12, ,=w.Ravno-

tezno je stanje X% stabilno za |A| < 1; odnosno ako vrijedidaje-R<gni’ <R 1 w<1.
Sada je moguce izraziti i sljede¢u lemu.

Lema 2: Temeljno ravnotezno stanje u slucaju fundamentalista protiv kontrasubje-
kata globalno je stabilno za -R < g < (0. Memorija ne utjece na stabilnost toga ravnotez-
nog stanja.

3.3. Bifurkacije i ciklus period 2

Bifurkacija je kvalitativna promjena dinami¢kog ponasSanja nastala zbog promjene
parametara (Brock and Hommes, 1998). Specifi¢na vrsta bifurkacije nastala zbog pro-
mjene jednog parametra naziva se jednodimenzionalnom bifurkacijom. Postoji vise vrsta
takvih bifurkacija: udvostrucivanje perioda, sedlasto-¢vorna i Hopfova bifurkacija. Prva
spomenuta vrsta ima jedinstvenu vrijednost Jacobijeve matrice jednaku -1, jedinstvena
vrijednost druge jednaka je 1, a treca vrsta ima kompleksne svojstvene vrijednosti na je-
dini¢nom krugu.

Promotrimo li jedinstvenu vrijednost od interesa, 4,, logi¢no je da se sedlasto-¢vorna
bifurkacija ni u kojem slucaju ne moze dogoditi. Naime, jednadzba:

1
1= Lagg 37

nikad neée vrijediti zbog Cinjenice da je na njezinoj lijevoj strani pozitivna konstanta, a
na desnoj izraz koji je uvijek negativan za g <0, R > 01 n,” > 0. Nasuprot tome, jed-
nadzba:

1
-l=—n
RE (38)

moze biti zadovoljena za n,” # 0, jer su u tom primjeru obje strane jednadZbe negativne.
Stoga je (primarna) bifurkacija udvostru¢ivanjem perioda moguca u promatranom mo-
delu za sljedecu vrijednost £:

. 1. [ R
B _Ch{ R+g}. (39)
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. . . 1 .
Navedena je vrijednost dobivena uvrStavanjem 7n,” = —————— ujednadzbu (38),
exp|—fC|+1

te njezinim rje$avanjem po parametru snage memorije /.
Sada je moguce ispitati postojanje ciklusa period 2 {(x*, m*), (- x*, m*)} Uzevsi u
obzir da vrijedi U = kRx*? (1+R) — Ci U; = kx*2 (1+R) (g+R), ciklus period 2 uslijedit

*

2R
¢e ako je -R = g, te stoga za m* =1+ — vrijedi:
g

m* :tanh[—%(kgx*2(1+R)+C)}. (40)

Na osnovi toga mozemo izraziti sljede¢u lemu.

Lema 3: U slucaju fundamentalista protiv kontrasubjekata fundamentalno ravnotez-
no stanje (0, m¢1) nestabilno je za g < -2R, te postoji ciklus period 2 {(x*, m*), (- x*, m*)}.
Ako je -2R < g < -R, postoje dvije mogucnosti:

2R
(1) ako vrijedi m* =1+ — < m", tada je (0, m«) jedinstveno, globalno stabilno rav-
notezno stanje, g

2R .
(2) ako vrijedi m"* =1+=—>m*, tada je ravnotezno stanje (0, m*) nestabilno i posto-
g
Ji ciklus period 2 {(x*, m*), (- x*, m*)}. Memorija ne utjece na poziciju ciklusa period 2.
Bas kao i u radu Brock i Hommes (1998), izraziti kontrasubjekti za koje vrijedi g < -
2R mogu dovesti do postojanja ciklusa period 2, i to ¢ak i kad za fundamentaliste ne po-
stoje troskovi (C = 0). Ako su ti troskovi pozitivni (C > 0), izraziti kontrasubjekti za koje
vrijedi -2R < g <-R mogu dovesti do ciklusa period 2. Kako se intenzivnost izbora pove-
¢avado = f*, uslijedit ¢e udvostrudivanje perioda u kojemu ¢e temeljno ravnotezno sta-
nje postati nestabilno, te ¢e se stvoriti (stabilni) ciklus period 2 s jednom tockom iznad i
jednom ispod fundamentalne.

Kad nastane daljnje povecanje intenziteta izbora, vjerojatno ¢e se naéi vrijednost S
= B**, za koju ¢e ciklus period 2 postati nestabilan, te ¢e se dogoditi Hopfova bifurkaci-
ja, bas kao i u radu Brock i Hommes (1998). Model bi tada dobio atraktor koji se sasto-
ji od dva invarijantna kruga oko obiju (nestabilnih) dvoperiodickih to¢aka. Jedna od njih
nalazila bi se iznad, a druga ispod fundamentalne. Neposredno nakon takve Hopfove bi-
furkacije dinamika cijena je periodicka ili kvaziperiodicka i kreée se naprijed i natrag iz-
medu dva kruga. Taj se fenomen ne moze izravno dokazati zbog periodickih toc¢aka ra-
zlicitih od nule, iako je 5-dimenzionalni sustav (31) - (35) i dalje simetrican s obzirom
na izvorni. Stoga ¢emo u sljede¢em dijelu rada predociti tok Hopfove bifurkacije te po-
javljivanje atraktora.

3.4. Numericka analiza

Numericka analiza slu¢aja fundamentalista protiv kontrasubjekata bit ¢e provedena
za fiksne vrijednosti parametara R = 1,1, k= 1,0, C=1,0 1 g =-1,5. Parametri koji ¢e va-
rirati jesu intenzitet izbora f i, naravno, snaga memorije w. Bit ¢e primijenjena Cetiri ana-
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liticka alata’: bifurkacijski dijagrami, dijagram najveéeg Ljapunovljeva eksponenta (LCE),
fazni dijagrami i graficki prikazi vremenskih serija.

Prvo 1 najvaznije jest to da se dinami¢ko ponasanje sustava moze ocitati iz analize
bifurkacijskih dijagrama. Slika 1. prikazuje bifurkacijske dijagrame za razlicite vrijedno-
sti parametra snage memorije. Vidljivo je da za niske vrijednosti parametra f postoji sta-
bilno ravnotezno stanje, i to fundamentalno. Kao §to je dokazano u lemi 1, pozicija tog
ravnoteznog stanja neovisna je o memoriji, tj. x¢¢ = 0, §to je jasno dokazano provedenim

simulacijama. Poveéavanjem £, i to pri f = %, pojavljuje se (primarno) udvostruéivanje
perioda. Usto, ravnotezno stanje postaje nestabilno i pojavljuje se stabilni ciklus period
2, kao §to je dokazano u lemi 3. Iz simulacija je vidljivo da je bifurkacijska vrijednost ta-
koder neovisna o memoriji. Na stabilnost ravnoteznog stanja, dakle, ne moze se utjecati

memorijom, $to je i dokazano u lemi 2.

Slika 1. Bifurkacijski dijagrami i dijagrami najveéeg LCE parametra 8 u slucaju
fundamentalista protiv kontrasubjekata

i
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Napomena: Horizontalna os predocuje intenzitet izbora (B). Na vertikalnoj osi gornjih dvaju dija-
grama zabiljezene su vrijednosti odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti (x), dok su na donja
dva dijagrama na horizontalnoj osi prikazani najveci LCE. Dijagrami se razlikuju s obzirom na para-

metar snage memorije; na lijevome je w = 0,3, dok je na desnome w = 0,9.
Izvor: autorov model simulacije
7 Bududi da su ti alati poznati i ¢esto rabljeni, nece biti detaljno objasnjavani u ovom radu. Za detaljna objasnje-

nja vidjeti Arrowsmith i Place (1990), Shone (1997) te Brock i Hommes (1998).
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Uz daljnje povecavanje f doista se pojavljuje (sekundarna) Hopfova bifurkacija, i to
pri = f**. Kao §to je re¢eno u dijelu 3.3, ciklus period 2 postaje nestabilan i pojavljuje
se atraktor koji se sastoji od dva invarijantna kruga oko svake (nestabilne) dvoperiodic-
ke tocke, pri cemu je jedna iznad, a druga ispod fundamentalne. Rije¢ je o superkritic-
koj Hopfovoj bifurkaciji, pri kojoj se ravnotezno stanje postupno mijenja ili u nestabilnu
ravnotezu ili u atraktor (cf. Guckenheimer i Holmes, 1983; Froyland, 1992; Kuznetsov,
1995). Pozicija ciklusa period 2 neovisna je 0 memoriji, no ovisna je o intenzitetu izbo-
ra, Sto je vidljivo iz jednadzbe (40). Numericke simulacije takoder sugeriraju da ni se-
kundarna bifurkacijska vrijednost ne varira ovisno o promjeni parametra snage memori-
je, w. Za > ** pojavljuje se kaoti¢no dinamicko gibanje koje je proZeto mnogim stable
cycles (uglavnom viseg reda). Takav je bifurkacijski put u kaos u radu (Brock i Hommes
(1997a) nazvan jos racionalnim putem u sluc¢ajnost (Brock i Hommes, 1997a), dok je nje-
gov posljednji dio nazvan prekidanjem invarijantnog kruga.

Proucavanjem grafickog prikaza Ljapunovljeva eksponenta parametra f dolazi se do
identi¢nih zaklju¢aka o dinamickom ponasanju sustava. Naime, iz slike 1. vidljivo je da
je najveéi LCE manji od 0, te je prema tome, sustav stabilan do primarne bifurkacije, koja
je neovisna o memoriji. Pri toj bifurkacijskoj vrijednosti dogada se kvalitativna promje-
na u dinamici sustava, tj. period se udvostrucuje, ¢ime se dobiva stabilni ciklus period 2.
Ljapunovljev eksponent opet je manji od nule, te se moze zakljuciti da je sustav stabilan
do sekundarne bifurkacije. Pri toj bifurkacijskoj vrijednosti ponovno se dogada kvalita-
tivna promjena, ovog puta Hopfova bifurkacija, ali dinamika od te tocke nadalje posta-
je izrazito slozena.

Za niZe vrijednosti parametra w Ljapunovljev eksponent nakon f** nije pozitivan,
ali je blizu nule, $to implicira kvaziperiodicku dinamiku. Nakon odredenoga kratkog pe-
rioda Ljapunovljev eksponent postaje (s iznimkama) uglavnom pozitivan, $to podrazu-
mijeva kaoti¢nu dinamiku, proZetu stabilnim ciklusima. Grafikon Ljapunovljeva ekspo-
nenta zapravo ima fraktalnu strukturu (cf. Brock i Hommes, 1998, str. 1258). Kada je w
=0,9, globalna dinamika nakon ** automatski postaje kaoti¢na. Stoga memorija sasvim
sigurno utjece na dinamiku nakon sekundarne bifurkacije. Buduci da je ona zapravo bi-
furkacija nastala udvostru¢enjem perioda, zapravo je rije¢ o putovima u kaos udvostru-
¢ivanjem perioda.

Zatim ¢e biti promatrani graficki prikazi atraktora u ravnini (x,, x, ,), te u ravnini® (x,
n, ) bez Suma. Pritom je n.j.d. Sum dodan ponudi rizi¢nih dionica. Na grafikonu u svaka
cetiri dijela slike 2. i 3. najprije se moze uociti atraktor za intenzitet izbora iznad vrijed-
nosti sekundarne bifurkacije. Orbite konvergiraju k takvom atraktoru, koji se sastoji od
dva invarijantna kruga oko svake (nestabilne) dvoperiodicke tocke®, pri ¢emu je jedna
iznad, a druga ispod fundamentalne. Kako se intenzitet izbora povecava, tako se krugo-
vi sve vise priblizavaju jedan drugome. Na gornjem desnom i donjem lijevom grafikonu
svakoga od cetiri dijela slika 2. i 3. moze se uociti da sustav gotovo ve¢ ima homoklinic-
ku orbitu. Stabilna mnogostrukost fundamentalnoga ravnoteznog stanja, W+ (0, m) , sa-

8 Atraktori u (x,, 1, ) ravnini samo su zrcalne slike atraktora u (x,, 7, ) ravnini (rotirani za 180 stupnjeva), te stoga
nece biti zasebno razmatrani.

9 Tako se topoloski govori o krugovima, stvarni oblik takvog atraktora moze, §to je vidljivo iz slika, biti dosta
razlicit.
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Slika 2. Fazni dijagrami ravnine (x, x, ;) u slucaju fundamentalista protiv

kontrasubjekata
0,5 15 13+ 19
0,2+ 0,54 0,6 0,9+
-0,1 0 1 -0,14 -0,14
0,4 0,5 0,8 1,14
0,7 N O S e
0,7 -0,4 -0,1 02 05 -1 -05 0 0,5 1 -1,5 -0,8  -0,1 06 1,3 22,1 -1,1 0,1 09 19
B=4 B=9 B=4 =9
0,9 . 11 24 24
0,4 0,5 I 1,24 1,24 : .
-0,1 -0,1- 0 0
-0,64 -0,74 -1,24 -1,24
-1,14 . : . . -1,34 . : . . -2,44 . : J : . -2,44 . . . .
1 <04 <01 04 09  -13 07 -01 05 1.1 24 <12 0 12 24 24 12 0 12 24
B =25 (bez suma) B =25 (s malim Sumom) B =25 (bez suma) B =25 (s malim Sumom)

Napomena: Na horizontalnoj osi zabiljezene su vrijednosti odstupanja cijena od fundamentalne
vrijednosti (x,). Vertikalna os predocuje odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti, s viemenskim
pomakom unatrag (x, ;). Skupine od Cetiri dijagrama razlikuju se s obzirom na parametar snage memo-
rije w; u lijevoj je grupi w = 0,3, dok je u desnoj w = 0,9.

Izvor: autorov model simulacije

drzava vertikalni segment, x¢¢ = 0, dok nestabilna mnogostrukost, W (0, m<) , ima dvije
grane. Jedna se kre¢e udesno, a druga ulijevo. Obje se tada “preklapaju unazad” blizu sta-
bilnoj mnogostrukosti.

Naime, kako su dokazali Brock and Hommes (1998, p. 1254), za model odredivanja
cijene imovine bez dodatne memorije, ta je nestabilna mnogostrukost #* (0, -1) ogranice-
na i njezine orbite konvergiraju u sedlastu tocku (0, -1) za beskonacan intenzitet izbora i
izrazite kontrasubjekte, g < -R. Konkretno, sve tocke nestabilne mnogostrukosti konver-
giraju u (0, -1) i time su i one na stabilnoj mnogostrukosti. Prema tome, sustav ima ho-
moklinicke orbite za beskonacan intenzitet izbora. Samim time moze se ocekivati da ¢e u
slucaju izrazitih kontrasubjekata i visokog intenziteta izbora biti dobiven sustav koji ima
gotovo homoklinicki presjek izmedu stabilne i nestabilne mnogostrukosti te fundamen-
talnoga ravnoteznog stanja. Upravo je to vidljivo i iz donjega lijevog grafikona obaju di-
jelova slika 2. 1 3, koji sugeriraju postojanje kaosa za visoki intenzitet izbora. Iz donjega
desnoga grafikona obaju dijelova slika 2. i 3. moze se zakljuciti kako dodavanje maloga
dinami¢kog Suma u sustav ne mijenja takve zakljucke.

I ovoga puta moze se primijetiti da memorija utjece na globalnu dinamiku sustava.
Naime, i konvergencija sustava atraktoru koji se sastoji od dva invarijantna kruga i medu-
sobno priblizavanje tih krugova dogada se pri nizim vrijednostima intenziteta izbora brze
nego kad je u modelu prisutno vise memorije. Stovise, ¢ini se da smo pri istom intenzi-
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tetu izbora, ali uz vecu snagu memorije, blize dobivanju homoklinickog presjeka izmedu
stabilne i nestabilne mnogostrukosti fundamentalnoga ravnoteznog stanja.

Slika 3. Fazni dijagrami ravnine (x, n, ) u slucaju fundamentalista protiv

kontrasubjekata
0,7 14 0,92 1
0,53 0,8 0,694 0,8
0,36 0,6 0,46 0,6
0,19 0,4-] 0,23 0,4-]
0,02 T T T T 0,2+ T T T T 0 T T T T 0,2+ T T T T
07 04 0,1 02 05 405 0 05 1 15 08 0,1 0,6 13 21 -1 0,1 09 1,9
B4 B9 B4 B9
1 1 1— 1
0,8 0,8 ¥ 0,8 0,8 3 !
{ g
0,6-] 0,6-] 0,6-] 067 ° §
0.4+ 0.4+ | 044 044 & ¥
" T
t - B
0,2+ 0,2+ J 0,2+ 0,2+ % j
0 | 04 i 0 0 L
T T T T T T T T T T T T T T T T
-1,1 -0,6  -0,1 04 09 -1,3 0,7 -0,1 0,5 1,1 24 -1.2 0 12 24 24 -12 0 1,2 24

p =25 (bez suma)

B =25 (s malim Sumom)

B =25 (bez suma)

B =25 (s malim Sumom)

Napomena: Horizontalna os oznacava odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti (x,), a ver-
tikalna frakciju fundamentalista (n, ). Skupine od cetiri dijagrama razlikuju se s obzirom na parametar
snage memorije w; u lijevoj je skupini w = 0,3, a u desnoj w = 0,9.

Izvor: autorov model simulacije

Na kraju Ce biti analizirani graficki prikazi vremenskih serija, tj. odstupanja cijena
od fundamentalne za frakciju fundamentalista.!® Slika 4. pokazuje vremenske serije koje
odgovaraju atraktorima sa slika 2. i 3, sa Sumom i bez Suma dodanoga ponudi rizi¢nih di-
onica. Sli¢no zaklju¢cima Brocka i Hommesa (1998), i tu se moze vidjeti da cijene imo-
vine karakteriziraju nepravilni prijelazi izmedu stabilne faze, s cijenama blizu onima (ne-
stabilnima) fundamentalnima, i nestabilne faze, sa sve ve¢im fluktuacijama cijena u oba
smjera.

Dakako, ti se nepravilni prijelazi reflektiraju na frakcije fundamentalista i kontrasubje-
kata na trzistu. Naime, kad oscilacije cijena oko nestabilnoga ravnoteznog stanja postanu
dovoljno velike, trgovecu postaje profitabilno slijediti fundamentalnu vrijednost hipoteze
efikasnog trzista, i to cak i unatoc troskovima koje namece takva strategija. Frakcija fun-
damentalista time se priblizava jedinici, te se cijena imovine stabilizira. Medutim, tada
spomenuti troskovi dovedu fundamentaliste u poziciju da se ne mogu natjecati na trzistu,
te se frakcija fundamentalista ubrzano priblizava nuli. Logi¢no, u isto se vrijeme frakci-
ja kontrasubjekata jednakom brzinom priblizava jedinici. Sto je veéi intenzitet izbora, to
¢e, ceteris paribus, ostvarivanje te tranzicije biti brze. Kad se S priblizi neoklasi¢nom li-

10 Frakcija kontrasubjekata zapravo je jedini¢ni komplement frakcije fundamentalista, tj. n, , + n,, = 1, pa je zbog
toga ne¢emo posebno graficki promatrati.
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Slika 4. Vremenske serije cijena i frakcija u slucaju fundamentalista protiv

kontrasubjekata
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Napomena: Horizontalna os predocuje vrijeme (t). Vertlkalna os na svakom paru grafi kona vre-
menskih serija oznacava odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti (x,), a zatim frakciju fundamen—
talista (n, ). Grafikoni s lijeve i desne strane slike razlikuju se s obzirom na parametar snage memorije
w;, na lzjevzma]e w = 0,3, a na desnima w = 0,9.

Izvor:

autorov model simulacije
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mitu, ukupan broj trgovaca'! koristit ¢e se najboljim prediktorom s obzirom na troskove,
tj. strategijom s najboljom prilagodbom.

Dodatna memorija ne utjee na obrazac kretanja cijena imovine per se, ali utjeCe na
sam period kretanja. Naime, pri jednakom intenzitetu izbora i ve¢oj snazi memorije, peri-
od toga nepravilnog ciklusa u prosjeku se produzuje. To se dogada tako da stabilna faza,
s cijenama blizu fundamentalnoj, traje dulje, dok se trajanje nestabilne faze, s cjenovnim
fluktuacijama, znatnije ne mijenja. Stoga je u¢inak ukljucivanja dodatne memorije uglav-
nom stabiliziraju¢i s obzirom na cijene imovine. Imajuci na umu razliéite tipove trgovaca,
moze se zakljuciti da ukljuéivanje dodatne memorije utjece na tranziciju iz kratkog perio-
da dominacije fundamentalista ka duzem periodu trzisne dominacije kontrasubjekata. Ta
tranzicija, pri jednakom intenzitetu izbora, zahtijeva dulje vrijeme provedbe. Stoga pove-
¢anje memorije uzrokuje zadrzavanje trgovaca pri strategijama koje su bile profitabilnije
u pro$losti, ali se u recentnijim periodima ta profitabilnost smanjila.

4. Fundamentalisti protiv uvjerenja suprotnih pristranosti

U tom, drugom promatranom slucaju rije¢ je o fundamentalistima na jednoj i subjek-
tima s uvjerenjima suprotnih pristranosti na drugoj strani. Fundamentaliste ponovno ka-
rakterizira deterministiCka funkcija oblika:

f.=0 (41)

Kao sto je vidljivo, ne karakterizira ih nikakav trosak skupljanja informacija, tj.
C = 0. Subjekte s pristranim uvjerenjima karakteriziraju ove deterministicke funkcije:

Joi = by b,>0, (42)
J30= by b <0, (43)
i to za optimisticne i1 pesimisticne pristranosti, respektivno.!? Oni takoder u promatranom
modelu nemaju nikakav trosak skupljanja informacija. Jednadzba frakcija tipova uvjere-

nja ima oblik:

_ exXp [ﬂ Uh,[— 1:' .
nh,t - 3 H
> exp[BU, ]

Konacno, time se dolazi do mjere prilagodbe za svaki pojedini tip uvjerenja:

h=1,2,3. (44)

U

1t

=wU,,,+ (1 -w) [— kRx,, (x, — th_,)], (45)

Uy, =wU,,, +(1=w)[k(x, = Rx,_) (b, = Rx,_, ], (46)

' Trgovac vrijednosnicama na burzi kapitala.
12U ovom ¢emo radu promatrati isklju¢ivo simetri¢ni slucaj.
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U, =wU,,_, +(1 - w)[k(x,—Rx_) (b, —Rx_)]. (47)

Kako bi se analizirala uloga memorije u promatranome heterogenom modelu odre-
divanja cijene imovine, najprije ¢emo ispitati poziciju i stabilnost ravnoteznog stanja.
Potom ¢emo analizirati moguce kvalitativne dinamic¢ke promjene, sve u vezi s paramet-
rom snage memorije. Nakon toga bit ¢e provedene numeri¢ke simulacije kombinacijom
analize globalne i lokalne stabilnosti.

4.1. Pozicija ravnoteZnog stanja

Analizu promatranoga trihotomnog modela zapocet ¢emo reformulacijom sustava u
oblik diferencijske jednadzbe:

X =F &) (48)

pri¢emuje X, | = (x| ., X,, \, Uy, 1, Uy, s Us, ) VEKtor novih varijabli, definiranih ovako:
Xy =Xy Xy =X Uy = Uy gty = Uy iy, 1= U

Stoga se time dobiva sljedeca 5-dimenzionalna diferencijska jednadzba prvog reda:

1 1| exp[BU,,.,] exp| BU;, |
—x =~ (mb, +1, b)) = — ol
xl xt R ("2,: 2 + n3,t 3) R Zj:l exp [ﬁ Ui’til :| 2 + le exp [ﬁ Ui’t71:| 3

1 exp[Buy, ] - exp[ Bus, |

RS ewlpn, ] T eolsn,]") “

Xy, =X T X (50)

w,=U,, = wiy,  +(1-w)[~kRx,, | (x, )= Rx,, )], (51)
ty, = Uy, =wu,, +(1-w)[k(x,,, —Rx,, ) (b~ Rx,, )], (52)
uy, = Uy, = wuy,  +(1-w) [k(x,),_] —Rx,,) (b, —sz’t_l)] (53)

Za promatrani model s tri tipa uvjerenja moze se reéi kako opéenito moze imati ova
ravnotezna odstupanja cijena:

= % (m,b, + m,b,). (54)
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Fundamentalno stabilno stanja dobiva se za b, = -b; = b > 0 (uvjerenja suprotnih pri-

stranosti), pri ¢emu je x« = 0. Takav zakljucak proizlazi iz uvjeta u;* =uy? =us? =0 kad je

1
w# 1, kao i iz relacije n/* =ny! =n{! = 3 dobivene iz iznova napisane jednadzbe (44).

Generalizacijom upravo izlozenih ¢injenica mozemo oblikovati sljedecu lemu.

Lema 4: Fundamentalno stabilno stanje u slucaju fundamentalista protiv subjekata
suprotnih pristranih uvjerenja ujedno je i jedinstveno stabilno stanje sustava. Memorija
ne utjece na poziciju toga stabilnog stanja.

4.2. Stabilnost ekvilibrija i bifurkacije

Lokalna stabilnost ravnoteznog stanja takoder je odredena svojstvenim vrijednosti-
ma Jacobijeve matrice. U fundamentalnom stabilnom stanju X« = (0, 0, 0, 0, 0) Jacobije-
va matrica iznjedrit ¢e karakteristicnu jednadzbu oblika:

g = —(kz —[w—%kﬁbz(w—l)jl —%kﬂbz(W—I)Jk(w—k)z =0. (59

Navedena jednadzba ima tri pripadajuca rjeSenja, od kojih su dva dvostruka: 4, = 0,4, =w
1
6R

te Ay = (21;2/3 k(1-w)+3Rw+ \/ (26 Bk(w—1)—3Rw) —24b*Bk(1— )R j

Fundamentalno stabilno stanje stabilno je uz uvjet |4 | <1, §to u promatranom slucaju

znaci da umnoZzak svojstvenih vrijednosti A, ; mora biti manji od jedan, tj. - 3 KBb* (w—-1)<1.

U terminima intenziteta izbora to se dogadaza 8 < — » dok je u terminima snage

_ 3
265 (w—1)

memorije ispunjenost uvjeta zajamceno za w<1-— 21{[37

Stoga mozemo izreci sljede¢u lemu.
Lema 5: Fundamentalno stabilno stanje u slucaju fundamentalista protiv subjekata

suprotnih uvjerenja globalno je stabilno za § < — —————. Memorija utjece na sta-
2kb” (w—1)
bilnost sustava njegovim ogranicavanjem na dani interval vrijednosti parametra.

Promotrimo li svojstvene vrijednosti 4, ; karakteristi¢ne jednadzbe, moZe se zakljuci-
ti da ée se sedlasto-Cvorna bifurkacija dogoditi uz uvjet:

3R

- ok (56)
26°k(1—R)

B
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Kako je 8 = 0, a desna je strana izraza uvijek negativna za R > 1, navedeni uvjet nece
nikad vrijediti. No bifurkacija udvostru¢ivanjem perioda dogodit ée se za:
+
2b%k (R+1) (w—1)

Buduéi da je § = 0, a desna je strana izraza ili negativna ili nedefinirana za
0 < w = 1, namece se zakljucak kako ni taj uvjet nikad nece vrijediti.

Od tri kvalitativne promjene razmotrene u poglavlju 4.3. preostala je samo Hopfo-
va bifurkacija. Da bi ona nastala, kompleksno konjugirani par svojstvenih vrijedno-
sti mora izlaziti izvan jedini¢nog kruga. Svojstvene vrijednosti 4, ; kompleksne su za

2
(2b*Bk(w—1)=3Rw) —24b°Bk(1-w)R* <0, &ime se moze dobiti sljedeéi interval vri-
jednosti parametra (3:

R(3w-6R-2 R(R-w) ) R(3w-6R+2R(R-w))

<B < (58)
W k(w—1) W k(w—1)

Stoga mozemo izreci sljedecu lemu.

Lema 6: Postoji vrijednost intenzivnosti izbora f* takva da fundamentalno ravnotezno

stanje, koje je stabilno za 0 < B > B*, postaje nestabilno sve dok vrijedi B > B*. Za vrijed-

nost B* =— sustav pogada Hopfova bifurkacija. Memorija utjece na pojavu

3
2kb” (w—1)
te bifurkacije, i to tako da se uz vise memorije bifurkacija dogada kasnije.

Kao $to je upravo ustanovljeno, u slucaju fundamentalista protiv subjekata suprot-
nih pristranih uvjerenja povecavanje intenziteta izbora promjene prediktora destabilizira
fundamentalno ravnotezno stanje. To se dogada zbog Hopfove bifurkacije. Stoga je, na
tragu Brocka i Hommesa (1998) s jednostavnijom verzijom modela, moguée zakljuciti
kako je prvi korak ka slozenim fluktuacijama cijena razlicit ako postoje pristrani subjek-
ti u odnosu prema slucaju s kontrasubjektima. Ta se teza ne mijenja niti kad kao faktor u
modelu posluzi memorija.

4.3. Numericka analiza

Numericka analiza sluc¢aja fundamentalista i subjekata suprotnih pristranih uvjerenja
bit ¢e provedena za fiksne vrijednosti parametara R = 1,1, k=1,0, b, =0,2 1 b, =-0,2. Bit
¢e, dakle, variran parametar snage memorije w 1 parametar intenzivnosti izbora . Pritom
¢e biti upotrijebljena ista Cetiri analiti¢ka alata kao u poglavlju 4.3.

Dinamicko ponasanje sustava i u tom primjeru primarno moze biti odredeno istraziva-
njem bifurkacijskih dijagrama. Iz slike 5. moze se vidjeti da za niske vrijednosti f§ postoji
ravnotezno stanje, i to fundamentalno. Kao sto je dokazano u lemi 4, pozicija tog stanja
xe = () neovisna je o memoriji, $to je provedenim simulacijama jasno potvrdeno. S pove-
¢avanjem pri razini f = f* nastaje Hopfova bifurkacija. Pritom ravnotezno stanje postaje
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nestabilno i pojavljuje se atraktor koji se sastoji od invarijantnog kruga oko (nestabilnog)
ravnoteznog stanja. I tada je rijec o superkritickoj Hopfovoj bifurkaciji, pri ¢emu se rav-
notezno stanje postupno mijenja u nestabilnu ravnotezu ili u atraktor.

Kao $to je dokazano u lemi 6, bifurkacijska vrijednost varira s mijenjanjem parame-
tra snage memorije. Iz slike 5. takoder se moze vidjeti da se uz veci parametar snage me-
morije bifurkacija dogada kasnije. Za > f* pojavljuje se slozeno dinami¢ko ponasanje,
koje je prozeto stabilnim ciklusima. Kao $to je ve¢ otkriveno u poglavlju 4.2, neovisno o

Slika 5. Bifurkacijski dijagrami i dijagrami najveceg LCE parametra 8 u slucaju
fundamentalista protiv uvjerenja suprotnih pristranosti

0.174 0.174
0.08 0.08-
0.014 0.014
-0.14 0.1
-0.19 0.19
0 0
0- -0.01-
-0.03 ]
.0.3,
-0.05
0.6
0.074
0.9-
-0.09-]
-1.2 -0.114
0 120 240 360 480 0 300 600 900 1200 1500

Napomena: Horizontalna os predocuje intenzitet izbora (B). Vertikalna os na gornjim dvama dija-
gramima oznacava odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti (x), te vrijednost najveceg LCE u
donjima dvama dijagramima. Dijagrami se razlikuju s obzirom na parametar snage memorije w, na
lijevom je w = 0,3, a na desnome w = 0,9.

Izvor: autorov model simulacije

koli¢ini dodatne memorije uzete u obzir, takav (bifurkacijski) put u slozenu dinamiku ra-
zli¢it je od onoga pri postojanju kontrasubjekata, kada je opazen put u kaos udvostruci-
vanjem perioda (racionalni put u slu¢ajnost).

Proucavanjem grafikona najveceg Ljapunovljeva karakteristiénog eksponenta para-
metra £ mogu se donijeti precizniji zakljucei o dinami¢kom ponasanju sustava. Naime, iz
slike 5. vidljivo je da je najve¢i LCE manji od nule, te je stoga sustav stabilan do bifur-
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kacije. Pri bifurkacijskoj vrijednosti dogada se kvalitativna promjena u dinamici, odno-
sno Hopfova bifurkacija. Od te tocke nadalje dinamika postaje znatno slozenija. Naime,
vidljivo je da je nakon S = * najve¢i LCE ne-negativan, ali uglavnom blizu nule. Takve
njegove vrijednosti impliciraju periodi¢ku i kvaziperiodi¢ku dinamiku, tj. za visoke vri-
jednosti intenziteta izbora mogu se dogoditi samo pravilne (kvazi-)periodicke fluktuaci-
je oko nestabilnoga ravnoteznog stanja. Jos jedna vazna spoznaja jest da prevladavajuca
kvaziperiodicka dinamika ne razvija kaoti¢nu dinamiku, te je put u kaoti¢nu dinamiku ui-
stinu druk¢iji od dosad promatranih putova.

Nakon toga promatrani su dijagrami atraktora u ravninama, odredeni s (x,, x, ;) 1
(x,, n;,). Na gornjem lijevom dijagramu svakoga od dva dijela slike 6. odmah se moZze
primijetiti postojanje atraktora za intenzitet izbora veci od bifurkacijske vrijednosti. Or-
bite konvergiraju tom atraktoru, koji se sastoji od invarijantnog kruga oko (nestabilnoga)
fundamentalnog ravnoteznog stanja. Atraktor dobiven u ravnini (x, n, ) donekle je druk-
¢iji. Naime, nestabilno ravnotezno stanje rasprsuje se u mnogo tocaka te, kao §to je pri-
kazano na slici 7, poprima oblik petlje.

Slika 6. Fazni dijagrami ravnine (x, x, ;) u slucaju fundamentalista protiv uvjerenja
suprotnih pristranosti

0.18 0.17+ 0.11 0.17
0.094 0.084 0.05+ 0.08-{
04 -0.014 -0.014 -0.01
-0.09+ -0.1 -0.07+ -0.14
-0.184 T T T T -0.193 T T T T -0.135 T T T T -0.195 T T T T
-0.18 -0.09 0 0.09 0.018 -0.19 -0.1 -0.01 0.08 0.17 -0.13 -0.07 -0.01 0.05 0.11 -0.19 -0.1 -0.01 0.08 0.17
B =100 B =450 B =450 B =1500
0.17 ) 0.174~ - 0.174 0174
0.08+ 0.08{ 0.08— 0.08 !
-0.014 -0.014 -0.014 £0.014 ;
0.1 0.1 0.1 0.1 i}
0194+ T T —-0.194¢ T T T 1 -0.194 T T T 0. 19t ==y T T T
-0.19 -0.1 -0.01 0.08 0.17 -0.19 -0.1 -0.01 0.08 0.17 -0.19 -0.1 -0.01 0.08 0.17 -0.19 -0.1 -0.01 0.08 0.17
B=1.500 f=15.000 f=10.000 f=135.000

Napomena: Horizontalna os predocuje odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti (x,).
Vertikalna os takoder oznacava cjenovna odstupanja od fundamentalne vrijednosti, ali s vremenskim
pomakom (x,_,). Skupine od Cetiri dijagrama razlikuju se s obzirom na parametar snage memorije w; u
lijevoj je skupini w = 0,3, a u desnoj w = 0,9.

Izvor: autorov model simulacije

Kako se intenzitet izbora poveéava, dinamika ostaje periodicka ili kvaziperiodicka.
Za prosla odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti i frakcija pristranih uvjerenja
invarijantni se krug polako mijenja u oblik kvadrata (v. sl. 6). Za frakcije fundamentali-
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sta, pak, oblik petlje se polako mijenja u oblik kvadrata bez jedne stranice (v. sl. 7). Cini
se da se za visoke vrijednosti intenziteta izbora dobivaju (stabilni) viseperiodicki ciklusi.
Cini se da se u slu¢aju proglih odstupanja cijena od fundamentalne vrijednosti i frakcija
pristranih uvjerenja dobiva stabilni ciklus period 4. Za frakcije fundamentalista, pak, zbog
nemogucnosti konvergencije za vrlo visoke vrijednosti intenziteta izbora tesko je dobiti
ikakvu znacajnu indikaciju proizaslu isklju¢ivo iz numeric¢kih simulacija. Medutim, ipak
treba re¢i da se na temelju donjega desnog dijagrama obaju dijelova slike 7. mogu dobiti
stabilni ciklusi period 4 1 period 6. Uistinu, i Brock i Hommes (1998) u jednostavnoj su
verziji modela bez faktora memorije za suprotna pristrana uvjerenja i beskonacan inten-

Slika 7. Fazni dijagrami ravnine (x, n, ) u slucaju fundamentalista protiv uvjerenja
suprotnih pristranosti
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024 0.24 0.29-] 0.24-]
0.17- 0.16] 0.26-] 0.16]
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0.034 : p— o ————— o2 o o — ‘ ‘
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Napomena: Horizontalna os predocuje cjenovna odstupanja od fundamentalne vrijednosti (x,), a
vertikalna frakciju fundamentalista (n, ). Skupine od Cetiri dijagrama razlikuju se s obzirom na para-
metar snage memorije w; u lijevoj je skupini w = 0,3, a u desnoj w = 0,9.

Izvor: autorov model simulacije

zitet izbora dokazali da sustav ima stabilni ciklus period 4 koji privlaci sve orbite, osim
malobrojnih primjera koji konvergiraju ka nestabilnom ravnoteznom stanju. Otkrili su ta-
koder i da je prosjecni profit u ciklusu period 4 za sva tri tipa trgovaca jednak b2.

I ovdje se ponovno pokazalo da memorija utje¢e na dinamiku sustava. Naime, i kon-
vergencija sustava k atraktoru i daljnje razvijanje tog atraktora ovise o vrijednosti para-
metra snage memorije. Tocan utjecaj memorije neusporedivo je teZe procijeniti zbog ovi-
snosti bifurkacijske vrijednosti o snazi memorije te zbog potrebe biranja visih intenziteta
izbora s ve¢om snagom memorije kako bi se pokazala razli¢ita priroda atraktora sustava.
Medutim, moguce je zakljuciti da je pri jednakom intenzitetu izbora (nakon bifurkacij-
ske vrijednosti) sustavu potrebno manje dodatne memorije kako bi razvio specifi¢no sta-
nje atraktora, ili ¢ak (stabilni) viSeperiodicki ciklus.
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Slika 8. Vremenske serije cijena i frakcija u slucaju fundamentalista protiv uvjerenja

suprotnih prislmnosti
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Napomena: Horizontalna os predocuje vrijeme (t). Vertikalna os u svakoj skupini grafikona vre-
menskih serija predocuje cjenovna odstupanja od fundamentalne vrijednosti (x,), te frakciju fundamen-
talista (n, ), optimisticna pristrana uvjerenja (n, ) i pesimisticna pristrana uvjerenja (n, ). Dijagrami
na lijevoj i desnoj strani razlikuju se s obzirom na parametar snage memorije w, u onih na lijevoj stra-
niw = 0,3, dok je u onih na desnoj w = 0,9.

Izvor: autorov model simula

cije
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Na kraju ¢emo promotriti dijagrame vremenskih serija odstupanja cijena od funda-
mentalne vrijednosti i frakcija svih triju tipova trgovaca. Slika 8. pokazuje vremenske se-
rije koje odgovaraju atraktorima na slikama 6. 1 7. Vidljivo je da suprotna uvjerenja mogu
uzrokovati neprekidne oscilacije oko fundamentalne razine, i to ¢ak i ako ne postoje tros-
kovi za fundamentaliste. Medutim, ona ipak ne mogu prouzrociti kaoti¢na gibanja. Na-
dalje, ¢ak i ako u promatranome trihotomnom modelu ne postoje troskovi i memorija je
beskonacna, uz visok intenzitet izbora promjene strategija uvjerenja fundamentalista ne
mogu istisnuti uvjerenja suprotnih pristranosti. Takav je zakljucak ve¢ istaknut pojavom
stabilnih viseperiodi¢kih ciklusa za visok intenzitet izbora.

Dakle, slijedec¢i argumentaciju Brocka i Hommesa (1998:1260), moguce je re¢i kako
trziSte moze zastititi pristranog trgovca od njegove vlastite nepromisljenosti, ali samo ako
je on dio grupe trgovaca €ije su pristranosti uravnotezene u smislu da su u prosjeku za sve
tipove trgovaca jednake nuli. Glavne trzi$ne institucije nepristranim trgovcima mogu ote-
zati nadmetanje s pristranim subjektima ako su pristranosti uravnotezene na nuli. No pri
trgovanju na burzi trgovei mogu iskustveno nauditi koji su tipovi uravnotezeni i u trgo-
vanju jednostavno odabrati drugu stranu. U takvim situacijama pristrani bi trgovci, ako
ih ne zastiti glavna trzi$na institucija, bili eliminirani.

Dodatna memorija ne utjece na kretanje cijena imovine niti samih frakcija trgovaca,
ali utjece na njegov period. Naime, pri jednakom intenzitetu izbora i vecoj snazi memori-
je period cjenovnih ciklusa u prosjeku se produzuje, i to tako da pozitivne i negativne de-
vijacije cijene od fundamentalne vrijednosti traju dulje. Isto vrijedi i za frakcije pristranih
trgovaca, dok se za frakcije fundamentalista produljenje nepravilnog ciklusa pojavljuje
u obliku manje frekventnih siljaka. To je i razumljivo zato $to stalne devijacije cijena od
fundamentalne vrijednosti daju viSe prostora za pristrane trgovce te smanjuju moguénost
pojavljivanja fundamentalista. Snaznija memorija pridonosi tome da se trgovci duze pri-
drzavaju strategije koja je u proslosti bila profitabilna, iako to mozda ne vrijedi u recent-
nijim periodima. Stoga se sustav, uz povecanje snage memorije, pri danom intenzitetu iz-
bora priblizava Cistoj kvaziperiodic¢koj dinamici.

5. Zakljuéna razmatranja

Na trzistu s fundamentalistima i kontrasubjektima fundamentalno je ravnotezno sta-
nje ujedno i jedinstveno ravnotezno stanje modela, koje se pojavljuje uz niske vrijedno-
sti intenziteta izbora. Pritom memorija ne utjece ni na poziciju ravnoteznog stanja ni na
njegovu stabilnost. Usto se pokazalo da povecanje intenziteta izbora rezultira primarnom
bifurkacijom, tj. bifurkacijom udvostru¢ivanjem perioda; ravnotezno stanje postaje ne-
stabilno i pojavljuje se stabilni ciklus period 2. 1 primarna bifurkacijska vrijednost i po-
zicija ciklusa period 2 neovisni su 0 memoriji. Za daljnje poveéavanje intenziteta izbora
uslijedit ¢e i sekundarna bifurkacija (superkriticka Hopfova bifurkacija), ciklus period 2
postat ¢e nestabilan i1 pojavit ¢e se atraktor koji se sastoji od dva invarijantna kruga oko
obiju (nestabilnih) dvoperiodickih to¢aka. Pritom ¢e jedna lezati ispod, a druga iznad fun-
damentalne vrijednosti. Za vise vrijednosti intenziteta izbora uslijedit ¢e kaoticna dina-
mika cijena imovine, prozeta mnogim stabilnim periodickim ciklusima. Takav se bifur-
kacijski put u kaos Cesto naziva i racionalnim putem u slucajnost.
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Za kontrasubjekte i visok intenzitet izbora razumno je ocekivati da ¢e biti dobiven
sustav koji gotovo ima homoklini¢ki presjek izmedu stabilnih i nestabilnih mnogostru-
kosti fundamentalnoga ravnoteznog stanja. Navedeni presjek zapravo upucéuje na pojav-
ljivanje kaosa. Postoji odredeni ograniceni interval vrijednosti snage memorije za koji je
najvjerojatnije da ¢e, uz dani intenzitet izbora, rezultirati takvim sustavom s vise dodatne
memorije u modelu. Racionalni izbor izmedu uvjerenja fundamentalista i kontrasubjeka-
ta potiée situacije koje se zbog nekih prakti¢nih ograni¢enja ne ostvaruju, te su stoga ne-
moguce. Zbog toga su ih Brock i Hommes (1998:1258) nazvali castles in the air. Njiho-
va je posljedica trziSna nestabilnost, karakterizirana nepravilnim oscilacijama u oba smje-
ra oko nestabilne fundamentalne cijene hipoteze efikasnog trzista. Dodatna memorija u
prosjeku produzuje period tog nepravilnog ciklusa te se ¢ini da ima stabilizirajuci ucinak
s obzirom na cijenu imovine.

Na trzistu s fundamentalistima i subjektima suprotnih pristranih uvjerenja fundamen-
talno je ravnotezno stanje takoder jedinstveno stanje ekvilibrija sustava, te se dobiva za
niske vrijednosti intenziteta izbora. Pokazalo se da memorija ne utjece na poziciju ravno-
teznog stanja, ali utjeCe na njegovu stabilnost. S povec¢avanjem intenziteta izbora dogo-
di se Hopfova bifurkacija, ravnotezno stanje postaje nestabilno te se pojavi atraktor. Me-
morija utjece na pojavljivanje te bifurkacije, i to tako da velika snaga memorije uzroku-
je visu bifurkacijsku vrijednost. Stoga ja¢a memorija ima stabilizirajuci uc¢inak na dina-
miku sustava tj., uz visi intenzitet izbora dinamicko ponasanje postaje slozenije. Medu-
tim, bez obzira na koli¢inu dodatne memorije, takav put u slozenu dinamiku razlicit je od
onoga pri postojanju kontrasubjekata. Naime, nakon bifurkacijske vrijednosti pojavljuju
se samo pravilne (kvazi) periodic¢ke fluktuacije oko nestabilnoga fundamentalnog ravno-
teznog stanja. Iz toga proizlazi vazna Cinjenica: ¢ini se da dominantna kvaziperiodicka
dinamika ne prerasta u kaoti¢nu dinamiku.

Nakon pojavljivanja bifurkacije vise vrijednosti parametra snage memorije utje¢u na
dinamiku tako da ona postaje manje periodicka, a vise kvaziperiodicka. Stoga dinamika
s povec¢anjem snage memorije konvergira ¢istom kvaziperiodickom ponasanju. Suprotne
pristranosti, ¢ak i bez troskova fundamentalista, mogu uzrokovati neprekidne oscilacije
oko fundamentalne vrijednosti, ali ne mogu dovesti do kaoti¢nog ponasanja. Nadalje, kad
je u promatranome trihotomnom okruzenju intenzitet izbora mijenjanja strategija visok,
uvjerenja fundamentalista ne mogu potisnuti uvjerenja suprotnih pristranosti. To vrijedi
¢ak i u situaciji bez troSkova i s beskona¢nom memorijom. Stoga je na temelju argumen-
tacije Brocka i Hommesa (1998:1260) moguce konstatirati kako trziste ima sposobnost
zastite pristranog trgovca ako je on dio grupe trgovaca Cija su uvjerenja uravnotezena.

Konacno, i provedena kvalitativna analiza i numericke simulacije sugeriraju do same
pristranosti ne poticu kaoti¢ne fluktuacije cijena imovine. Osjetljivost prema pocetnim
stanjima i nepravilni prijelazi izmedu razli¢itih faza ¢ine se potaknutima ekstrapolatori-
ma trenda, u promatranom slucaju kontrasubjektima. Ocito je da za poticanje kaoticnih
fluktuacija cijena imovine moraju postojati uvjerenja (jakih) ekstrapolatora trenda kao
Sto su jaki sljedbenici trenda ili jaki kontrasubjekti. Klju¢no obiljezje modela heterogenih
uvjerenja jest da su nepravilne fluktuacije cijena imovine potaknute racionalnim izborom
strategija predvidanja, temeljenom na realiziranom profitu. Drugim rije¢ima, promatrane
devijacije od fundamentalne vrijednosti motivirane su zeljom za kratkoroénim profitom.
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Takoder je moguce govoriti o racionalnim, animalnim instinktima koji, prema Brocku i
Hommesu (1997b), o¢ituju neka kvalitativna obiljezja fluktuacija cijena imovine na real-
nim financijskim trzistima, poput autokorelacijske strukture cijena i povrata.
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Dodatak: Dokazi lema

Dokaz leme 1.

. i . 2R ... .
Kako je g <0, vrijedi da je 2R < 01iizraz m* =1—— uvijek je veci od jedan. Na-
g

suprot tome, vrijednost tangentnoghiperboliéke funkcije definirana je na intervalu izme-
du-1il.Budu¢idajek>0,g<0,R>1,C>0,avarijabla x je kvadrirana, desna strana
izraza (29) uvijek je -1 1 0. Stoga izraz (29) neée imati rjesenje i fundamentalno je rav-
notezno stanje (0, m<?) jedinstveno ravnotezno stanje sustava. Kako izraz (27) ne sadrza-
va parametar snage memorije, bas kao ni izraz (26), memorija ne utjee na poziciju rav-
noteznog stanja.

Dokaz leme 2.

Iz karakteristicne jednadzbe (36) mogu se dobiti tri svojstvene vrijednosti, od cega
su dvije zapravo dvostruke. Prva svojstvena vrijednost osigurava stabilnost kad vrije-
di -R < gny? < R, dok druga i tre¢a (dvostruke svojstvene vrijednosti) uvijek osigura-
vaju stabilnost. Fundamentalno je ravnotezno stanje stabilno, _R <g< i, ali kako

ny! ny!
n;" ovisi o drugim parametrima sustava i g < 0, stabilnost jaméi samo ispunjenje uvjeta
- R < g < 0. Budu¢i da se parametar snage memorije pojavljuje tek u trecoj (dvostrukoj)
svojstvenoj vrijednosti, namece se zaklju¢ak da memorija ne utjece na stabilnost ravno-
teznog stanja, $to je i pokazano u reduciranom sustavu.

Dokaz leme 3.

1z izraza za svojstvenu vrijednost 4, karakteristicne jednadzbe (36) ocito je da je za
g < -2R fundamentalno ravnotezno stanje nestabilno. Nadalje, kako vrijedi 0 < m* < 1,
jednadzba (40) ima dva rjeSenja, x* i -x*. Ako je jednadzba (38) zadovoljena, iz izraza
2R
m* =1+— i (40) proizlazi da je {(x*, m*), (-x*, m*)} ciklus period 2. Kona¢no, za -2R
< g < -R fundamentalno je ravnotezno stanje nestabilno i jednadzba (40) ima rjeSenja +
. T ¢ C .
x* ako i samo ako vrijedi da je m* >m = tanh|:—ﬁ7 . S obzirom na to da parametar

snage memorije ne utjeCe na razliku frakcija tipova uvjerenja, moze se reé¢i da memorija

ne utjece na poziciju ciklusa period 2.

Dokaz leme 4.

Zaslucajs h =1, ..., H Cisto pristranih tipova b, (ukljucujuci i fundamentaliste s b,
= 0) bit ¢e dobiven nesto opcéenitiji rezultat. Polaze¢i od netransformiranih varijabli, su-
stav je dan jednakostima s:

H
R)C, = znh‘tbh, (A1)
=1
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exp [ﬁ wU,,_, +(1-w) [k(x,_] —Rx, ,) (b, —th_z)] }
My =G s 1<h<H. (A2)
Z[:l exp |:ﬁ (WUi,t—z + (1 - W)[k (xz—l _sz—z) (bz _Rxl—z) :')j|

Nakon izlucivanja identi¢nih ¢lanova iz eksponenata brojnika i nazivnika izraza (A2)
dobiven je razlomak oblika:

_ exp[ﬂ (WUh,t—Z + (1 —W)k (xz—l —kaz)bh ):| ;1£ h< H, (A3)

o Zil exp |:ﬁ (WU;Tt—Z +(1-w)k (XFl —RX,,Z) b,):|

gdieje U Zz prilagodba trgovca tipa 4, postignuta izlu¢ivanjem identi¢nih ¢lanova kao u
prethodnom izrazu. Dinamicki sustav definiran izrazima (A1) i (A3) stoga ima oblik:

th = Vﬁk (xt—l _er—z)’ (A4)

pri ¢emu je desna strana funkcije definirana ovako:

exp| B (WU}, () + (1= wikb,,) |
> exp[ B UL, (3,) + (- wikby,)|

Ve (07)= =" b, =(b,). (A5

Kako iz (52) i (53) slijedi da je U, = kx" (1- R) (b, — Rx"), ravnotezna stanja izraza
(A1) 1 (A3) ili izraza (A4) odredena su ovako:

Rx* =V (x* = Rx*) =V (—1c¥), (A6)

Pri tome vrijedi » = R — 1. Budu¢i da ravnotezno stanje mora zadovoljiti jednadzbu
(A6), jednostavan izracun, prema Brocku i Hommesu (1998, str. 1271), pokazuje da vri-
jedi:

Bkb,exp[ kb, y]  exp[Bkby]  d
Yol Bkby] (2 explpty]) ¥

d H H
aVﬁk = ZH (Zizlexp (B kb,.y]) b, =

= Zthl (ﬂ knhbhz ~Bkn,b, ZhH:] nhbh) = Z:; (ﬁ k”hb; ~Bkn,b, <bh >> =

BE[(67)~(8,)" |0, (A7)
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pri ¢emu nejednakost proizlazi iz ¢injenice da se izraz u uglatoj zagradi moze interpretirati
kao varijanca stohastickog procesa. Pritom se svaki b, dobiva uz vjerojatnost n,. Stoga se
prix* Vg, (v) x* povecava, a Vg, (- rx*) smanjuje, pa iz izraza (A6) proizlazi da ravtl;otei-
H -
L
tako da je x* jednako fundamentalnom ravnoteznom stanju ako i samo ako vrijedi da je
b = 0. Drukéije reéeno, to je ravnotezno stanje jedinstveno ako su sve pristranosti toéno
uravnotezene. Budu¢i da u izrazima (A6) i ¥, (0), ne postoji parametar snage memori-
je, moze se zakljuciti da memorija ne utjeCe na poziciju toga ravnoteznog stanja. Pritom
se ipak treba spomenuti da taj izvod vrijedi samo za beskonac¢an intenzitet izbora jer su
samo tada sve frakcije pozitivne.

no stanje x* mora biti jedinstveno. Iz izraza (A5) dobiva se da je ¥}, (0) = Z

Dokaz leme 5.

Iz karakteristi¢ne jednadzbe (55) moze se dobiti pet svojstvenih vrijednosti. Prve tri
uvijek osiguravaju stabilnost, dok je ostale dvije ogranicavaju. Uz dane uvjete k>0, b >0,
B>0,R>110<w<1,uvjet stabilnosti u terminima f zapravo implicira 3 < — m

—
Sli¢no tome, uvjet stabilnosti u terminima w upuéuje na w <1-———_ Stoga memorija,
kako je pokazano, utjeCe na stabilnost ravnoteznog stanja. kp

Dokaz leme 6.

Kad se f povecava, izrazi koji sadrzavaju  u jednadzbama za izrazavanje svojstvenih
vrijednosti /, s takoder se povecavaju. Pritom jedna svojstvena vrijednost mora prijeci je-
diniéni krug u nekoj kriti¢noj to¢ki = #*. Tada, naime, fundamentalno ravnoteZno stanje
postaje nestabilno. Bifurkacija se mora dogoditi jer je iz karakteristi¢ne jednadzbe vidljivo

daza sve >0 vrijedi g(1) > 01ig (-1) <0. U trenutku bifurkacije umnozak jedinstvenih
2
vrijednosti 4, ; mora biti jednak 1, tj. mora vrijediti 3 kBb* (w— 1) = 1. To se dogada kad

postoje dvije realne svojstvene vrijednosti ¢iji je umnozak jednak jedinici, ili kod konju-
3

— 7a
2kb* (w—1)
svaku danu kona¢nu snagu memorije unutar intervala (58), moguce je zakljuciti kako za
S = B* svojstvene vrijednosti moraju biti kompleksne te se stoga dogada Hopfova bifur-
kacija. S obzirom na to da parametar snage memorije ukljucen u izraz za ", zakljucuje
se da memorija utjete na pojavljivanje bifurkacije. Sto je vec¢a vrijednost tog parametra,
to ¢e 1 bifurkacijska vrijednost biti veéa.

girano kompleksnog para svojstvenih vrijednosti. Kako je izraz f*=—
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Miroslav Verbic

On the Role of Memory in an Asset Pricing Model
with Heterogeneous Beliefs

Abstract

The paper discusses the role of memory in an asset pricing model with heterogeneous
beliefs. In particular, we were interested in how memory in the fitness measure affects sta-
bility of evolutionary adaptive systems and survival of technical trading. In order to obta-
in an insight into this matter two cases were analyzed, a two-type case of fundamentalists
versus contrarians and a three-type case of fundamentalists versus opposite biases. It has
been established that increasing memory strength has a stabilizing effect on dynamics,
though it is not able to eliminate speculative traders’ short-run profit seeking behaviour
from the market. Furthermore, opposite biases do not seem to lead to chaotic dynamics,
even when there are no costs for fundamentalists. Apparently some (strong) trend extra-
polator beliefs are needed in order to trigger chaotic asset price fluctuations.

Keywords: asset pricing, biased beliefs, contrarians, fitness measure, fundamentali-
sts, heterogeneous beliefs, memory strength, stability
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