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SAZETAK: U ovom se &lanku svestrano analizira dualnost izmedu dva modela ogra-
ni¢ene optimizacije, izmedu modela ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti i modela
ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti. U procesu se ograni¢ene maksimi-
zacije funkcije korisnosti uzgredno izvodi Hotelling — Woldov identitet koji na znatno jed-
nostavniji nacin generira rjeSenje modela ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije kori-
snosti, inverzne Marshallove funkcije potraznje, od procesa rjeSavanja ogranicene minimi-
zacije indirektne funkcije korisnosti. Royov identitet koji na znatno jednostavniji nacin
generira rjeSenje problema ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti, Marshallove fun-
kcije potraznje, od procesa rjeSavanja ogranicene maksimizacije funkcije korisnosti. Oba
procesa rjeSavanja daju jednake rezultate obrnutim redoslijedom. Ovi su teoretski rezultati
doveli do velikog napretka na podru¢ju empirijskih istrazivanja.

KLJUCNE RIJECI: model ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti, model og-
rani¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti, Hotelling — Woldov identitet, Royov
identitet, Marshallove funkcije potraznje, inverzne Marshallove funkcije potraznje

ABSTRACT: This article delivers a comprehensive analysis of duality between two
models of constrained optimization, between the constrained maximization of the utility
function model and the constrained minimization of indirect utility function model. In the
process of constrained maximization of the utility function a Hotelling-Wold identity is
derived in parallel, which generates the solution of the model of constrained minimization
of the utility function, inverse Marshallian demand functions, in a significantly simpler way
than the process of constrained minimization of the indirect utility function. Roy's identity
generates the solution of the process of constrained maximization of the utility function
problem, Marshallian demand function, in a significantly simpler way than the process of
solving a constrained maximization of the utility function. Both ways of solving produce
equal results in the reverse order. These theoretical results have led to considerable progress
in the field of empirical research.

KEY WORDS: the constrained maximization of the utility function model, the con-
strained minimization of indirect utility function model, Hotelling-Wold identity, Roy's
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1. UVOD

Teoriju je dualnosti u ekonomiku uveo Harold Hotelling 1932. godine. Dugo je nakon
toga bila neopravdano zanemarivana, stoga je tek Sezdesetih godina prosloga stoljeca zapo-
Cela igrati vazniju ulogu u teoretskoj i empirijskoj ekonomici. Nju je tesko precizno defini-
rati jer na razliitim podrucjima iskrsava na velik broj razli¢itih nacina i igra veliki broj
razli¢itih uloga. Bez obzira na to, ovdje kao preludij raspravi o dualnosti u okviru teorije
potraznje prihvacamo njezinu najucestaliju definiciju koja kaze da je dualnost u ekonom-
skoj teoriji odnos izmedu dva problema ograni¢ene optimizacije. U nasem se ¢lanku uistinu
o tome i govori, o dualnosti izmedu modela ogranicene maksimizacije funkcije korisnosti i
modela ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti. U njemu ¢emo, u odnosu na
dosadasnje postupke, na poboljsan nacin izvesti osnovni dualni rezultat, isti¢uéi u procesu
izvodenja vaznost Hotelling — Woldovog identiteta i Royovog identiteta znatno vise nego
Sto se to obi¢no Cini.

Scenarij naSega ¢lanka polazi od stajaliSta da osnovni dualni rezultat kaze kako vektor
normaliziranih cijena dobara, koji je zadan u problemu ograni¢ene maksimizacije funkcije
korisnosti, rjesava problem ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti u kojem
je zadana koSara dobara koja rjesava problem ograni¢ene maksimizacije korisnosti. Jedno-
stavnije receno, osnovni dualni rezultat kaze da dva problema ogranicene optimizacije
imaju jednaka rjeSenja zapisana na dva razli¢ita nac¢ina. RjeSenje je modela ograni¢ene
maksimizacije funkcije korisnosti sustav Marshallovih ili nekompenziranih funkcija potra-
znje, dok je rjeSenje modela ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti sustav
inverznih Marshallovih ili nekompenziranih funkcija potraznje. Ili jo$ jasnije, sustav je
inverznih Marshallovih ili nekompenziranih funkcija potraznje inverz Marshallovih ili ne-
kompenziranih funkcija potraznje i obrnuto. Kada Marshallove funkcije potraznje uvrstimo
u funkciju korisnosti, dobivamo indirektnu funkciju korisnosti, a kada inverzne Marshal-
love funkcije potraznje uvrstimo u indirektnu funkciju korisnosti, dobivamo funkciju koris-
nosti. U okviru ovog scenarija, graficki dokaz kvazikonveksnosti indirektne funkcije koris-
nosti i graficki prikaz dualnosti dvaju modela klju¢ne su novine u ovom ¢lanku.

Osnovni dualni rezultat uzgredno prate jo§ dva jednako vazna rezultata, Hotelling —
Woldov identitet i Royov identitet. Hotelling — Woldov identitet, koji normaliziranu cijenu
svakog dobra izrazava kao funkciju koli¢ina svih dobara, na jednostavan ¢emo nacin, deri-
viraju¢i direktnu funkciju korisnosti, uzgredno izvesti na putu od direktne do indirektne
funkcije korisnosti, dok ¢emo Royov identitet, koji koli¢inu svakog dobra izrazava kao
funkciju normaliziranih cijena svih dobara, na jednostavan nacin, derivirajuci indirektnu
funkciju korisnosti, uzgredno izvesti na putu od indirektne do direktne funkcije korisnosti.
Tako ¢emo, rjesavaju¢i model ograni¢ene maksimizacije korisnosti, uzgredno jednostavnije
izvesti rjeSenje modela ogranicene minimizacije indirektne funkcije korisnosti nego izrav-
nim rjeSavanjem modela ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti i, rjeSava-
juéi model ograniene minimizacije indirektne funkcije korisnosti, uzgredno jednostavnije
izvesti rjeSenje modela ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti nego izravnim rjesa-
vanjem modela ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti.
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2. KVAZIKONVEKSNOST INDIREKTNE
FUNKCIJE KORISNOSTI

Indirektnu funkciju korisnosti mozemo promatrati kao funkciju cijena dobara i do-
hotka potrosaca i, zbog toga Sto ona u cijenama i dohotku ima stupanj homogenosti jednak
nuli, kao funkciju normaliziranih cijena dobara. Pritom je normalizirana cijena nekog dobra
jednaka odnosu cijene tog dobra i dohotka potrosaca. U nastavku ¢emo prvo pokazati da je
indirektna funkcija korisnosti, promatrana kao funkcija cijena i dohotka, kvazikonveksna u
cijenama i dohotku i da je indirektna funkcija korisnosti, promatrana kao funkcija normali-
ziranih cijena, kvazikonveksna u normaliziranim cijenama dobara. Kvazikonveksnost ¢emo
u prvom slucaju ilustrirati graficki i dokazati algebarski, a u drugom slu¢aju dokazati i gra-
ficki i algebarski. Napokon, da bismo od ¢itatelja odagnali svaki strah od pojma kvazikon-
veksnosti, koji na prvi pogled zvuci pomalo nedokucivo, podsjecamo ga da je neka funkcija
kvazikonveksna na domeni kada je njezina vrijednost u tocki ¢ije su koordinate ponderirane
srednje vrijednosti odgovarajuéih koordinata bilo kojih dviju to¢aka iz domene, jednaka ili
manja od veée vrijednosti koje funkcija poprima u te dvije tocke.

2.1 Kvazikonveksnost u cijenama i dohotku

Graficka ilustracija kvazikonveksnosti
Pretpostavimo kako potrosa¢ ima moguénost da za sebe izabere jedan od dva razli¢ita

skupa ostvarive potrosnje, ili skup ostvarive potrosnje S ! kojeg odreduju cijene dobara
p' =(p},p}) idohodak M',

Sl={x:p;xl+p;x2SM]}, (1)
ili skup ostvarive potrosnje S° kojeg odreduju cijene dobara p* = (p;, p3) i dohodak M?,
Sz={x:p12xl+p§x2SM2}. 2)

Kada bi, gledano sa stajaliSta potroSaca, razine maksimalne korisnosti na tako defini-
ranim skupovima ostvarive potroSnje bile razlicite, potrosa¢ bi zasigurno izabrao onaj skup
ostvarive potrosnje na kojem moze posti¢i vecu razinu maksimalne korisnosti, a kada bi na
oba skupa ostvarive potrosnje razine maksimalne korisnosti bile jednake, potrosacu bi bilo
svejedno koji ¢e mu skup ostvarive potro$nje pripasti.

Sto bi se zbilo kada bi potrosacu, osim dva definirana skupa ostvarive potro$nje, bio
dostupan i tre¢i skup ostvarive potrosnje kojeg, za bilo koje 7€ [0,1], odreduju prosje¢ne
cijene

p'=1p' +(1-1)p’ 3)
i prosjecni dohodak

M' =tM'+(1-6)M?, 4)
skup ostvarive potrosnje

S‘={x:pl’xl+p;x2SM’}. ®)
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Bi li potrosa¢ na tako formiranom skupu ostvarive potroS$nje mogao posti¢i vecu ra-
zinu maksimalne korisnosti od razine maksimalne korisnosti koju moze posti¢i na uniji dva

skupa ostvarive potrosnje iz kojih je nastao? Za =0 ne bi, jer je u tom sluéaju S’ =S > Ne
bi ni za =1 jer je u tom slu¢aju S’ = S'. Bi li takvu razinu maksimalne korisnosti mogao
posti¢i za bilo koje e (0,1) ? Odgovor je ponovno negativan. Negativan zbog toga $to na
opisani nacin formirane prosjeéne cijene p' i na opisani nacin formirani prosje¢ni dohodak
M' odreduju prosjeGan skup ostvarive potroSnje koji je podskup unije skupova ostvarive
potrosnje S' i §*, S = S'US’. Opravdanost éemo ove tvrdnje u slucaju dvaju dobara
graficki ilustrirati i potom je opéenito dokazati. Ako dokaZzemo da je skup S’ podskup
unije skupova S' i S*, time éemo dokazati da razina maksimalne korisnosti koju nezasitan
potrosa¢ moZe ostvariti na skupu ostvarive potrosnje S’ ne moze biti ve¢a od razine maksi-

malne korisnosti koju nezasitan potro$a¢ moZe ostvariti na uniji skupova S' i S*, odnosno
od barem jedne od razina maksimalne korisnosti koje nezasitan potrosa¢ moze ostvariti ili
na skupu ostvarive potrosnje S' ili na skupu ostvarive potrosnje S”.

Slika 1. Razina maksimalne korisnosti na prosje¢nom skupu ostvarive potrosnje S‘ ne
moZe biti ve¢a od barem jedne od razina maksimalnih korisnosti koje potrosa¢ moze
ostvariti ili na skupu S’ ili na skupu §°

(b) (c)
Xz p Tap
M s, Ai: s,
D g
M
M B
7 M
M P
P
0 M MMY O MM M X O M M M
Pl n P P’ p B 5

Na sva je tri crteza skup ostvarive potrodnje S' podskup unije skupova S’ i S°, stoga ni
u jednom slu¢aju razina maksimalne korisnosti na skupu ostvarive potro$nje S’ ne moze biti
veca od barem jedne od razina maksimalnih korisnosti koje nezasitan potroSac moze ostva-
riti ili na skupu ostvarive potrodnje S’ ili na skupu ostvarive potrosnje S°.

Na crtezu (a) skup ostvarive potrosnje S pravi je podskup skupa ostvarive potrosnje
§?, stoga nezasitan potro$a& moze ostvariti veéu razinu maksimalne korisnosti na skupu S
nego na skupu S'. Na crtezu (b) nezasitan potro§a¢ moze ostvariti jednaku razinu maksi-
malne korisnosti na skupovima S’ i §°. Ta je razina maksimalne korisnosti ve¢a od razine
maksimalne korisnosti koju potro$a¢ moze posti¢i na njihovom podskupu S'. Konaéno,
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crtez (c) ilustrira situaciju u kojoj je razina maksimalne korisnosti najveéa na skupu ostva-
rive potrodnje S’

Ako prihvatimo da su naSe tvrdnje istinite, onda u slucaju dvaju dobara mozemo pi-
sati:

v(p| P\, M") < maks [v(p}.ps M), v(pi i M) | vielo, 1]
Prosirenje je na n dobara izravno:
V(D) Py oDy MY) < maks [v(pl1 Dy Do MO, V(DL D3y P2, Mz)] vie[o, 1],
ili u vektorskom zapisu:
v(p',M") < maks [v(p' M), v(pz,Mz)] vie|o, 1].

Ako se ovdje prisjetimo da je neka funkcija f kvazikonveksna ako i samo ako je za
svaki x' i x iz domene

) Smaks [ £(x1), £(x)] vee[01]. (9)
onda je ocito da je zapis (8) ekvivalent tvrdnji da je indirektna funkcija korisnosti v(p,M)

kvazikonveksna funkcija u cijenama i dohotku.

Algebarski dokaz kvazikonveksnosti

Kako ¢emo dokazati da je nasa tvrdnja istinita? Da je naSa tvrdnja istinita, dokazat
¢emo, kao §to smo veé rekli, ako dokaZemo da je prosjecan skup ostvarive potro$nje S
podskup unije skupova S’ i §°. Pretpostavimo radi toga da neka kosara dobara x ne pripada
uniji skupova

5718, xe §'US?. Utom sluaju mozemo pisati:

p'x >M' (10)

p’x > M7 1
Kada nejednakost (10) pomnozimo s ¢ i nejednakost (11) s (1-£) i potom zbrojimo lijeve i
desne strane nejednakosti, dobivamo:
[ ' +(1-0p* ] x>M'+(1-)M7, 12)
odnosno
p'x>M". (13)

Dobiveni nam rezultat kaze da kosara dobara x koja ne pripada uniji skupova ostva-
rive potrodnje S’ i 8%, ne pripada ni prosje¢nom skupu ostvarive potroinje S'. To znadi da
svaka kosara dobara koja pripada prosje¢nom skupu ostvarive potro$nje S’ mora pripadati
uniji skupova ostvarive potrosnje S’ i 87 i da je prosjeéni skup ostvarive potrosnje S' pods-
kup unije skupova ostvarive potroinje S i S°.

Indirektna je funkcija korisnosti na prosje¢nom skupu ostvarive potro$nje

w(p',M") = maks{ u(x):xe 5'}. (14)
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Budu¢i da svaka koSara dobara koja pripada prosje¢nom skupu ostvarive potrosnje S
mora pripadati uniji skupova ostvarive potrosnje S’ i 57,

v(p',M") < maks [v(pl,Ml), v(pz,Mz)J vie (o, 1].

2.2 Kvazikonveksnost u normaliziranim cijenama

Znajuci da indirektna funkcija korisnosti u cijenama i dohotku ima stupanj homoge-
nosti jednak nuli, nju, umjesto kao funkciju apsolutnih cijena dobara i dohotka, mozemo
izraziti kao funkciju normaliziranih cijena dobara. Ako stavimo da je faktor proporcional-

. 1 . .
nosti ¢ = vk tada mozemo pisati:

pp
VoD = VER) (16)

gdje je P, =% normalizirana cijena dobra X, i P, =% normalizirana cijena dobra X, .
Na jednak nacin, zbog toga Sto u cijenama dobara i dohotku imaju stupanj homogenosti
jednak nuli, i Marshallove funkcije potraznje, umjesto kao funkcije apsolutnih cijena i do-
hotka, mozemo izraziti kao funkcije normaliziranih cijena dobara.

Do indirektne funkcije korisnosti kao funkcije normaliziranih cijena dobara i Mar-
shallovih funkcija potraznje kao funkcija normaliziranih cijena dobara mozemo do¢i kada u
problemu ograni¢ene maksimizacije korisnosti u budzetsko ograni¢enje uvedemo normali-
zirane cijena dobara. Nakon §to budZetsko ogranicenje podijelimo dohotkom M, skup se
ostvarive potros$nje ne mijenja. Ogranicenje tada poprima oblik:

Px, +Px, =1, (17)
a indirektna je funkcija korisnosti po definiciji

V(B P) = maks u(x,,x,) (18)

uz uvjet Bx, +Px, =1. (19)

Rjesenja su ovako definiranog problema ogranicene maksimizacije korisnosti Mar-
shallove funkcije potraznje u kojima su egzogene varijable normalizirane cijene dobara.

Graficki dokaz kvazikonveksnosti

Kao $to iz direktne funkcije korisnosti mozemo izvesti krivulju indiferencije koja u
prostoru dobara predocuje sve moguce kombinacije dobara koje potrosacu daju jednaku
razinu korisnosti, na jednak nacin iz indirektne funkcije korisnosti mozemo izvesti indi-
rektnu krivulju indiferencije koja u prostoru normaliziranih cijena dobara predocuje sve
mogucée kombinacije normaliziranih cijena dobara pri kojima potrosa¢ moze ostvariti jed-
naku razinu korisnosti. Pretpostavimo da je potroS$ac pri normaliziranim cijenama dobara

P' =(P',P)) izabrao kosaru dobara x' =(x,x}) koja mu daje maksimalnu razinu koris-
nosti v'. Koji su to sve parovi normaliziranih cijena dobara pri kojima bi potrosa¢ mogao
ostvariti maksimalnu razinu korisnosti v' ? Pogledajmo prije svega §to bi se dogodilo kada



A. Pulji¢, M. Orai¢: Od direktne do indirektne funkcije korisnosti i natrag 209

bi se potrosa¢ suocio sa svim mogué¢im kombinacijama normaliziranih cijena dobara pri
kojima mozZe pribaviti toéno koSaru dobara x'. Njih moZemo predogiti pravcem kojeg je
jednadzba

xB +x,P =1, (20)

LX - T UV | :
nagib ——-, odsjec¢ak na vodoravnoj osi —- i odsje¢ak na okomitoj osi —-. Ako izmedu
x2 1 ‘x2

dobara postoji odredeni stupanj supstitucije, potroSa¢ nijednom kombinacijom normalizira-
nih cijena dobara koja pripada pravcu, osim kombinacijom (B',P)), ne bi kupio koSaru
dobara x' nego neku drugu kosaru dobara koja mu daje veéu razinu korisnosti od razine
korisnosti v' . Citatelj ovdje mora imati na umu da razli¢itim kombinacijama normalizira-

nih cijena dobara moramo pripisivati razli¢ite koSare dobara. Kada tako ne bismo C€inili,
onda bi to znacilo da cijene dobara i dohodak potroSaca ne odreduju potrosacev izbor. I pri

. L L 11 . . x
svakoj kombinaciji normaliziranih cijena dobara unutar trokuta 0—-—- na slici 2 potroSac

X X
moze kupiti kosaru dobara koja mu daje veéu razinu korisnosti od razine korisnosti v'.

Izaberimo proizvoljno kombinaciju normaliziranih cijena dobara P’ unutar trokuta

1

| . o o y 3o . L
0—— i povucimo segment iz ishodiSta kroz totku P° kojeg je kraj kombinacija

Xy X
normaliziranih cijena dobara P* na pravcu koji predoGuje normalizirane cijene dobara pri
kojima potro$a¢ moze pribaviti to¢no kosaru dobara x'. Buduéi da su obje normalizirane
cijene u to¢ki P* manje od odgovarajuéih normaliziranih cijena dobara u to¢ki P?, potroga¢
pri kombinaciji cijena P> moze pribaviti kosaru dobara koja mu daje veéu razinu korisnosti
od kosare dobara koju moze pribaviti pri kombinaciji cijena P>. Otuda proizlazi da potrogag
pri normaliziranim cijenama dobara u to¢ki P> moze pribaviti kosaru dobara koja mu daje i

. . . . . . S B Lo . .
veéu razinu korisnosti od razine korisnosti V' koju mu daje kosara dobara x' pri kombina-
ciji normaliziranih cijena P'. Budu¢i da smo to¢ku P* proizvoljno izabrali, zaklju¢ujemo da

pri bilo kojoj kombinaciji normaliziranih cijena dobara iz trokuta OLIL] potroSa¢ moze
Xy X

pribaviti kogaru dobara koja mu daje veéu razinu korisnosti od razine korisnosti v' koju mu

daje kosara dobara x' pri kombinaciji cijena P'. Sada znamo da se sve kombinacije norma-

liziranih cijena kojima potro$a¢ moze ostvariti maksimalnu razinu korisnosti v', izuzev

kombinacije cijena P', moraju nalaziti iznad pravca koji predo¢uje skup normaliziranih

cijena dobara pri kojima potro§a¢ moze pribaviti toéno kosaru dobara x'.

Kao sto smo nedvojbeno utvrdili pri kojim kombinacijama normaliziranih cijena do-
bara potro$a¢ moze ostvariti veée razine korisnosti od razine korisnosti v' koju ostvaruje
kombinacijom cijena u toki P', jednako tako moZemo nedvojbeno utvrditi pri kojim kom-
binacijama normaliziranih cijena dobara on ostvaruje manje razine korisnosti od razine
korisnosti v'. To su sve one kombinacije normaliziranih cijena dobara u kojima je jedna
cijena veéa od odgovarajuée cijene u to¢ki P' i druga cijena ne manja od odgovarajuce ci-
jene u tocki P'. One se nalaze u osjenéanom dijelu slike 2. Logika je jednostavna. Ako
potrosa¢ kombinacijom cijena u to¢ki P' ostvaruje maksimalnu razinu korisnosti v', onda
bilo kojom kombinacijom cijena u kojoj je jedna cijena veca od odgovarajuce cijene u tocki
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P' i druga ne manja od odgovarajuée cijene u to¢ki P!, mora ostvariti razinu korisnosti ma-
nju od razine korisnosti v'. Ovaj nam zaklju¢ak omoguéuje da jo§ odredenije utvrdimo
prostor u kojem se mora nalaziti indirektna krivulja indiferencije. To je prostor izmedu
pravca koji predocuje sve moguée kombinacije normaliziranih cijena dobara kojima potro-
$a¢ moze pribaviti koSaru dobara x' i osjenc¢anog dijela kojem pripadaju kombinacije
normaliziranih cijena pri kojima potroSa¢ ostvaruje manje razine korisnosti od razine koris-
nosti v'.

U kombinaciji normaliziranih cijena dobara lijevo od kombinacije (P',P) koja

potrosacu daje maksimalnu razinu korisnosti v', ma kako ona bila blizu kombinaciji cijena
(P',P}), normalizirana cijena dobra X, mora biti manja od normalizirane cijene P' a

normalizirana cijena dobra X, vea od normalizirane cijene P, . Kada bismo nastavili
putovanje lijevo po kombinacijama normaliziranih cijena dobara koje potrosacu daju mak-
simalnu razinu korisnosti v', u svakoj bi iduéoj kombinaciji normalizirana cijena dobra X,
bila manja, a normalizirana cijena dobra X, veca od odgovarajuce cijene u kombinaciji
cijena koju smo upravo napustili. Na jednak bismo nacin mogli doéi do zakljucka da bi,
kada bismo putovali desno od kombinacije cijena (B',P') po kombinacijama normalizira-

nih cijena dobara koje potrosatu daju maksimalnu razinu korisnosti v', u svakoj iducoj
kombinaciji normaliziranih cijena normalizirana cijena dobra X, bila veca, a normalizirana

cijena dobra X, manja od odgovarajuce cijene u kombinaciji normaliziranih cijena koju

smo upravo napustili. Nadamo se da smo na opisani nacin uvjerljivo dokazali da je indi-
rektna krivulja inidferencije negativno nagnuta u odnosu na koordinatni pocetak.

Dokazimo sada da je indirektna krivulja indiferencije i konveksna u odnosu na koor-
dinatni pogetak. U proizvoljno je izabranoj tocki P' pravac koji predo¢uje sve moguée
kombinacije normaliziranih cijena tangenta na indirektnu krivulju indiferencije. To znaci
kako bismo imali jednak slucaj da smo izabrali bilo koju drugu kombinaciju normaliziranih
cijena kojom potrosa¢ kupuje neku drugu kosaru dobara i ostvaruje maksimalnu razinu
korisnosti v'. I tada bi pravac koji predocuje sve mogucée kombinacije normaliziranih ci-
jena kojima potrosa¢ moze kupiti tocno tu drugu koSaru dobara bio tangenta na indirektnu
krivulju indiferencije u toj drugoj tocki, stoga je indirektna krivulja indiferencije ovojnica
svih mogucih pravaca od kojih svaki predoCuje sve moguce kombinacije cijena kojima
potrosa¢ moze kupiti optimalnu kosaru dobara koja u proizvoljno izabranoj cjenovnoj tocki
daje maksimalnu razinu korisnosti v' . Jednostavno re¢eno, indirektna krivulja indiferencije
lezi iznad tangente koja krivulju dodiruje u bilo kojoj tocki. Zbog toga je indirektna krivulja
indiferencije konveksna u odnosu na koordinatni poéetak, odnosno zbog toga je skup infe-
riornih kombinacija normaliziranih cijena, kombinacija pri kojima je razina korisnosti jed-
naka ili manja od razine korisnosti v', striktno konveksan. Naravno, to takoder znaci da je
indirektna funkcija korisnosti kvazikonveksna.

Postoji opc¢a suglasnost da je konveksnost indirektne krivulje indiferencije ekonomski
teSko jednostavno interpretirati. Smatra se da je tomu razlog dokazivanje svojstva konvek-
snosti opovrgavanjem pretpostavke da ono ne postoji, odnosno dokazivanje kontradikcijom.
Ipak, valja upozoriti da ono odrazava Cinjenicu kako se pri relativno visokim razinama
normalizirane cijene dobra, zahtijevaju relativno male promjene cijene dobra X,, P, da bi
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se nadoknadile velike promjene cijene P, i, obrnuto, kako se pri relativno visokim
vrijednostima normalizirane cijene dobra X,, £, zahtijevaju relativho male promjene

cijene dobra X, ,P,, da bi se nadoknadile velike promjene cijene P . Mapa indirektnih

21
krivulja indiferencije u prostoru normaliziranih cijena dobara izgleda potpuno jednako kao i
mapa krivulja indiferencije u prostoru dobara. Ipak, izmedu tih dviju vrsta krivulja indife-
rencije postoje dvije bitne razlike. Prva se ocituje u tome da indirektne krivulje indiferen-
cije koje su udaljenije od koordinatnog pocetka, za razliku od krivulja indiferencije u pros-
toru dobara, predoc¢uju manje razine korisnosti, i druga u tome da se za konveksnost uobi-
¢ajenih krivulja indiferencije zahtijeva, a za konveksnost indirektnih krivulja indiferencije
ne zahtijeva da potrosaceve preferencije budu konveksne.

Slika 2. Negativno nagnuta i konveksna indirektna krivulja indiferencije

P, A
1
]
PZ
PS
N P=(PLP)
2
0 ke

Kada su normalizirane cijene dobara (P',P}), kosara dobara x' =(x/,x)) potro$acu

daje maksimalnu razinu korisnosti v'. Uz pretpostavku da postoji odredeni stupanj
supstitucije izmedu dobara, svaka druga kombinacija normaliziranih cijena koja pripada
pravcu daje mu vecu razinu maksimalne korisnosti jer njome kupuje kosaru dobara razlicitu

od kosare dobara x' koja mu je dostupna. Proizvoljno izabrana kombinacija cijena P’ iz
11 " ., . . . . L
trokuta 0—-— potroSaCu donosi vecu razinu maksimalne korisnosti od kombinacije cijena
X, X
2 M

u to¢ki P? koja pripada pravcu jer su cijene u tocki P*manje od odgovarajuéih cijena u tocki
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P? stoga pri kombinaciji cijena u to¢ki P’ potroga¢ ostvaruje veéu razinu maksimalne koris-
nosti od razine v'. Buduéi da je to¢ka P* proizvoljno izabrana, svaka kombinacija cijena
koja pripada trokutu, izuzev kombinacije P' potroga¢u donosi veéu razinu maksimalne kori-
snosti od razine v' . Kombinacija cijena u kojima je jedna cijena veéa, a druga ne manja od
odgovarajuée cijena u tocki P', predoene osjenéanim prostorom, potrosacu daju manje
razine maksimalne korisnosti od razine v'. U skladu s navedenim, indirektna se krivulja
indiferencije mora nalaziti izmedu pravca koji predocuje sve moguce kombinacije normali-
ziranih cijena kojima potroga¢ moze pribaviti to¢no kosaru dobara x' i osjen¢ane povrsine
koja predocuje kombinacije cijena u kojima je jedna cijena veca, a druga ne manja od od-
govarajuée cijene u tocki P'. Pri prijelazu iz tocke P' u neku drugu to¢ku koja potrosacu
donosi maksimalnu razinu korisnosti v', cijena se jednog dobra mora poveéati, a drugog
smanjiti. Zbog toga je krivulja indiferencije negativno nagnuta. Indirektna krivulja indife-
rencije lezi iznad pravca koji je dodiruje u proizvoljno izabranoj tocki P'. Buduéi da je
to¢ka P' proizvoljno izabrana, zakljuéujemo da indirektna krivulja indiferencije lezi iznad
bilo kojeg pravca koji dodiruje njezinu bilo koju drugu tocku i predoéuje sve moguce kom-
binacije normaliziranih cijena kojima potrosa¢ moze kupiti tocno optimalnu koSaru dobara
koju bi izabrao kad bi se nasao u toj novoj tocki. Zbog toga zakljuCujemo da je indirektna
krivulja indiferencije konveksna u odnosu na koordinatni pocetak, odnosno da je indirektna
funkcija korisnosti kvazikonveksna u normaliziranim cijenama dobara.

Algebarski dokaz kvazikonveksnosti

Pozabavimo se jos malo kvazikonveksno$¢u indirektne funkcije korisnosti. Dokaz da
je indirektna funkcija korisnosti kvazikonveksna u normaliziranim cijenama P, dokaz je da
je skup kombinacija normaliziranih cijena pri kojima razine korisnosti nisu vece od neke
zadane razine korisnosti v konveksan, odnosno tvrdnji da je krivulja indiferencije,
v(B,P,) =V, konveksna u odnosu na koordinatni pocetak.

Ili drugacije, tvrdnja da je indirektna funkcija korisnosti kvazikonveksna u P ekviva-
lentna je tvrdnji da se maksimalna korisnost ostvaruje u jednoj izmedu krajnjih tocaka bilo
kojeg pravocrtnog segmenta ako su vrijednosti indirektne funkcije korisnosti u tim tockama
jednake. Slika 3 jasno ilustrira navedene tvrdnje.

Maksimalna razina korisnosti na pravocrtnom segmentu u prostoru normaliziranih ci-
jena ostvaruje se u jednoj izmedu dvije krajnje tocke segmenta. Ako je, na primjer, vrijed-
nost funkcije korisnosti u tocki P' jednaka w(P')=V i u tocki P*> takoder jednaka
v(P?) =V, tada ni u jednoj drugoj tocki koja pripada pravocrtnom segmentu, ni u jednoj
drugoj tocki P’ =¢P' +(1-1)P* za t€ [0,1], vrijednost funkcije korisnosti nije veéa od v .
Za t=, v(P)=v(P)=v.Za t=1, v(P")=v(P')=v.Za 0<t<1, v(P')<V.Mozemo
stoga pisati:

v(P) < maks[[v(P'),v(Pz)ﬂ. (21)
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Slika 3. Kvazikonveksnost u P: skup P :v(P) <V je konveksan za svako V

4 v (Py<max [(P"), W(P)]=v(P)>w(P?)

Za =0, v (P)y= P )<u(P)  Zar=1, v (P)= v(P')>W(P°)
Za te(0,1), v (P)<v(P)

(PY=P'H1-0)P° t<[0,1]

P,

PS

v (PYy<max [v(P"), v(P*)]|=v(P"y=v(P’)
(PY=P+H1-P* 1€[0,1]

Za 1=0, v (PY= wP?) Zar=1, v(P)=v(P")
Za te(0,1), v (PY<v(Py=v(P?*)

v(P', P)=v

o P

Sli¢no tome, ako je vrijednost funkcije korisnosti u P' jednaka v(P')=v iu tocki P’
jednaka v(P*) =V, tada ni u jednoj drugoj tocki pravocrtnog segmenta izmedu P' i P’
vrijednost funkcije korisnosti nije veéa od v. Za t=0, v(P')=v(P’) = V<v,azat=1,
v(P)Y=v. Za O<t<l, v(P)<v. 1 u ovom slutaju moZemo pisati
v(P") < maks[v(Pl),v(P3)] .

Sliku 3 nacrtali smo posto smo graficki dokazali tvrdnju da je u slucaju dvaju dobara
indirektna funkcija korisnosti kvazikonveksna, stoga nam preostaje dokazati da tvrdnja

vrijedi sasvim opéenito. Pretpostavimo da su P' i P* dva razli¢ita vektora normaliziranih
cijena i da odgovarajuée vrijednosti indirektne funkcije korisnosti nisu ve¢e od razine kori-

snosti V:v(P')<v i vw(P’)<V. Nadalje, neka je v(P') vrijednost indirektne funkcije
korisnosti u tocki P’ =P' +(1-¢)P’ za te [0,1] . Tvrdimo da je u tom slucaju:
w(P') < maks [v(P1 ), (P )} , (22)

odnosno da je indirektna funkcija korisnosti kvazikonveksna. Ova je tvrdnja ekvivalentna
tvrdnji da svaka koSara dobara iz skupa ostvarive potroSnje

s ={x:p'x <1} (23)
mora pripadati uniji skupa ostvarive potrosnje
s'={x:p'x <1} (24)

i skupu ostvarive potrosnje
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§7={x:p’x<1j. (25)

Sazeto, ova je tvrdnja ekvivalentna tvrdnji da je skup ostvarive potrosnje S’ podskup
skupa ostvarive potrosnje S' i skupa ostvarive potrosnje S*: §' = S' US”.

Tvrdnju ¢emo dokazati polazeéi od Cinjenice da u skupu zamislive potrosnje postoji
mnogo kosara dobara koje ne pripadaju ni skupu ostvarive potrosnje S' ni skupu ostvarive
potrodnje S*. Cinjenicu da neka koSara dobara x iz skupa zamislive potro$nje X ne pri-
pada ni skupu ostvarive potrosnje S' ni skupu ostvarive potrosnje S’ izrazavamo zapi-
sima:

p'x>1 (26)
p’x>1. (27)

Sada se pitamo moze li neka koSara dobara X, koja ne pripada ni skupu ostvarive

potrosnje S' ni skupu ostvarive potrosnje S*, koja ne pripada uniji skupova S' i S*,

pripadati skupu ostvarive potrosnje S "2 Do odgovora na to pitanje dolazimo ako, nakon
$to pomnozimo nejednakost () s ¢ i nejednakost () s (1-7), lijeve i desne strane novodobive-
nih nejednakosti zbrojimo. U skladu s izre¢enim, dobivamo nejednakost:

tp'x+ (1-1) p’x>t+1-t, (28)
odnosno nejednakost

p'x>1, (29)
koja nam kaZe da nijedna koSara dobara koja ne pripada uniji skupova S' i S* ne pripada
ni skupu ostvarive potro$nje S’, stoga zakljucujemo da svaka koSara dobara koja pripada
skupu ostvarive potrosnje S’ pripada i uniji skupova ostvarive potrosnje S' i S, odnosno
da je skup ostvarive potrosnje S’ podskup unije skupova ostvarive potrosnje S' i S*.

Indirektna je funkcija korisnosti na skupu ostvarive potrosnje S’

v(P') = maks{u(x):xe S'}. (30)

Budu¢i da svaka koSara dobara koja pripada skupu ostvarive potro$nje S’, pripada i

uniji skupova ostvarive potrosnje S' i S*, maksimalna razina korisnosti na skupu S ne
moze biti ve¢a od maksimalne razine korisnosti koju potrosa¢ moze ostvariti barem na
jednom od skupova S' i S*. U skladu s navedenim pisemo:

v(P') < maks| v(P"),v(P*)].(31)

3. DUALNOSTI IZMEDU OGRANICENE
MAKSIMIZACIJE 1 OGRANICENE MINIMIZACIJE
KORISNOSTI

Da bi se bez poteskoca shvatio ekonomski i matematicki smisao dualnosti izmedu di-
rektne i indirektne funkcije korisnosti, mora se, prije svega, nedvojbeno razumjeti ekonom-
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ski i matematicki smisao modela ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti.
Radi toga ¢emo prvo u prostoru dobara graficki pokazati da bi potrosac, pri svim kombina-
cijama normaliziranih cijena koje se razlikuju od kombinacije normaliziranih cijena P' i pri
kojima moZe pribaviti to¢no kosaru dobara x', ostvario ve¢u razinu maksimalne korisnosti
od razine maksimalne korisnosti v' . Potom éemo algebarski formulirati model ograni¢ene
minimizacije maksimalne razine korisnosti i pokazati kako se budzetske crte i kosare do-
bara koje maksimiziraju korisnost preslikavaju iz prostora dobara u prostor normaliziranih
cijena dobara i obrnuto. Preslikavanja iz jednog u drugi prostor teku po nacelu recipro¢nosti
koje se najbolje odrazava u razlici izmedu zakrivljenosti krivulja indiferencije u prostoru
dobara i zakrivljenosti krivulja indiferencije u prostoru normaliziranih cijena. Nakon objas-
njenja preslikavanja i razlike izmedu zakrivljenosti krivulja indiferencije slijedi i graficki
opis putovanja od direktne do indirektne funkcije korisnosti. Teorem o dualnosti direktne i
indirektne funkcije korisnosti i njegov dokaz izrazavaju sve nase napore na najsazetiji na-
¢in. Kona¢no smo posebno izdvojili Hotelling — Woldov identitet i Royov identitet kao
najvaznije rezultate koji proizlaze iz analize dualnih modela i s teoretskog i s empirijskog
stajalista.

3.1. Ilustracija minimizacije maksimalne korisnosti u prostoru dobara

Objasnili smo zasto bi potrosa¢ koji je pri normaliziranim cijenama (P',P') izabrao
kosaru dobara x' = (x;,x}) koja mu daje maksimalnu razinu korisnosti v' pri svim drugim

kombinacijama normaliziranih cijena pri kojima moze pribaviti to¢no kosaru dobara x'
ostvarivao veée razine maksimalne korisnosti od razine maksimalne korisnosti v'. Ovaj
nalaz lako mozemo dokazati i u prostoru dobara s uobic¢ajenim budzetskim crtama i krivu-
ljama indiferencije. Ako su normalizirane cijene dobara (P', P)) i ako kosara dobara x' pri
tim cijenama potro$acu daje maksimalnu razinu korisnosti v', onda normalizirana bu-
dzetska crta

P'x,+P'x, =1, (32)

dodiruje krivulju indiferencije u toki x'. Pretpostavimo da su se normalizirane cijene
dobara promijenile tako da budZetskoj crti koju formiraju nove cijene B* i P pripada

kosara dobara x'. Pri novoj kombinaciji normaliziranih cijena P*, kao $to predocuje slika
4, potrosa¢ ne bi ponovno izabrao dostupnu kosaru dobara x', koSaru presjecista dviju
budzetskih crta i krivulje indiferencije, nego, zbog toga $to pri razli¢itim kombinacijama
normaliziranih cijena bira razli¢ite koSare dobara, koSaru dobara x’ koja mu daje veéu
razinu maksimalne korisnosti, razinu v*, od razine maksimalne korisnosti v'. Ono §to
vrijedi za proizvoljno izabranu kombinaciju normaliziranih cijena P*, vrijedi za sve
kombinacije normaliziranih cijena koje se razlikuju od kombinacije normaliziranih cijena

P' i formiraju budzetske crte kojima pripada koSara dobara x'. Pri svakoj bi takvoj
kombinaciji normaliziranih cijena, kojih je beskona¢no mnogo, potrosa¢ ostvario vecu ra-

zinu maksimalne korisnosti od razine maksimalne korisnosti v' . Prema tome, razina maksi-
. . 1 . v v . v 1 . . .. .
malne korisnosti v koju potrosacu daje koSara dobara x  pri kombinaciji normaliziranih
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cijena P' manja je razina maksimalne korisnosti od bilo koje razine maksimalne korisnosti
koju potrosa¢ moze ostvariti pri nekoj drugoj kombinaciji normaliziranih cijena koja tvori
budZetsku crtu kojoj pripada kosara dobara x'.

Slika 4. Minimalna razina maksimalnih korisnosti

P x+P) x~1

-

0" 1 1 x
P

=N
.=l

Pri kombinaciji normaliziranih cijena dobara (P',P)) krivulja indiferencije dodiruje
normaliziranu budZetsku crtu u tocki x' koja potrosacu daje razinu maksimalne korisnosti
v'. Kada se normalizirana cijena dobra X, poveéas P na B’ i normalizirana cijena do-

bra X, smanjis P, na P} tako da novoj budzetskoj crti pripada ko3ara dobara x', kosara

dobara x* potrosacu daje maksimalnu razinu korisnosti v’ koja je veéa od maksimalne
razine korisnosti v' . Budu¢i da je kombinacija normaliziranih cijena P* proizvoljno izab-
rana, i pri svakoj bi drugoj kombinaciji normaliziranih cijena koja je razli¢ita od kombina-
cije P' i koja formira budZetsku crtu kojoj pripada koSara dobara x' potrosa¢ ostvario
maksimalnu razinu korisnosti koja je veéa od maksimalne razine korisnosti V', stoga
zakljuCujemo da od svih mogucih kombinacija normaliziranih cijena koje formiraju norma-
lizirane budzetske crte koje se sijeku u jednoj tocki (koSari), potrosa¢ ostvaruje minimalnu
razinu maksimalne korisnosti pri onoj kombinaciji normaliziranih cijena pri kojoj krivulja
indiferencije dodiruje odgovarajuéu budzetsku crtu u kosari (tocki) presjecista
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3.2. Preslikavanje iz prostora dobara u prostor
normaliziranih cijena i obrnuto

Kako bismo sada formulirali opéenit model koji nam daje odgovor na pitanje: Pri ko-
joj izmedu svih moguc¢ih kombinacija normaliziranih cijena dobara koje formiraju bu-

y . . y 1 . L . .
dzetske crte kojima pripada kosara dobara X potrosa¢ ostvaruje minimalnu razinu maksi-
malne korisnosti? Odmah nam pada na um da bismo na to pitanje lako nasli odgovor mini-
miziraju¢i indirektnu funkciju korisnosti uz ogranicenje da se za svaku mogucu kombina-

.. T e iy 1.1 - .
ciju normaliziranih cijena mogu kupiti to¢no koli¢ine dobara X, 1Xx,. Formalni je zapis
ovog modela :

min W(F,B,) (33)
uz uvjet x| P +x)P, =1. (34)

U modelu su endogene varijable normalizirane cijene dobara P, i P,, a egzogene

varijable zadane koli¢ine dobara xl1 1 x; . Primijetite da je koeficijent smjera pravca

1 x
— 1
B=—-—H (35)
X X
koji predocuje sve moguce kombinacije normaliziranih cijena za koje potrosa¢ moze priba-
1
viti zadanu koSaru dobara x' =(x/,x;) jednak negativnom odnosu koli¢ina dobara, ——-, i
X
PI
da se on razlikuje od negativnog odnosa normaliziranih cijena dobara, —ﬁ , koji je
2

koeficijent smjera pravca koji predocava sve moguce kombinacije dobara koje potrosac
mozZe pribaviti pri normaliziranim cijenama dobara P' i P} za normalizirani dohodak koji
je jednak jedinici.

Da bismo $to bolje shvatili smisao zapisanog modela i njegovu vezu s modelom mak-
simizacije korisnosti uz zadano budzetsko ogranicenje, ovdje ¢emo pokazati kako se bu-
dzetske crte i koSare dobara koje maksimiziraju korisnost, tocke dodira razli¢itih budzetskih
crta 1 krivulje indiferencije, preslikavaju iz prostora dobara u indirektne budzetske crte i
kombinacije cijena koje minimiziraju maksimalne razine korisnosti, tocke dodira indirek-
tnih budzetskih crta i indirektnih krivulja indiferencije, u prostoru normaliziranih cijena
dobara i obrnuto, kako se normalizirana budzetska crta

Pllx] +P21x2 =1 (36)

i kosara dobara x' koja maksimizira korisnost uz to ograni¢enje iz prostora dobara
preslikavaju u prostor normaliziranih cijena dobara. Segmentni je oblik normaliziranog
budzetskog pravca

X X

B P
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Iz zapisa se u segmentnom obliku jasno vidi da potroSac za cjelokupni normalizirani
dohodak koji je jednak jedinici moze kupiti 7 jedinica dobra X, ili o jedinica dobra
1 2

X, . Dobivene koli¢ine s osiju koli¢ina u prostoru koli¢ina dobara preslikavamo na odgova-

raju¢e osi normaliziranih cijena u prostoru normaliziranih cijena. Naravno, vrijednosti su
T T | I . 1

normaliziranih cijena recipro¢ne vrijednosti koli¢ina — i —: B' =1:— i P =1:—.
5P A b

Sada je posve jasno kako se polaze¢i od normalizirane budzetske crte iz prostora dobara

dolazi do kombinacije normaliziranih cijena dobara (P',P,) u prostoru normaliziranih

cijena koja minimizira maksimalnu razinu korisnosti kada su zadane koli¢ine dobara

x; ix,. Kombinacija normaliziranih cijena dobara (B',P') tocka je indirektne krivulje

1

indiferencije u kojoj je dodiruje indirektna budzetska crta €iji je nagib —x—i i odsjecci na
X
. . .1 . . y .
osima cijene — i — . Indirektna je budzetska crta u segmentnom obliku
xl xZ

b5
Tt (38)
6%

preslika budzetske crte iz prostora dobara u prostor normaliziranih cijena dobara.
Kako putujemo unatrag iz prostora normaliziranih cijena u prostor dobara? Sada nor-

malizirane cijene — 1 — s osiju normaliziranih cijena preslikavamo na odgovarajuce osi
1 2
koli¢ina u prostor koli¢ina. Vrijednosti su odgovaraju¢ih koli¢ina recipro¢ne vrijednosti

T 1 . 1 . 1 . .

normaliziranih cijena — i —: x; =1:— i x, =1:— . Tako se, polaze¢i od normalizi-
'xl ‘x2 1 x2

rane indirektne budzetske crte, iz prostora normaliziranih cijena dobara, dolazi do kombi-

nacije dobara x' = (x/,x}) u prostoru dobara koje potro$a¢u maksimizira korisnost kada su

zadane cijene dobara P'iP,. Kombinacija koli¢ina dobara (x;,x)) tocka je krivulje
1
1

indiferencije u kojoj je dodiruje budzetska crta Ciji je nagib —— i odsjecci na osima koli-
P

2

.- 1 .1 . " . . ST .

Cina — 1 7 Na taj smo se nacin vratili u mjesto odakle smo zapoceli naSe putovanje.
1 2

Kruzni je tok mogao zapoceti i iz prostora normaliziranih cijena. U tom bi slucaju tu i zavr-

Silo naSe putovanje.

Na opisani bismo nacin, beskona¢nim brojem ponavljanja, polaze¢i od pretpostavke
da stalno nove budzetske crte u prostoru dobara u stalno novim to¢kama dodiruju krivulju
indiferencije, mogli generirati indirektnu krivulju indiferencije u prostoru normaliziranih
cijena dobara. Jednako bismo tako, beskona¢nim brojem ponavljanja, polaze¢i od novodo-
bivenih indirektnih budzetskih crta i od tocaka njihova dodira s indirektnom krivuljom
indiferencije, mogli izvesti polaznu krivulju indiferencije u prostoru dobara.
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Ovdje moramo eksplicitno navesti da se naSe preslikavanje krivulje indiferencije iz
prostora dobara u indirektnu krivulju indiferencije i obrnuto, temelji na pretpostavci da je
krivulja indiferencije u prostoru dobara striktno konveksna u odnosu na koordinatni poce-
tak. Kada to ne bi bilo slucaj, onda bi se moglo dogoditi da neke koSare dobara ni pri jed-
nom odnosu normaliziranih cijena dobara ne bi potro§acu maksimizirale korisnost, stoga ih
na opisani nacin ne bismo mogli preslikati iz prostora dobara u prostor normaliziranih ci-
jena dobara. Indirektna bi krivulja indiferencije u tom sluc¢aju sadrzavala samo informacije
o konveksnim dijelovima krivulje indiferencije iz prostora dobara. Naravno, ono §to nije
preslikano u indirektnu krivulju indiferencije, ne moze se ni preslikati u krivulju indiferen-
cije u prostoru dobara. Iduca slika ilustrira nase razmisljanje.

Slika 5. Krivulja indiferencije koja nije posvuda konveksna

A
X

u=v(P, P,)

.
»

e,
O X

Kosara dobara x' pripada konkavnom dijelu krivulje indiferencije. Ona ni pri jednom
odnosu cijena dobara potrosacu ne bi maksimizirala korisnost, stoga ona ne bi bila ni pres-
likana u indirektnu krivulju indiferencije. U indirektnu bi krivulju indiferencije bili presli-
kani samo konveksni dijelovi krivulje indiferencije. Budu¢i da indirektna krivulja indife-
rencije ne sadrzi sve informacije sadrzane u krivulji indiferencije, ona ih ni ne moze sve
vratiti krivulji indiferencije.

Nadamo se da je ¢itatelju posve jasno kako Citavo vrijeme govorimo o na¢inu na koji
iz direktne funkcije korisnosti izvodimo indirektnu funkciju korisnosti i o simetricnom
nacinu na koji iz indirektne funkcije korisnosti izvodimo direktnu funkciju korisnosti, od-
nosno da citavo vrijeme pokazujemo kako pod odredenim uvjetima postoji savrSena dual-
nost izmedu analize potroSacevih preferencija i potroSaceva izbora pomocu koli¢ina dobara
1 analize potrosacevih preferencija i potrosaceva izbora pomocu cijena dobara. Opcenito se
moze re¢i da dualnost izrazava odnos izmedu koli¢ina dobara i cijena dobara. U naSem je
slucaju direktna funkcija korisnosti prvotni pojam jer opisuje potroSaceve preferencije u
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prostoru dobara, a indirektna funkcija korisnosti dualni pojam jer opisuje potroSaceve pre-
ferencije u prostoru normaliziranih cijena dobara. Naravno, uloge bi se funkcija mogle
zamijeniti. Koli¢ine su dobara u nasem slucaju prvotne varijable, a cijene dobara dualne
varijable. Proces maksimizacije korisnosti uz zadane normalizirane cijene daje Marshallove
funkcije potraznje, trazene koli¢ine kao funkcije cijena, a proces minimizacije indirektne
funkcije korisnosti uz zadane koli¢ine dobara inverzne funkcije potraznje, cijene dobara
kao funkcije koli¢ina. To znaci da je vezu izmedu normaliziranih cijena dobara i optimalnih
koli¢ina dobara moguce dobiti rjesavajuci bilo koji izmedu dva modela. Model maksimiza-
cije direktne funkcije korisnosti transformira se u model minimizacije indirektne funkcije
korisnosti zamjenjujuci u s v, koli¢ine dobara cijenama dobara i proces maksimizacije pro-
cesom minimizacije korisnosti, dok se model minimizacije indirektne funkcije korisnosti
transformira u model maksimizacije direktne funkcije korisnosti zamjenjujuéi v s u, norma-
lizirane cijene koli¢inama dobara i proces minimizacije procesom maksimizacije. Dva su
problema optimizacije dualni problemi u navedenom smislu.

3.3. Zakrivljenost krivulja indiferencije

Prije nego sto prijedemo na sveobuhvatan graficki prikaz dualnosti izmedu direktne i
indirektne funkcije korisnosti, na graficki prikaz putovanja od krivulje indiferencije u pro-
storu dobara do indirektnih krivulja indiferencije u prostoru normaliziranih cijena, jo§ ¢emo
nesto re¢i o odnosu zakrivljenosti krivulja indiferencije u prostoru dobara i krivulja indife-
rencije u prostoru normaliziranih cijena dobara. Dokazat ¢emo da je zakrivljenost krivulja
indiferencije u prostoru dobara inverzno povezana sa zakrivljenos¢u indirektnih krivulja
indiferencije u prostoru normaliziranih cijena dobara. Radi toga se ovdje moramo prisjetiti
da velicina elasti¢nosti supstitucije izmedu dobara u nekoj tocki krivulje indiferencije, veli-
¢ina proporcionalne promjene omjera dobara po jedinici apsolutne proporcionalne prom-
jene nagiba krivulje indiferencije u toj tocki, mjeri lako¢u kojom je potrosa¢ spreman sups-
tituirati jedno dobro drugim dobrom. Ako je zakrivljenost krivulje indiferencije u nekoj
tocki velika, onda je elasti¢nost supstitucije izmedu dobara mala, a ako je zakrivljenost
krivulje indiferencije u nekoj tocki mala, onda je elasticnost supstitucije izmedu dobara
velika. Kada su dobra komplementi, odnosno kada krivulja indiferencije ima pravokutan
oblik, elasticnost je supstitucije izmedu dobara jednaka nuli, a kada su dobra savrSeni sups-
tituti, odnosno kada je krivulja indiferencije pravac, elasti¢nost je supstitucije beskonacno
velika. Elasti¢nost supstitucije izmedu dobara simbolicki izrazavamo zapisom:

d n (2
'xl
0, =
d In (

(39

LA
dx,

U savr$enoj konkurenciji, u ravnotezi, apsolutni je nagib krivulje indiferencije jednak
odnosu cijena dobara, stoga u tom sluc¢aju mozemo pisati

d n (2
X
o = (40)
d In (—
(P)

2
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Kada provedemo naznacene operacije, dobivamo
«_d (In x,— In x)

- , 41
 d (In P— In P) “h)
odnosno
d, _dy
X x2 xl
e . 42
o Tan_ap, @
R P,

Prijedimo sada u prostor normaliziranih cijena dobara i pogledajmo kako se u tom
slucaju definira elasti¢nost supstitucije izmedu normaliziranih cijena dobara. Elasti¢nost je
supstitucije izmedu cijena dobara u nekoj tocki krivulje indiferencije u prostoru cijena do-
bara odnos proporcionalne promjene relativne cijene dobra i proporcionalne promjene rela-
tivne upotrebe dobra, odnosno apsolutne proporcionalne promjene nagiba krivulje indife-
rencije u toj tocki. Simbolicki je izrazavamo zapisom

of =— 1. (43)

Kada provedemo naznacene operacije, dobivamo kvocijent

dp, _ dR
P, P
P__ "2 1 44
o dv, “
X X,

koji se nakon mnoZzenja brojnika i nazivnika s (-1) preobrazava u reciprocnu vrijednost
elasti¢nosti supstitucije izmedu dobara

aR _ dh
»__AH b
= ) 45
O-I 2 dx2 B dx] ( )
x2 xl

Time smo dokazali da je zakrivljenost krivulje indiferencije u prostoru dobara inver-
zno povezana sa zakrivljenos$¢u krivulje indiferencije u prostoru normaliziranih cijena do-
bara. Sada nam je posve jasno zasto je zakrivljenost krivulje indiferencije u prostoru nor-
maliziranih cijena dobara mala kada je zakrivljenost krivulje indiferencije u prostoru dobara
velika i zaSto je zakrivljenost krivulje indiferencije u prostoru normaliziranih cijena dobara
velika kada je zakrivljenost krivulje indiferencije u prostoru dobara mala. Kad su dobra
komplementi, odnosno kada je krivulja indiferencije u prostoru normaliziranih cijena do-
bara pravac, elasti¢nost je supstitucije izmedu cijena dobara beskonacno velika, a kad su
dobra savrSeni supstituti, odnosno kada krivulja indiferencije u prostoru normaliziranih
cijena ima pravokutni oblik, elasti¢nost je supstitucije izmedu cijena dobara jednaka nuli.
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3.4 Sveobuhvatni graficki prikaz dualnosti

Sveobuhvatni graficki prikaz dualnosti izmedu direktne i indirektne funkcije koris-
nosti rezultat je podrobnije analize svih njezinih aspekata koju smo do sada izveli, stoga
drzimo kako je sadrzaj teksta ispod iduce slike koji opisuje crteze na slici dostatan da ¢ita-
telje podsjeti na kljucne elemente dualnosti izmedu dva modela ogranic¢ene optimizacije.

Slika 6. Putovanje od direktne do indirektne krivulje indiferencije i natrag

() (b)

h

W= v

L L
P x5
(X" F=v(P%) (P =u(x")
u(x')=(P") V(P =u(x")
o’ i 1% 0° i 3P
P? P! x] x;
© @
X2 A Pop
1
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P 9 X,
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Crtez (a) jasno ilustrira da kosara dobara x' potro$a¢u minimizira maksimalnu razinu
korisnosti kada se on suoéi s normaliziranim cijenama B' i P zbog toga §to izmedu

svih budZetskih crta kojima pripada kosara dobara x' jedino budZetska crta koju formiraju
normalizirane cijene P' i P, dodiruje krivulju indiferencije u tocki x' .

Crtez (b) predocuje preslike krivulja indiferencije iz prostora dobara u prostor norma-
liziranih cijena dobara i preslike budZetskih crta iz prostora dobara u prostor normaliziranih
cijena dobara. Odsjecci su indirektnih budzetskih crta na osima normaliziranih cijena recip-
ro¢ne vrijednosti odsje¢aka odgovaraju¢ih budzetskih crta na osima koliina u prostoru
dobara. Zbog reciproc¢nosti, ve¢im odsjeccima u prostoru dobara odgovaraju manji odsjecci
u prostoru normaliziranih cijena. Preslika je krivulje indiferencije koja je udaljenija od
koordinatnog pocetka u prostoru dobara blize koordinatnom pocetku u prostoru normalizi-
ranih cijena jer su reciprocne vrijednosti koli¢ina u koSari dobara koja pripada bilo kojoj
zraci iz ishodiSta i od koordinatnog pocetka udaljenijoj krivulji indiferencije u prostoru
dobara manje od recipro¢nih vrijednosti koli¢ina u kosari dobara koja pripada bilo kojoj
zraci iz ishodista i od koordinatnog pocetka udaljenijoj krivulji indiferencije u prostoru
dobara manje od recipro¢nih vrijednosti koli¢ina u koSari dobara koja pripada istoj zraci iz
ishodis$ta 1 krivulji indiferencije koja je blize koordinatnom pocetku. Zbog reciprocnosti
vrijedi i obrnuto, preslika indirektne krivulje indiferencije koja je u prostoru normaliziranih
cijena udaljenija od koordinatnog pocetka u prostoru je dobara blize koordinatnom pocetku.
Konacno, zbog reciprocnosti, zakrivljenijim krivuljama indiferencije u prostoru dobara
odgovaraju manje zakrivljene krivulje indiferencije u prostoru normaliziranih cijena. Vri-
jedi i obrnuto.

Na crtezu (¢) krivulja indiferencije u prostoru dobara predocuje maksimalnu razinu
korisnosti koju potrosa¢ ostvaruje pri kombinaciji normaliziranih cijena P', P> i P, i koju
daju kosare dobara x', x> i x’. Indirektna je krivulja indiferencije njezina preslika na

crtezu (d). Putovanje iz jednog u drugi prostor i zakrivljenost krivulja u jednom i drugom
prostoru temelje se na nacelu reciproc¢nosti.

3.5. Teorem o dualnosti direktne i indirektne funkcije korisnosti

Napokon je kucnuo i prikladan ¢as da oéevidnu geometriju prevedemo na jednako
bjelodanu algebru, da izreknemo i dokazemo teorem o dualnosti direktne i indirektne fun-
kcije korisnosti. Taj teorem tvrdi da neprekidna, diferencijabilno strogo rastuca i kvazikon-
kavna funkcija korisnosti implicira egzistenciju neprekidne, diferencijabilno strogo opada-
juce i kvazikonveksne indirektne funkcije korisnosti i obrnuto, da indirektna funkcija koris-
nosti s navedenim svojstvima implicira direktnu funkciju korisnosti s navednim svojstvima.

TEOREM 1. Teorem o dualnosti direktne i indirektne funkcije korisnosti

Ako je direktna funkcija korisnosti u(x) kvazikonkavna i diferencijabilno strogo ras-

tu¢ana R”

++ 9

v(P) = maks u(x) uz uvjet Px =1 (P.1)

onda je, za P»0, indirektna funkcija korisnosti koju ona implicira
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i, za x»0, direktna funkcija korisnosti koju tako dobivena indirektna funkcija korisnosti
implicira
u(x) = mpin v(P) uz uvjet Px=1. P.2)

Dokaz: Budu¢i da se indirektna funkcija korisnosti definira kao maksimalna vrijed-
nost direktne funkcije korisnosti uz ogranicenje, dolazak od direktne do indirektne funkcije
korisnosti nije potrebno dokazivati. Preostaje nam dokazati kako se iz indirektne funkcije
korisnosti izvodi direktna funkcija korisnosti, odnosno dokazati da je

u(x) = mpin v(P) uz uvjet Px=1. (P.3)

Podimo od pretpostavke da kosara dobara x! potrosacu maksimizira korisnosti kada

” S 1 . e o
se on suo€i s normaliziranim cijenama dobara P . U tom je slu¢aju vrijednost indirektne
funkcije korisnosti

v(P') = u(x'). (P.4)
Pretpostavimo sada da je potrosa¢ suocen s nekom drugom kombinacijom normalizi-

ranih cijena dobara pri kojima moze pribaviti tocno koSaru dobara Xl, takvim da on
zadovoljava jednakost

P'x'=P*x'=1. (P.5)
Potonja jednakost pokazuje da kosara dobara x! zadovoljava budzetsko ograni¢enje i
pri normaliziranim cijenama P > Na temelju toga mozemo zakljuciti da je razina korisnosti
pri normaliziranim cijenama P * barem toliko velika koliko i maksimalna razina korisnosti
pri normaliziranim cijenama P ] , ili simbolicki da vrijedi nejednakost
v(P?) = u(x")=v(P"). (P.6)
Buduc¢i da je izmedu svih vektora cijena koji zadovoljavaju navedenu jednakost vektor
cijena P : proizvoljno izabran, nejednakost
v(P?) > v(P") (P.7)
vrijedi za svaki vektor cijena P : koji zadovoljava ogranicenje

P'x' =p%x'=l. (P.8)
Time je teorem dokazan.

3.6. Hotelling - Woldov identitet i Royov identitet

Na kraju moramo skrenuti pozornost na jo§ dva neobicno vazna simetricna rezultata
koja proizlaze iz dva modela ograni¢ene optimizacije, na Hotelling — Woldov identitet i na
Royov identitet. Hotelling — Woldov identitet generira inverzne Marshallove ili nekompen-
zirane funkcije potraznje iz nuznih uvjeta prvoga reda u modelu ograni¢ene maksimizacije
funkcije korisnosti, dok Royov identitet generira Marshallove ili nekompenzirane funkcije
potraznje iz nuznih uvjeta prvoga reda u modelu ograni¢ene minimizacije indirektne fun-
keije korisnosti. Simetrije procesa izvodenja i simetrije rezultata, koje leze u samom Zzaristu
dualnosti, najbolje ¢e se raspoznati ako ih paralelno izvedemo iz oba modela.
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Tablica 1. Simetrije procesa izvodenja i rezultata dvaju modela

Model ograni¢ene maksimizacije
funkcije korisnosti

Osnovni problem —

Dualni problem «

Lagrangeova funkcija:

L(x, ) =u(x) + A(1-Px)
Nuzni uvjeti prvoga reda:

oL(x, A)

e T~ AR =0
LA 1 _py=0
oA '

Eliminiraju¢i multiplikator A, prvih n uv-
jeta mozemo izraziti zapisom

P09
PBou(x’
odnosno zapisom
U, (X)
", (X)

Kada potonji rezultat uvrstimo u budzetsko
ograni¢enje dobivamo

‘Px+ —2Px,+...+ Px, +.. +—Px =1,

i i i

odakle proizlazi da je Hotelling-Woldov
identitet

P=u/ Z u;x,,

j=1
odnosno
F = p, ().
Hotelling — Woldov identitet generira inver-
zne Marshallove ili nekompenzirane fun-
kcije potraznje. RjeSenja su sustava jed-
nadzbi koje tvore nuzne uvjete prvoga
reda Marshallove ili nekompenzirane fun-
keije potraznje
x, = x" (P).
Kada funkcije potraznje uvrstimo u funkciju
korisnosti, dobivamo indirektnu funkciju

korisnosti

v(P) = u(x,(P).x, (P),....x, (P)).

Model ogranic¢ene minimizacije
indirektne funkcije korisnosti
— Dualni problem

«— Osnovni problem
Lagrangeova funkcija:

L(P, ) =v(P) + u(1-Px)
Nuzni uvjeti prvoga reda:

oL(x, A)

oP =v,(P) — ux, =0
ILP /D 1 _py—
ou '

Eliminiraju¢i multiplikator 4 , prvih n uv-
jeta mozemo izraziti zapisom

X _v®
X, v(P)
odnosno zapisom
_u®
X.
"oy, @

Kada potonji rezultat uvrstimo u budzetsko
ograniéenje dobivamo

_1’

i“n

—xP+
i i vl

odakle proizlazi da je Royov identitet

x_V/Zv/ J?

odnosno

x, =x" (P).

Royov identitet generira Marshallove ili
nekompenzirane funkcije potraznje. Rjese-
nja su sustava jednadzbi koje tvore nuzne
uvjete prvoga reda inverzne Marshallove ili
nekompenzirane funkcije potraznje

P, =Dp (%)

Kada inverzne funkcije potraznje uvrstimo u
indirektnu funkciju korisnosti, dobivamo
funkciju korisnosti

u(x) = (B, ()B, (%), ., P, (x)).
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Nadamo se da i letimi¢an pogled citatelju daje do znanja da se u procesu ograni¢ene
maksimizacije funkcije korisnosti do Hotelling — Woldova identiteta, do inverznih Mar-
shallovih ili nekompenziranih funkcija potraznje, uzgredno dolazi na vrlo jednostavan na-
¢in, na nacin koji je znatno laksi od onog kojim se iste funkcije izvode kao rjeSenja modela
ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti. Jednako se tako u procesu ograni-
¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti na vrlo jednostavan nacin dolazi do
Royovog identiteta, do Marshallovih ili nekompenziranih funkcija potraznje. Taj je nacin
dolaska znatno jednostavniji od onoga kojim se do istih funkcija dolazi rjesavanjem prob-
lema ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti. Jednaku ulogu, kakvu Hotelling —
Woldov identitet igra u modelu ogranic¢ene maksimizacije funkcije korisnosti u izvodenju
inverznih Marshallovih ili nekompenziranih funkcija potraznje, igra Royov identitet u mo-
delu ogranicene minimizacije indirektne funkcije korisnosti u izvodenju Marshallovih ili
nekompenziranih funkcija potraznje. U oba se slucaja deriviranjem Lagrangeove funkcije
prvo izvode nuzni uvjeti prvoga reda. Potom se iz n prvih uvjeta eliminiraju Lagrangeovi
multiplikatori. U modelu se ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti u tre¢em koraku
normalizirane cijene uvrStavaju u budzetsko ogranicenje i nakon toga se jednostavnim al-
gebarskim manipulacijama dobivaju Hotelling — Woldovi identiteti, dok se u modelu ogra-
ni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti u tre¢em koraku u budzetsko ogranicenje
uvrstavaju fiksne koli¢ine dobara da bi se nakon toga jednostavnim algebarskim manipula-
cijama izveli Royovi identiteti. Svaki od dva procesa rjeSavanja u sebi uzgredno utjelovljuje
znatno laksi nacin dobivanja rjeSenja dualnog problema od nacina na koji se ta rjeSenja
dobivaju rjeSavajuci dualni problem.

Royov identitet u tablici 1 ima oblik
x,(P)=v,(P) Y. Pv,(P), (46)
j=1

oblik u kojem se on obi¢no ne zapisuje, stoga ¢emo jo§ pokazati kako se on iz ovdje zapi-
sanog oblika prevodi u oblik u kojem se obi¢no zapisuje. Pritom polazimo od toga da indi-
rektna funkcija korisnosti v(P) u cijenama i dohotku ima stupanj homogenosti jednak nuli,

jer mnozenje brojnika i nazivnika normaliziranih cijena jednakim brojem ne mijenja nor-
malizirane cijene. Prethodni zapis u originalnim varijablama poprima oblik

X (pM) =7, <p,M>/i%v, (p.M) . @7)

Znajuéi da v(p,M) u cijenama i dohotku ima stupanj homogenosti jednak nuli i koris-
te¢i Eulerov teorem, dobivamo
p;v;,(p,M)+Mv, (p,M)=0, odnosno (48)

pv;(pM)==Mv, (p,M). (49)

Nakon uvrstavanja dobivenog rezultata u prethodni oblik Royovog identiteta, dobi-
vamo oblik Royovog identiteta u kojem se on obicno zapisuje, oblik
v,(p,M)
% (pM) = -1 (50)
VM (paM )
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4. ZAKLJUCAK

U ovom smo ¢lanku svestrano rasvijetlili dualnost izmedu direktne i indirektne fun-
kcije korisnosti. Novine u ¢lanku oc€ituje graficki dokaz kvazikonveksnosti indirektne fun-
kcije korisnosti i graficki prikaz dualnosti izmedu direktne i indirektne funkcije korisnosti.
Predmet su nase analize bila dva modela ogranic¢ene optimizacije, model ograni¢ene mak-
simizacije funkcije korisnosti i model ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije koris-
nosti. U ¢lanku smo pokazali da su dva modela ograni¢ene optimizacije duali jedan dru-
gome i da oba modela u razli¢itim oblicima generiraju jednaki sustav Marshallovih ili ne-
kompenziranih funkcija potraznje. Kada se sustav jednadzbi koji je rjeSenje jednog pro-
blema invertira, dobije se dualni sustav jednadzbi koji je rjeSenje drugog problema. Doka-
zali smo i teorem koji kaze da su funkcije cilja u dva modela ograni¢ene optimizacije, fun-
kcija korisnosti u modelu ogranicene maksimizacije funkcije korisnosti i indirektna fun-
kcija korisnosti u modelu ogranicene minimizacije indirektne funkcije korisnosti, duali
jedna drugoj. Maksimum je dual minimumu, indirektne su krivulje indiferencije duali di-
rektnim krivuljama indiferencije i cijene su duali koli¢inama. Kada varijable iz jednog mo-
dela preuzmu ulogu parametara u drugom modelu i parametri ulogu varijabli u drugom
modelu i kada se proces maksimizacije zamijeni procesom minimizacije i obrnuto, model
se ograni¢ene maksimizacije preobrazava u model ograni¢ene minimizacije i obrnuto.

Pokazali smo kako se u procesu ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti uzgre-
dno izvodi Hotelling — Woldov identitet koji na znatno jednostavniji nacin generira inver-
zne Marshallove funkcije potraznje od procesa ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije
korisnosti i kako se u procesu ograni¢ene minimizacije indirektne funkcije korisnosti izvodi
Royov identitet koji na znatno jednostavniji na¢in generira Marshallove funkcije potraznje
od procesa ograni¢ene maksimizacije funkcije korisnosti. Hotelling — Woldov identitet je
dual Royovog identiteta. Proces ograni¢ene maksimizacije uzgredno generira inverzne
Marshallove funkcije potraznje i rjeSenje mu je sustav Marshallovih funkcija potraznje.
Proces ograni¢ene minimizacije uzgredno generira Marshallove funkcije potraznje i rjeSe-
nje mu je sustav inverznih Marshallovih funkcija potraznje. Oba procesa obrnutim redom
daju jednake rezultate. Ovi su rezultati doveli do velikog napretka na podru¢ju empirijskih
istrazivanja.
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