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Pellova jednadzba

IvoNA MANDIGH IvaN SoLpof

Sazetak. Clanak sadrzi rijesene primjere i probleme koji se svode
na analizu skupa rjesenja Pellove jednadzbe x? — dy? = 1 te njenu usku
povezanost sa diofantskim aproksimacijama i veriznim razlomcima.

Kljuéne rijeéi: Pellova jednadzba, verizni razlomak
Pell’s equation

Abstract. This article contains solved erxamples and problems
which are reduced to the study of the set of solutions of Pell’s equation
2?2 — dy? = 1 and their tight connection to diophantine approzimation
and continued fractions.

Key words: Pell’s equation, continued fraction

1. Uvod

Algebarska jednadzba dviju ili viSe varijabli s cjelobrojnim koeficijentima kod koje se
traze cjelobrojna ili racionalna rjesenja naziva se diofantska jednadzba. Diofantska
jednadzba

22 —dy* =1 (1)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednadzba. Ako
je d potpun kvadrat, tj. d = ¢?, ¢ € Z onda iz

a? —dy® = (z —ey)(z +cy) =1
slijedi
(r —cy) = (x + cy) = 1.

U tom slucaju imamo trivijalna rjesenja z = £1, y = 0.
Jednadzba je dobila ime po engleskom matematicaru Johnu Pellu (1611. - 1685.)
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kojemu je Leonhard Euler (1707. - 1783.), po svemu sudedi, pogresno pripisao za-
sluge za njezino rjesavanje. Neke pojedinacne jednadzbe ovog tipa nalaze se u tek-
stovima starogrékih matematicara Arhimeda (287. pr. Kr. - 212.pr.Kr.) i Diofanta
(200. po. Kr. - 284.po.Kr.). Ipak, prvi su ih sustavno proucavali srednjovjekovni
indijski matematicari. Europski matematicari koji su dali metode za rjeSavanje
Pellovih jednadzbi su Pierre de Fermat (1601. - 1665.), Leonhard Euler (1707. -
1783.) 1 Joseph Louis Lagrange (1736. - 1813.) koji je prvi dao i strogi dokaz
korektnosti predlozene metode. U ¢lanku éemo pokazati neke primjere i probleme
koji se svode na rjesavanje Pellove jednadzbe.

2. Pellova jednadzba 2% — dy? = 1

Pri rjesavanju Pellove jednadzbe prirodno je pitati se koliko ona ima rjesenja. Neka
je S = {(xn,yn) : N, xn,yn € N} skup rjesenja Pellove jednadzbe. Uredeni par
(1,1), x1 = min{x, : x, € N}, y1 = min{y, : yn € N} koji zadovoljava
jednadzbu (1) zove se njeno fundamentalno rjesenje. To je najmanje rjeSenje te iste
jednadzbe u prirodnim brojevima. Ponekad ga oznacavamo i z; + y;v/d. Sljedeéi
teorem daje nam broj rjeSenja i odnos fundamentalnog i svih drugih rjesenja Pellove
jednadzbe (1).

Teorem 1. Pellova jednadzba x> — dy?> = 1 ima beskonacno mnogo rjesenja.
Ako je (x1,y1) njeno fundamentalno rjesenje, onda su sva rjesenja ove jednadzbe u
prirodnim brojevima dana sa

Tn + ynVd= (11 +yVd)", neN. 2)

Dokaz teorema moze se pronaéi u [1].
Primjer 1. Nadite sva rjesenja Pellove jednadzbe x? — 3y = 1.
Rjesenje:
Fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe 12 —3y? =1 je (71,y1) = (2, 1). Prema
Teoremu 2.1 sva rjeSenja dana su sa

Tn+ynV3=02+V3)", neN

pa jednadzba ima beskona¢no mnogo rjesenja u N.

Iz (2) lako dobivamo
($n+1 + Yn+1 \/E) (xl + 1 \/E) = Tpy2+ yn+2\/E,
($n+1 + yn+1\/E)(x1 — ylx/E) = T+ yn\/E
Sada izjednac¢avanjem slobodnih ¢lanova imamo
Tnt2 = T1Tnt1 + dY1Yni,
Tn = T1Tn4+1 — dylyn+1,

odakle zbrajanjem dobivamo rekurziju z, 12 = 221%,411 — 5. Analognim ra¢unom,
tj. izjednacavanjem clanova uz v/d i zbrajanjem dobivamo rekurziju yp 1o = 221Yn41—
Yn- Za poCetnu iteraciju uzima se trivijalno rjeSenje jednadzbe (1), (zo,y0) = (1,0).
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Zadatak 1. Neka je (xy,,yn) rastuci niz rjeSenja Pellove jednadzbe (1) u prirod-
nim brojevima. PokaZite da za sve prirodne brojeve m,n vrijedi

Tntm = TmTn + dYmYn,

Yn+m — ITmlYn + YmTn,
Tom l(x_m N dy_m)
Yam 2\ Ym Tm

Rjesenje:
Dokaz provedimo indukcijom po m. Uvrstavanjem m = 1 u prve dvije jednakosti
dobivamo

Tpt1 = T1%n + dY1Yn,

Yn+1 = T1Yn + Y1Tn.

Prema prethodnom racunu, izjednacavanjem slobodnih ¢lanova i ¢lanova uz Vd,
gornje jednakosti vrijede za svaki prirodni broj n. Pretpostavimo da jednakosti
vrijede za m = k, tj.
Ttk = TkTy + dYrYn,
Yn+k = TkYn + YkTn.
Pokazimo istinitost za m = k 4 1. Koristeci rezultate baze i pretpostavke indukcije
slijedi
Tpikt1 = T1%n1k + dY1Yntk = T1(TkTn + dYrYn) + AY1(TkYn + YrTn)-
Mnozenjem i grupiranjem ¢lanova dobivamo
Tpikt1 = Tn(T10k + dy1ye) + dyn(T1yr + Y12%) = Th1Zn + dYk+1Yn-
Time je dokazana prva jednakost. Analognim ra¢unom lako se pokaze i istinitost
druge jednakosti, tj.
Yn+k+1 = Th+1Yn + Yk+1Tn.

Posljednju jednakost dobivamo dijeljenjem prve jednakosti drugom, uz uvjet m = n.

Yom 2xmym N 2

Yn  Tm )

<

Zadatak 2. Neka su m i d proizvoljni prirodni brojevi ¢ d nije potpun kvadrat.
Pokazite da postoji beskonaéno mnogo rjesenja Pellove jednadzbe x? — dy? = 1 pri
cemu jey djeljiv s m.

Rjesenje:

Neka je y djeljiv s m. To znaci da postoji k € Z takav da je y = mk, m € N.
Trebamo pokazati da Pellova jednadzba x? — dy? = 1 uz taj uvjet ima beskonaéno
mnogo rjesenja. UvrsStavanjem dobivamo jednadzbu

z? —d(mk)*? = 1.
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Sada, kvadriranjem i grupiranjem imamo
22 — (dk*)m? = 1.
Ozna¢imo d’ := dk?. Dobivamo jednadzbu

22 —d'm? =1,

d' nije potpun kvadrat ( jer d nije potpun kvadrat ).

3)

Primjenom Teorema 2.1

jednadzba (3) ima beskona¢no mnogo rjeSenja u N. Time je tvrdnja zadatka u

potpunosti pokazana.

<

Zadatak 3. PokazZite da postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n sa svo-
jstvom da je suma prvih n prirodnih brojeva jednaka kvadratu nekog prirodnog broja.

Nadite barem 2 prirodna broja s tim svojstvom.
Rjesenje:

Vrijedi
ii = m2,
i=1
tj.
n(n 2—|— 1) .
Sada, mnozenjem s 8 dobivamo
an? +4n = 8m?.
Svodenjem na potpuni kvadrat imamo
2n+1)2 -1 = 8m?
odnosno
(2n+1)> —8m? = 1.

Uvedimo supstituciju = 2n + 1, y = m. Sada se problem svodi na odredivanje

broja rjesenja Pellove jednadzbe

z? —8y? = 1.

Prema Teoremu 2.1 gornja jednadzba ima beskona¢no mnogo rjesenja u N. Funda-
mentalno rjesenje je ocito (z1,y1) = (3,1). Stoga iz 2n; + 1 = a7 slijedi ny = 1,

my = 1. Zaista, vrijedi 1 = 12.
Sva rjesenja jednadzbe 2 — 8y? = 1 dana su sa

e+ V8= (3+vVR)"*, keN.
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Neka je npr. k = 2. Sada je
Ty +12V8 = (34+V8)2 =17 +6V8.

Stoga je 2ny +1 = @y = 17 pa je ng = 8, mg = 6. Zaista, vrijedi 35 i = 62.
Analogno, mozemo pronadi beskona¢no mnogo parova (n,m) tako da je > . i =

m2.

<

Teorem 2.1 nam pokazuje kako mozemo generirati sva rjeSenja Pellove jednadzbe
2?2 — dy? = 1 ukoliko znamo njeno fundamentalno rjesenje. Medutim, pitanje je
kako naéi to fundamentalno rjesenje? Jedna mogucnost je uvrstavajuci redom y =
1,2,3,... i provjeravajuéi je li dy? 4+ 1 potpun kvadrat. No, veé i za relativno
male d - ove fundamentalno rjeSenje moze biti vrlo veliko. Primjerice, za d = 94
fundamentalno rjesenje je 2143295 + 2210641/94. Stoga je potrebno naéi efikasniji
nacin za nalazenje fundamentalnog rjesenja.

Jedan nacin nalazenja fundamentalnog rjesenja je koristenje veriznih razlomaka.
Naime, svako netrivijalno rjesenje jednadzbe x? — dy? = 1 inducira jako dobru
aproksimaciju iracionalnog broja v/d. Zaista,

‘\/—_E x—y\/E‘: x—y\/g‘ r+yVd
Y Y Y

T+ y\/E
% — dy? 1 1
2y + PVl ye+y/dl - 2P
Poznato je da se sve jako dobre racionalne aproksimacije realnog broja mogu dobiti

iz njegovog razvoja u verizni razlomak.
Neka je a € R. Izraz oblika

1
a=ag+ i
a1
as+
gdjesuag € Z, a1, as, - -+ € N, zove se razvoj broja a u jednostavni verizni razlomak.
Verizni razlomak krade zapisujemo u obliku [ag; a1, ag, . . .]. Brojevi ag, a1, ... zovu

se parcijalni kvocijenti i definiraju se s:

1
ap = |la),a=ap+ —,a1 = |1, o1 =a1 + —, ...
(a7} (€5

Postupak se nastavlja sve dok je ax # ag. Razvoj u jednostavni verizni razlomak
broja « je konacan ako i samo ako je « racionalan broj. Racionalne brojeve
Dk 1

— =ag + = |ap;Q1,...,0k
dk ar + L [ ]
as+
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zovemo konvergente veriznog razlomka. Brojnici i nazivnici konvergenti zadovol-
javaju sljedece rekurzije:

Pni2 = Qni2DPnt1+ P, Po = ao, p1 = aoa1 + 1, (p-1 =1,p_2=0), (4)
Gni2 = Gny2Gni1 +qn, Qo =1, g1 = a1, (-1 =0,p_2=1). (5)

Za svako rjesenje Pellove jednadzbe x2 — dy? = 1, ¢ je neka konvergenta u razvoju

od v/d u verizni razlomak. Broj v/d je kvadratna iracionalnost pa mu je razvoj
periodi¢an. On ima razvoj oblika

Vd = [ag; a1, az, - - ., a1, 2a0 |

gdje je ag = L\/EJ Precizni rezultati i veze veriznih razlomaka s diofantskim
aproksimacijama i jednadzbama mogu se naéi u [1] i [2].

Sada navedimo algoritam za razvoj kvadratnih iracionalnosti u verizni razlomak:
Neka je a kvadratna iracionalnost. Prikazimo je u obliku a = ﬂ%g gdje su
d, so,to € Z, to # 0, d nije potpun kvadrat i to|(d — s2). Ako je @ = v/d, onda
je so =0, top = 1. Brojeve a; ratunamo rekurzivno na sljedeé¢i nacin:

2
si + ag d—si
Iy Sit1 = ait; — Sy tig1 = —
1

Moze se pokazati da je razvoj u verizni razlomak periodic¢an i da je duljina perioda
I(d) < 2d [vidi [1]]. Koristed razvoj u verizni razlomak pokazuje se da Pellova
jednadzba uvijek ima beskonacno rjesenja. Bez dokaza navedimo sljedeci teorem:
Teorem 2. Neka je | duljina perioda u razvoju /d.
Ako je I paran, sva rjesenja od x* — dy* = 1 dana su sa (v,y) = (Pni—1, Gni—1),
n € N. Posebno, fundamentalno rjeSenje je (pi—1,qi—1)-
Ako je | neparan, sva rjesenja od 2 — dy? =1 dana su sa (x,y) = (P2ni—1, q2ni—1),
n € N. Posebno, fundamentalno rjesenje je (pai—1,qai—1)-
Primjer 2. Razvijte /15 u veriini razlomak.
Rjesenje:
SQZO, t():l, CLO:3,

3

_2
81=a0t0—50=3,t1=15t—051=6aa1:L%J:L%le

5223,752:1,&2: L#J 26,
§3 = 3, tg =6.
Vidimo da je (s1,t1) = (s3,t3) pa je V15 = [3,1,6].

Primjer 3. Razvijte v/29 u veriZni razlomak.
Rjesenje:
SOZO; t0:15 a0:55

29—s] 5+5
81:a0t0—80=5,t1=T1:4,a1:L%J:L%J:Q,

52:3)t2:5)a’2:|~%J:1)
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5322,t3=5, az = I_%J =1
sS4 =3,ty =4, a4 = I~34L5J =2,
5525,t5=1,a5=L#J=1
S — 5, tg =4.
Jer je (s1,t1) = (s6,t6), vrijedi V29 = [5,2,1,1,2,10].
O
Zadatak 4. Nadite sva rjesenja jednadzbe x% — 15y% = 1 za koja je 1 < = <
1000.
Rjesenje: L
Prema prethodnom primjeru je v/15 = [3,1,6]. Dakle, period I = 2 je paran.
Najmanje rjeSenje jednadzbe 22 — 15y =1 je (z1,y1) = (4,1). Nadalje je
o = 8'4—1231, y2=8,
x5 = 8-31—4=244, y; = 63,

x4 je veé vedi od 1000. Prema tome, sva rjesenja koja zadovoljavaju trazeni uvjet
su (z,y) = (4,1), (31,8), (244, 63).

O

Zadatak 5. Nadite najmanje rjesenje jednadzbe x? — 29y% = 1 u prirodnim
brojevima.
Rjesenje:

Iz razvoja v/29 u verizni razlomak oéito je period | = 5 neparan. Prema tome fun-
damentalno rjesenje jednadzbe je (z1,y1) = (P2i—1, q21-1) = (P9, g9). Racunamo:
Po =aog =95, qo =1,

p1=apa1 +1=11, q1 = a1 =2,

p2 = azp1 +po = 16, g2 = az2q1 + qo = 3,

ps = azpz +p1 =27, g3 = azq2 + q1 = 5,

pa =170, qs =13,

ps = 727, g5 = 135,

pe = 1524, q¢ = 283,

pr = 2251, g7 = 418,

ps = 3775, qs = 701,

P9 = 9801, g9 = 1820.

Stoga je najmanje rjesenje (z1,y1) = (9801, 1820).
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