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1. Uvod

Proucavanjem ljudske povijesti lako se dolazi do zakljucka da je u ljudsku prirodu ugraden nagon za proucavanjem, shva¢anjem i kontroliranjem svijeta oko
sebe. Kroz iskustvo koje Covjecanstvo prenosi s generacije na generaciju, naucili smo da je prvi korak do rjeSenja mnogih problema njihovo teorijsko
razmatranje 1 rjeSavanje na toj razini. Nakon toga mozemo se odvaZiti na rjeSavanje u stvarnom svijetu. Problemi su manje ili viSe komplicirani, pa
pokuSavamo za svaki od njih stvoriti model koji ih opisuje Sto bolje 1 to u uvjetima koje mi kontroliramo. Iako se neki od problema s kojima se susre¢emo
mogu rijesiti bez previSe teoretiziranja, za rjeSavanje drugih problema potrebno je imati plan 1 program koji ¢esto svoj oblik nalazi u jeziku matematike.

Svijet u kojem se nalazimo sustav je akcije 1 reakcije, povratnih veza, medusobnih utjecaja i poticaja. 1z tog razloga, kako bismo mogli objasniti pojave iz
svojeg okolisa, morali smo smisliti alat koji ih opisuje "na papiru". Diferencijalne i diferencijske jednadzbe dva su alata koji su se pokazali iznimno
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ucinkovitim u rjeSavanju dinamickih problema kao u teoriji, tako i u praksi. U ovom radu proucavat ¢emo samo jedan mali dio teorijskog baratanja i
odredivanja karakteristika jednadzbi koje opisuju pojave kao $to su rast populacije, dohotka na bankovnom racunu ili numeri¢ko izracunavanje korijena
jednadzbi.

Tocnije, ono ¢ime ¢e se vecina ovog rada baviti je logisticko preslikavanje (logisticka, populacijska jednadZba) 1 karakteristike koje ono donosi sa sobom, te
kako se njithovo teorijsko razmatranje mozZe lagano preslikati u stvarni svijet 1 pojavu koju ono opisuje. Jedno od karakteristicnih svojstava logistickog
preslikavanja je pojava deterministickog kaosa koji dolazi do izrazaja za odredene vrijedosti parametara svojstvenih za samo preslikavanje. Budu¢i da je
deterministicki kaos zanimljivo podruc¢je za proucavanje, u ovome radu pozabavit ¢emo se i teorijskim promatranjem specifi¢nih situacija, pa ¢emo tako
odgovoriti na pitanja zaSto i kada kaos dolazi do izrazaja. Treba spomenuti i ime americkog matemariara M. Feigenbauma koji je medu prvima poceo s
proucavanjem teorije kaosa 1 ¢ijjom su zaslugom otkriveni matematicki pojmovi kao §to su Feigenbaumove konstante koje ¢emo neSto detaljnije pojasniti u
samom radu.

2. Uvod u logisticku jednadzbu

Kako bismo mogli u potpunosti razumyjeti slozeno ponasanje logisticke jednadzbe, moramo krenuti od jednostavnijih primjera te postupno napredovati. U tom
duhu, krenimo od jednog vrlo jednostavnog primjera diskretnog dinamickog sustava koji opisuje godiSnje ukamacivanje odredene svote u banci za kamatnu
stopu iznosa p. Zbog lakSeg Citanja i kasnije primjene, ozna¢imo iznos nakon n-te godine s 4,,. Tako ¢e A biti pocetni iznos, a 4 iznos nakon prve godine 1
on ¢e 1znositi

A1 =A4g+p Ay=(1+p) A.
Odnosno, opcenito
Ap=(1+p)Ap,
pa, prema tome, iznos 4, je
Ay =A41(1+ p)=Ag(1 +p)(1 + p) = do(1 + p)*.
Daljnjim primjenjivanjem postupka lako se dolazi do
A, = (1 + p)'dy.

Ovakvim pristupom uspje$no smo rijesili problem nepotrebnog uvrstavanja prethodnih » rezultata u svrhu izraCunavanja 4,,. Oblik dobivene jednadzbe naziva
se eksponencijalnom jednadzbom. Mozemo primijetiti kako izraz opisuje 4,, samo u ovisnosti o 7, vrijednosti p 1 po€etnoj vrijednosti Ay, te taj izraz smatramo
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rjesenjem jednadzbe. Oblik rjesenja koje ovisi samo o poznatim vrijednostima i varijablama nazivamo zatvorenim oblikom, no treba napomenuti kako je broj
rekurzivnih jednadzbi koje se mogu eksplicitno rijesiti malen.

Kao Sto smo ve¢ primjetili, 4, ovisi o p koji nazivamo parametrom te jednadzbe. Izuavanjem ovog parametra moZemo odrediti neke karakteristike sustava
koji ona opisuje. U ovisnosti o parametru p 1 primjenom nekih osnovnih karakteristika eksponencijalne jednadzbe, moguce je do¢i do sljedecih rezultata:

1. Ako je p € [—1, 0), tada 4,, opada 1 tezi u 0 kako » tezi u beskona¢nost.
2. Ako je p =0, tada se 4,, ne mijenja te vrijedi 4,, = A.
3. Ako je p € (0, ), tada 4,, raste 1 tezi u o kada » teZi u beskonacnost.

Slucaj kada je p € (—o, —1) poseban je slucaj koji zahtijeva posebno razmatranje. Ovdje ga neCemo komentirati, $to i nije toliki nedostatak, budu¢i da njegov
smisao 1 ne postoji u opisu pocetnog problema. Ono §to smo uspjeli shvatiti iz razmatranja ostalih triju slucajeva je sljedece: ako je kamatna stopa negativna,
oroceni 1znos postupno ¢e nam nestajati, ako je nepostojeca, 1iznos se nece mijenjati, a ako je pozitivna, ukupni iznos iz godine u godinu ¢e rasti.

PokuSajmo sada rijesiti sljedeci problem: problem broja populacije odredene vrste na nekom zatvorenom podrucju. Prvi pokuSaj rjeSavanja ovog problema
1ziSao je iz pretpostavke da se populacija mijenja proporcionalno njenom iznosu u bilo kojem trenutku. Naravno, ovo je vrlo loSa pretpostavka, u Sto ¢emo se 1
sami mo¢i uvjeriti daljnjim racunom. Navedena pretpostavka prevedena u jezik matematike glasi

vy
ili u diskretnom obliku,

P,=\P,.
Primjenom istog postupka kao u prethodnom primjeru dolazimo do

Py =N\"Py,

gdje je Py pocetni broj jedinki, a A konstanta proporcionalnosti. Glavni nedostatak ove jednadzbe je Sto je sudbina populacije koju proucavamo odredena
iskljucivo parametrom A. Ako je 0 < A < 1, populacija je osudena na propast, a ako je A >1 populacija ¢e rasti u beskonacnost. Budu¢i da je to nerealna
situacija, jer bi u jednom trenu, zbog prenapucenosti, zalihe hrane nestale, te bi populacija bila ponovno (no ovaj put ne u skladu s jednadzbom) osudena na
izumiranje, ovaj model rasta populacije mijenja se u
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dP  AP(L—P)
dt L

Razlog ove 1izmjene nalazimo u sljede¢em svojstvu. Ako je P(f) > L, tada smatramo da je populacija premasila granicu ispod koje ta koli¢ina jedinki moze
normalno egzistirati, te ona poCinje opadati. S druge strane, ako je P(f) < L, smatramo da je populacija ispod granice (da postoji jo§ mjesta za nove jedinke) te
da raste. Ovime smo rijesili problem prenapucenosti ili bezrazloZznog izumiranja. Kako bismo lakSe baratali ovom jednadzbom, postavimo L =1 te prijedimo
u diskretnu domenu. Mozemo pretpostaviti da postavljanjem L = 1 viSe ne govorimo o broju jedinki u populaciji, ve¢ o postotku pocetne populacije P.

Rezultat koji dobivamo jest upravo logisticka jednadzba

Xp = M1 (1 = x,-1).
3. Iteracijski proces

Kao $to smo vidjeli u prethodnom poglavlju, iznos 4,, ovisi o prijaSnjoj vrijednosti 4,,—;. Postupak uvrStavanja prethodne vrijednosti koji smo upotrebljavali
kako bismo dobili zatvoreni oblik od A4,, 1 P, naziva se iteracijom. No, da bismo lakSe radili s takvim funkcijama, uvodimo druk¢€iji zapis. Pogledajmo
konkretni slu¢aj logisticke jednadzbe. Ako zamijenimo x,, s x, moZemo reci da je lijeva strana jednakosti funkcija od x, ili krac¢e zapisano

Fy(x) =2x(1 —x).

F(x) je funkcija koja generira rekurzivnu logisticku jednadzbu. Opcenito, ponasanje diferencijskih jednadzbi proucavat ¢emo koristenjem diferencijalnog
racuna. No, prije toga, definirajmo notaciju za proces iteracije. Pocnimo od pocetka i oznaCimo pocetni iznos s xy, zbog Cega bi prvi korak iteracije
iznosio F(xgp), drugi F(F(xg)) 1 tako dalje. Isto mozemo napisati i s pomoc¢u kompozicije funkcija, gdje onda prvi korak ostaje nepromijenjen, no drugi prelazi
u F°F(xp). Generalno, ovaj zapis za n-ti korak jednak je

FoFo...°F(xgp),
(gdje se F'javlja n puta) ili krace zapisano
F(x0).

Ovaj se zapis ne smije zamijeniti potencijom funkcije F na n-tu, no buduci da funkcije Cije karakteristike istrazujemo ne¢emo potencirati, zapis je sasvim
opravdan i jednoznacan u daljnjem tekstu. Tako ¢e sljedeci iteracijski koraci logisticke jednadzbe biti jednaki

FyX(xg) = 22 x0 (1 = x0) (1 = Axo(1 — xp))
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Fy3(xg) = 23 x0 (1 = x0) (1 = Axg(1 = xp)) (1 = 22 x0 (1 —x) (1 — Axp(1 — xp))).

Uzastopnim iteriranjem ove, ali 1 drugih diferencijskih jednadzbi, mozemo do¢i do zakljucka da za odredene funkcije, njene parametre 1 broj iteracija, iznos
n-te iteracije tezi ka odredenoj vrijednosti. Vrijednost u koju tezi naziva se fiksnom tockom. Pojedine karakteristike 1 tipove fiksnih to¢aka poblize ¢emo
objasniti u sljedecem odlomku, no prije toga uvodimo notaciju za izraz "funkcija F' s pocetnom vrijednosc¢u xg tezi u x., kad n tezi u beskonacnost". Ovaj tip
izraza pisat ¢emo kao

‘FW(XO)| — Xoo-

4. Fiksne tocCke

Kao s$to smo spomenuli na zavrsetku prethodnog poglavlja, diferencijske funkcije mogu imati tocke koje nazivamo fiksnim tockama. U daljnjoj razradi ove
teme, vidjet ¢emo kako nisu sve fiksne tocke jednake. Tako one mogu biti privlacne, odbojne ili u posebnim slucajevima neutralne.

Promotrimo primjer funkcije koja generira logisticku jednadzbu:

F1510.5)=1.5-0.5-(1-0.5)=0.375,

F15%0.5)=1.5-0.375 - (1 — 0.375) = 0.3515625,

Fy 527(0.5) = 0.333333333.

Daljnjim iteracijama rezultat se ne mijenja, pa mozemo rec¢i da smo izracunali x,, u ovom slucaju. Ipak, mora se napomenuti da ovim postupkom nismo
egzaktno izracunali vrijednost x,, jer bi za to bilo potrebno beskona¢no mnogo puta iterirati funkciju. Kalkulator koji smo upotrijebili zaokruzuje rezultat na
odreden broj znamenaka, pa se €ini da smo dobili egzaktnu vrijednost fiksne tocke. Deduktivnim zaklju¢ivanjem mogli bismo zakljuciti da zaista vrijedi

IFy s"(1/2)] — 1/3.

Logic¢no pitanje koje se namece jest sljedece: moZzemo li teorijskim razmatranjem funkcije F(x) odrediti fiksne tocke 1 uvjete pod kojima ¢e n-ta iteracija u
njih teziti? Kako bismo naSli odgovor na ovo pitanje, pokuSajmo prvo predociti $to iteriranje funkcije zapravo znac¢i. Recimo da pocinjemo od tocke s
koordinatama (xg, x() u ravnini u kojoj je nacrtan graf funkcije F(x). Prvo §to radimo jest izraCunavanje F(x), Sto izgleda kao premjeStanje u tocku na grafu
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s koordinatama (x(, F(xp)). Nakon toga vraCamo se u to¢ku jednakih koordinata (F;(xg), F5(xo)) 1 ponavljamo taj postupak » puta. Graficki to izgleda ovako:

Ax(l=0
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[ +
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Fy )l FulxgD
05 A 0.5 Ly 13

Slika 1. Graficki prikaz iteracijskog procesa.

Niz F)'(xg) prikazan je na pravcu y = x, a na slici 1 prikazan je slu¢aj kod kojeg niz konvergira u fiksnu to¢ku funkcije F(x). Iz ovakvog predocivanja mogli

bismo zakljuciti da je dovoljno pronaci rjeSenja jednadzbe F(x) = x 1 ta rjeSenja shvatiti kao fiksne tocke funkcije F. PokuSamo li to napraviti za naSu funkciju
F(x), dobivamo

x(M1=x)—-1)=0 = x=01ili x=1—-1/A=x).
Ovim postupkom nasli smo dvije fiksne tocke. Primijetimo da vrijednost konacnog rezultata ne ovisi o pocetnoj vrijednosti. Naravno, ova je tvrdnja tocna u

slucaju da smo odabrali povoljnu pocetnu vrijednost koja vodi do konvergencije, pa u toj mjeri izbor pocetne vrijednosti ipak utjeCe na krajnji ishod. Ovaj
rezultat mozemo pokusati iskoristiti za provjeru racuna s pocetka poglavlja. Naime, tamo smo imali A = 1.5, prema ¢emu bi vrijedilo sljedece

Xo=x)=1—-1/1.5=1/3,

Sto je rezultat koji smo i ocekivali. Ipak, postoje slucajevi kod kojih rjeSenja jednadzbe F(x) = x nisu tocke kojima ¢e teziti niz F)"*(x(). Pogledajmo racun za
&lambda =1+ 5 ixy = 1/2:

Fl5(1/2) = (1 +V5) / 4,
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F215(1/72) = 1/2.
Nije tesko primijetiti da se daljnjom iteracijom situacija ne mijenja, ve¢ da za bilo koji n € N vrijedi

F27l L 5(1/2) = (1 +5) / 4,
F2y5(1/72) = 1/2.

Suprotno tomu, rjesavajuéi jednadzbu F(x) = x mogli bismo pogresno zakljuéiti da |F";y5(1/2)] — (1 + V5) / 4. Tocke 1/2 i (1 + V5) / 4 nazivaju se
periodickim tockama 1 one nas uvode u novi pojam koji treba razjasniti, pojam orbita.

S. Orbite

Kao sto smo ve¢ primijetili, rezultati koje dobivamo iteracijom F)(x) ovise o parametru A i o pocetnoj vrijednosti xy. Kako bismo dobivene rezultate mogli
sortirati prema njihovim karakteristikama, uvodimo pojam orbita koji se opisuje na sljede¢i nacin:

(5.1) Orbita
Za bilo koji xg € R definiramo orbitu od F s pocetnom tockom xg kao niz to¢aka

X0, X1 = F(x0), X2 = F2(x0), .., X5 = F"(x(), ...
U skladu s (5.1) moZzemo razmatrati nekoliko vrsta orbita ¢ije ¢emo karakteristike odmah iznijeti:

(5.2) Fiksna orbita
Ako za neki xy € R vrijedi

F(xo) = xg
tada je xg fiksna tocka, njezina orbita je konstantna 1 ima izgled xg, xq, Xq, X. ..

(5.3) Periodicka orbita (ciklus)
Ako zanekixy € Rin € N vrijedi

F"'(x0) = xo,
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tada je xq periodicka tocka, a najmanji n za koji to vrijedi naziva se osnovnim periodom orbite. Periodicka orbita ima izgled uzastopnog ponavljanja niza
brojeva
X0, F(x0), -, "~ (x0), x0, F(x0), -, F" ' (xp), ...
Takoder, kazemo da tocke xg, F(xg), ..., F""(xp) tvore n-ciklus.

(5.4) S vremenom periodicka orbita
Orbita neke funkcije F's poCetnom tockom xg je s viemenom periodicka ako je od nekog mjesta nadalje fiksna ili periodicka. Toc¢nije, ako toCka x( nije fiksna

niti periodicka, ali postoji to¢aka T iz te orbite koja je fiksna ili periodicka. U tom slucaju, xo naziva se s vremenom fiksnom ili s viemenom periodickom, a
orbita poprima izgled

(1) x0, F(xo), F2(x), ..., I, T, T...

(2) xo, F(xg), FX(xq), ..., T, F(D), ..., " Y1), T, E(T), ..., F" \(]), ....
U prvom ¢e slucaju xg biti s viemenom fiksna, a u drugom slucaju s vremenom periodicka tocka.

(5.5) Orbita koja tezi u odredenu vrijednost
Orbita funkcije F's nekom pocetnom tockom x( smatra se ovim tipom orbite ako vrijedi

|Fw(x0)| — Xoo-

(5.6) Kaoti¢na orbita
Orbita je kaoticna ako ne spada niti u jednu od prethodnih kategorija. Glavna karakteristika kaoti€ne orbite, kao §to joj 1 samo ime kaZe, kaoticno je 1
neperiodicko ponaSanje.

6. Privlacne, odbojne i neutralne tocke
U cCetvrtom poglavlju ustvrdili smo da F;(x) ima fiksne tocke xo =01 x) = 1 — 1/A. No, iako smo dobili ove dvije tocke na identian nacin, one se razlikuju u

svojoj ulozi kod iteriranja same funkcije. Naime, za odredene vrijednosti parametra tocka x; ima sposobnost privlacenja, dok xoy ima svojstvo odbijanja.
Vizualno to mozemo predociti na sljedeci nacin:
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) <1 (0> 1
[‘,V[IR PDNDR CVOR EVOR
odboja

Na slici 1 prikazan je slucaj privlacne fiksne teeke—@ﬁeeke—naz—wqu—se—zajedmekna—ﬁ%nem—h@%beheke tocke, no osim njih postoje 1 nehiperbolicke
tocke koje nisu niti striktno odbojne niti privlacne.

@) =1

CVOR SEDLO
nentralna

Ako je x( fiksna to€ka od F'1 ako vrijedi |[F'(xq)| < 1, tada tocka x( ima svojstvo privla¢enja. Objasnit ¢emo ovu tvrdnju koriste¢i se Lagrangeovim teoremom
o srednjoj vrijednosti.

Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti:
Neka je f: [a, b] — R neprekidna funkcija, diferencijabilna na (a, b). Onda postoji ¢ € (a, b) takav da vrijedi
1(0) = f(b) ~fla)

—a

Budu¢i da vrijedi |[F'(xg)| < 1, postoji takav broj pu > 0 da vrijedi |[F'(xg)] < p < 1. Nadalje, mozemo izabrati broj & > 0 takav da za bilo koji x € [ =
[xo — O, xo + 0] vrijedi |F'(x)| < n < 1. Sada, neka je p € I, p # xo. Primjenom Lagrangeova teorema za funkciju F na intervalu [x(, p] (odnosno [p, x¢])
dobivamo:

\F(p) — F(xo)| -
— <K
Ip — xo

odnosno

[£(p) — F(x0)| < plp — xo-

Budu¢i da je xq fiksna tocka, vrijedi

[F(p) — xo| < pulp — xql.

Iz ove nejednakosti mozemo zakljuciti da je udaljenost od F(p) do x¢p manja od udaljenosti od p do x(, buduci da je 0 < u < 1. To znaci da F(p) takoder lezi u
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intervalu /. Zamjenom p — F(p) dobiva se nejednakost
[F2(p) = xo| = |FA(p) = F3(x0)| < WF(p) — F(x0)| < w?p — xo|.
Kako je u2 < p (zbog 0 < u < 1), tocke F2(p) i xo medusobno su blize nego §to su to F(p) i xo. Daljnjim ponavljanjem istog postupka lako se dolazi do
[F"(p) = xol < W'|p = xol, n>0.

Budu¢i da je lim,,_, )" = 0, zakljuujemo da |F"(p)| — xq, 1 to eksponencijalnom brzinom. Na slican na¢in moguce je pokazati da uz uvjet |F'(xg)| < 1 tocka
Xo Ima svojstvo odbijanja.

Primijenimo prethodne zakljucke 1 razmotrimo pod kojim su uvjetima fiksne to¢ke xg = 0 1 x; = 1 — 1/A logistickog preslikavanja F;(x) = Ax(1 — x) privlacne,
odnosno odbojne:

F)'(x) =M1 = 2x),
Fy'(xp) = F,/(0) =2,
Bl =F(1— 1) =2— L

Rezultat koji smo dobili kaze sljedece. Ako je A € (—1, 1), tada je tocka x( privlacna, ako je A = =1 tada je toCka x( neutralna, a ako je A < —1 ili A > 1, tocka

X0 je odbojna. Istodobno, ako je A € (1, 3), tada je x; privlacna, odnosno odbojna ili neutralna ako je A izvan tog intervala.

= - -——————— -l <l <]
2 0
- - - 4 =]
0
- - = - - l<d<3
D 5
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7. Periodicke tocke

Kao 1 kod fiksnih tocaka, periodi¢ke to€ke mogu biti klasificirane kao privlacne, odbojne ili neutralne. Nacin na koji pronalazimo 1 razmatramo karakteristike
takvih tocaka pojasnit cemo u ovom poglavlju. Za pocetak, moramo naci postupak kojim mozemo utvrditi koje su tocke potencijalno periodicke. Taj postupak
sastoji se od promatranja F2(x) i njezinih fiksnih to¢aka koje tada predstavljaju periodi¢ke tocke kod iteracija F(x). Analogno promatramo F3(x) da bismo
pronasli 3-periodicke tocke. Kako bismo razjasnili tu tvrdnju, pokazimo najprije graficki prikaz iteriranja 2-ciklusa 1 3-ciklusa:

F(x)
”E (z,2)
hF[jr]] __*‘
Flx) i ¢
TR | R 1 e
-1 -0.5 vy 0.3 10
A (% Fx)) » ¥)
-I:H1- 51
l 1
=08
il REIRA R
/- iy / 0.3 I 0.5 L0 1.3 20
) ; o [
t. Fiy) sk

Slika 2. Graficki prikaz iteriranja periodickih tocaka po 2-ciklusu i 3-ciklusu.
Pokusajmo pronaci jednu od tocaka x ili y iz slike 2:
Flx)=y
F(y) = x = F(F(x)) = F(x).
Odnosno, 1z druge slike moZemo zakljuciti:

Fx)=y
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F(y) =z =F(F(x))
F(z) =x = F(F(F(x))) = F(x).

Dakle, ako trazimo tocke funkcije koje ¢ine n-ciklus, tada moramo rijesiti jednadzbu

F(x)"=x.
Takoder, valja primijetiti da za fiksnu tocku vrijedi

F(xg)=x9g = F"(xq9)=xq,zasven € N.
Pogledajmo situaciju za konkretan slucaj logisticke funkcije:
F2x) =22 x (1 —x) (1 —x+x3).

Budu¢i da veé znamo kako vrijedi F52(xq) = xq i F)2(x)) = X3, moZemo ovaj problem svesti na promatranje jednostavnije jednadzbe dijeljenjem F32(x) — x s
(x — x0)(x — x3), nakon Cega dobivamo

B2+ X3 +A2) -2 -a=0.

Rjesenja ove jednadzbe su

1A=V =3+ D)
o 20 :

1AV -3+ D)
L 20 '

Budu¢i da izraz pod korijenom mora biti ve¢i ili jednak nuli, mozemo zakljuciti da ¢e F;(x) imati 2-periodicke tocke ako je njezin parametar unutar skupa
(—oo0, —1] U [3, +o0). No, Sto moZemo zakljuciti o privlacnosti ili odbojnosti ovog 2-ciklusa? Zamijetimo da su tocke x,— 1 x4 fiksne tocke F3%(x), u koje bi
iteriranjem ove jednadZbe (uz uvjet da je poCetna vrijednost u blizini jedne od njih) niz tezio. Gledajuci ove tocke iz aspekta iteriranja F(x), one ¢ine 2-ciklus
sa svojstvom privla¢nosti ili odbojnosti identi¢nim onome koje posjeduju kao fiksne to¢ke od F3%(x). Tako moZzemo jednostavnom provjerom |(F xz(xp_))'| <1,

odnosno |(F Xz(xp+))'| <1, odrediti uvjet pod kojim je taj 2-ciklus privlacan. UvrStavajuci jedno od rjeSenja x,,—, x,+ u derivaciju funkeije £ 1 2(x), dobiva se
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(F)2(xpp)) =4+ 20— 22,

Rjesavajuéi nejednadzbu |4 + 24 — 42| < 1 dobivamo skup (1 — V6, —1) u (3, 1 + V6). Taj skup sadrzava parametre za koje je dobiveni 2-ciklus privladan. Mi
¢emo izbaciti vrijednosti parametra A < 0 iz okvira naSeg promatranja zato Sto se zanimljivo ponaSanje oCituje samo za pozitivne vrijednosti parametra. U tom
slucaju F)(x) spada u klasu unimodalnih preslikavanja koja sva iskazuju kaoti€no ponasanje na sli¢an nacin. Jo§ jedno takvo preslikavanje je f(x) = sin(mx),

x € [0, 1], a karakteristika koju dijele sva preslikavanja ovog tipa je graf sljedeceg oblika:

Fix)

Slika 3. Izgled grafa unimodalnih funkcija.

No, mozemo li na laksi nacin provjeriti svojstvo koje ima neki n-ciklus, ako znamo tocke koje leze na njemu? Odgovor je da! Problem koji imamo jest
izraCunavanje (F"(x))', no buduci da je F™(x) kompozicija n funkcija F(x), primjenom pravila za deriviranje slozene funkcije dolazimo do

(F"(x0))' = F(F"(x0)) - F(F"(x0)) * ... - Fl(x0) = F(X-1) * ... - F(x1) * F'(xp),

gdje sux,—1, ... xo to€ke n-ciklusa. Primijetimo joS i da vrijedi

(F"(x0))' = (F"(x1))' = ... = (F"(x4-1)),

zato Sto se tocke x,—1, ..., xo periodicki ponavljaju 1 nije bitno kojim redoslijedom mnoZzimo F'(x;). Jedan takav primjer mozemo vidjeti na kraju 4. poglavlja,

gdje je &lambda =1 + V5, a xo = 1/2. Kako je F'jy5(x) = M1 &minus 2x), imamo (F2;y5(1 /2))' = F1345(1 / 2) - F1+\/§((l+\g) /4)=0-(—2)=0<1,1iz
c¢ega mozemo zakljuciti da je taj 2-ciklus privlacan, §to smo i prije mogli uociti.

Vol 13.



math.e - Logisticko preslikavanje (print-verzija)

8. Bifurkacije, bifurkacijski dijagrami i Feigenbaumov atraktor

Nije tesko primijetiti kako se razmatranje karakteristika logisticke jednadZbe svodi na proucavanje nekih specificnih to¢aka same funkcije 1 njezina
parametra. Kako bi se lakSe promatrale promjene koje se dogadaju zbog promjene parametra, razvijeni su prikazi fiksnih tocaka logisticke jednadzbe za
odredeni interval istog parametra. Sam prikaz sastoji se od grafa u A-x( koordinatnom sustavu koji se tada naziva 1 bifurkacijskim dijagramom, koji ¢emo

najbolje objasniti tako da pojasnimo znacenje rijeci bifurkacija.

Generalno, bifurkacija (razdvajanje, vilicenje) predstavlja dogadaj u kojem dolazi do nekog razdvajanja, a za nas bi bifurkacija predstavljala trenutak u kojem
iz jedne privlacne fiksne tocke logisticke jednadzbe nastanu dvije vrijednosti. Ovaj se dogadaj pojavljuje samo u striktno odredenim uvjetima koji, naravno,
ovise o vrijednosti parametra i fiksne tocke. Takoder valja re¢i da postoji nekoliko vrsta bifurkacija, no mi ¢emo proucavati samo dvije vrste: bifurkaciju
sedlo-cvor 1 udvostrucenje perioda. U nastavku navodimo dovoljne uvjete za postojanje tih bifurkacija.

(8.1) Bifurkacija sedlo-¢vor
Neka je /: R x R — R funkcija dviju varijabli (od kojih jednu zapisujemo kao parametar) koja zadovoljava

a;ll X=Xy > ﬂ

-

—

=10 | 3
\ 3% Jrax, \ OX x=xy ol

Tada postoji interval 7 oko x( i1 glatka funkcija p : I — R takva da vrijedi

Jp(o)(x) =x.

Bifurkacijski dijagram tog slu¢aja izgleda ovako:
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A =plx)

Slika 4. Bifurkacijski dijagram bifurkacije sedlo-Cvor.

Pokusajmo sada naci vrijednost parametra logistickog preslikavanja kod kojeg dolazi do pojave bifurkacije sedlo-cvor. Tako imamo

F(x0) = A xo (1 — x0) = xo,

E"F'. \

——

= o (1 - 2x0) = 1.
4 84

ox ’].1

Iz ovoga sustava dobivamo konkretne vrijednosti xo = 0 1 A9 = 1 za koje se dogada bifurkacija sedlo-Cvor, §to ¢emo poslije jasno vidjeti na bifurkacijskom

dijagramu. Ipak, valja napomenuti kako ove vrijednosti ne zadovoljavaju posljednji od spomenutih uvjeta, da vrijednost parcijalne derivacije funkcije f po
parametru A mora biti razliita od 0, no ova bifurkacija je netipicna te do bifurkacije ipak dolazi.



math.e - Logisticko preslikavanje (print-verzija)

D.UIIIDIEII Dlilllﬂlﬁdddﬂlgdlll.ﬁ
Slika 5. Grafovi funkcija F)(x) za razli¢ite vrijednosti parametra.

Zanimljiva vrijednost koja se odnosi na bifurkaciju sedlo-¢vor jest "box dimenzija" niza (x,),>1 opisanog s x,+1 = Fy,(x,) 1 prikladnom pocetnom vrijednosti

xo koja za logisticko preslikavanje kod bifurkacije sedlo-¢vor iznosi 1/2. Pojam fraktalne dimenzije vrlo se ¢esto javlja pri proucavanju ponasanja dinamickih
sustava, vidi [ZZ]. Vise o fraktalnim dimenzijama moze se procitati na web stranicama [We] ili u knjizi [De].

Privla¢ni skupovi koji se javljaju kod diskretnih i kontinuiranih dinamickih sustava, ¢esto imaju kompliciranu fraktalnu strukturu, pa nam fraktalna dimenzija
daje dodatnu informaciju o takvim skupovima. NajCeS¢e upotrebljavane fraktalne dimenzije su box dimenzija 1 Hausdorffova dimenzija. Box dimenzija
jednaka je omjeru prirodnog logaritma broja sli¢nih objekata dobivenih podjelom originalnog objekta i prirodnog logaritma faktora skaliranja potrebnog kako
bi se bilo koji od objekata dobivenih podjelom originalnog objekta sveo na veliinu originalnog objekta. Tako moZemo lako izracunati dimenziju linije,
kvadrata ili kocke jer znamo da ako liniju podijelimo na N segmenata jednake duljine, skaliranjem bilo kojeg od tih segmenata faktorom skaliranja N
dobivamo segment jednake duljine kao i podetna linija, te je tako njezina dimenzija jednaka 1. Sli¢no, ako kvadrat podijelimo na N? kvadrata jednake
povrsine, tada skaliranjem faktorom N dobivamo kvadrat povrSine jednake pocetnoj, a dimenziju jednaku 2. Istim izracunom mozemo dobiti vrijednost
dimenzije kocke, a ona iznosi 3.

(7.2) Udvostrucenje perioda
Neka je f: R x R — R funkcija dviju varijabli (od kojih jednu zapisujemo kao parametar) koja zadovoljava

Hi(xo) = xo za sve A u nekom intervalu oko Ay,
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Tada postoji interval 7 oko x( i1 glatka funkcija p : I — R takva da vrijedi

Jo(o)x) #x, fzp(x)(x) =x.

Pokusajmo izracunati vrijednosti xq 1 A kod kojih dolazi do bifurkacije udvostruc¢enja perioda kod logistickog preslikavanja. Tako imamo

F(x0) =g xo (1 — x0) = xo,

-

e )
= I]m“ = (1—2x) =1,

—
T

iz ¢ega dobivamo xp = 2 / 3 1 A = 3, Sto se takoder jasno vidi na bifurkacijskom dijagramu. Kao i kod bifurkacije sedlo-cvor, moguce je izracunati box
dimenziju niza opisanog na slican nacin i ona iznosi 2/3.
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Slika 6. Grafovi funkcija F2;(x) za razli¢ite vrijednosti parametra.

0.0

Bifurkacijski dijagram moZe se shvatiti kao graficki prikaz broja periodickih tocaka za odredenu vrijednost parametra. Tako moZzemo vidjeti kako se za
vrijednost parametra A = 3 na grafu jasno vidi bifurkacija udvostru¢enja perioda te kako se broj periodickih tocaka eksponencijalno povecava kako vrijednost

parametra raste. Ta pojava naziva se deterministickim kaosom.
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Slika 7. Bifurkacijski dijagram logistickog preslikavanja.

Pokusajmo sada priblizno izracunati vrijednosti parametara kod kojih dolazi do bifurkacije udvostrucenja perioda. Svojedobno smo pokazali kako
izraCunavanje parametra za odredenu n-orbitu zahtijeva promatranje rjeSenja sustava koji ukljucuje n-tu iteraciju F(x). Budu¢i da je taj sustav polinom n-tog

stupnja, pronalaZenje njegovih korijena je mukotrpan 1, s pove¢anjem broja n, sve tezi posao. Poznato je da za traZenje nultoaka polinoma stupnja n > 4 ne
postoji formula za egzaktno rjeSenje. U tu svrhu razvijen je jednostavan alat izraCunavanja pribliZzne vrijednosti parametra za koji pocCinje iteriranje vrijednosti
oko odredene orbite. Formula koja se koristi u tu svrhu glasi

gdje je Ay = 3.569945672, & = 4.66920160910299 - Feigenbaumova konstanta, A; - parametar kod kojeg pocinje k-ta orbita 1 I' = 2.637. MozZemo vidjeti na
primjeru kako formula funkcionira. Znamo da je A; = 3, a uvrStavanjem u formulu dobiva se vrijednost 3.00518; za A = 1 + V6 ~ 3.44949 dobivena
vrijednost priblizno iznosi 3.447339. Konstanta A, koja se nalazi u formuli predstavlja vrijednost parametra kod kojeg je broj periodickih tocaka beskonacan,

1 predstavlja prag kaosa. Dio bifurkacijskog dijagrama nakon te vrijednosti naziva se Feigenbaumovim atraktorom te ima karakteristike fraktala, a strukturu
poput Cantorova skupa. Sli¢no kao 1 prije, moguce je izraCunati fraktalne dimenzije Feigenbaumova atraktora te je moguce dobiti da je box dimenzija jednaka
Hausdorffovoj dimenziji i priblizno iznosi 0.538.
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Tijekom ovog rada mogli smo vidjeti kako je prouCavanje karakteristika i odredivanje uvjeta u kojima te karakteristike dolaze na vidjelo odista sloZen
postupak, koji zahtijeva dobru matemati¢ku potporu. Cak i za neke jednostavnije sustave od logisti¢kog preslikavanja, prou¢avanje ostaje posao koji se ne
obavlja lako. Ipak, nakon provedenog istrazivanja logistiCkog preslikavanja, mozemo re¢i da njegove glavne karakteristike ovise o nekoliko jednadzbi iz
kojih se raCunom dobivaju skupovi vrijednosti (fiksne tocke, parametri) za koje logisticko preslikavanje poprima specifina svojstva. Sljedece tablice
sadrzavaju sumirane vazne podatke o logistiCkom preslikavanju.

x0=0 privla¢na fiksna to¢ka za A € (-1, 1]

x=1-1/A privla¢na fiksna to¢ka za A € (1, 3)

re (0, 1]

Xo je privlacna fiksna tocka

Le(1,3)

X0 je odbojna, a x; privlacna fiksna tocka

A=3

x;, se raspada u privla¢nu 2-periodi¢ku orbitu

A€ (3, 1+16)

privlacna 2-periodicka orbita

| A=1+16

odbojna 2-periodicka orbita zamjenjuje se 4-periodickom privlacnom orbitom

A=",

odbojna 2" L-perioditka orbita zamjenjuje se privlatnom 2”-periodi¢kom orbitom

A€ O‘n’ 7\'n+1)

privlac¢na 2"-periodicka orbita

Kako bismo lakSe vizualizirali sloZene situacije vezane za logisticko preslikavanje, postoji niz racunalnih programa koji sluze za njihovo graficko
predocivanje. Jedan od njih je program dipl.inZ. Radomira Stevanovica.
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