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Geostatistièka analiza batimetrijskih mjerenja
na primjeru jezera Kozjak

Damir MEDAK1, Boško PRIBIÈEVIÆ1 – Zagreb,
Konstantin KRIVORUCHKO2 – Redlands

SA�ETAK. Suvremena batimetrijska mjerenja kombinacijom satelitskog odreðiva-
nja polo�aja i ultrazvuènog dubinomjera izvode se uzdu� predefiniranih profila i re-
zultiraju toèkastim vrijednostima dubina dna rijeka, jezera ili mora. Za izradu tro-
dimenzionalnih modela dna potrebno je izvršiti interpolaciju vrijednosti u toèkama
rasporeðenim u pravilnoj mre�i. Prostorna interpolacija pretpostavlja da su vrijed-
nosti atributa na bliskim lokacijama sliènije od onih na udaljenim lokacijama. U
geostatistici, kod primjene metode kriginga, te�ine s kojim mjerene vrijednosti utjeèu
na vrijednost atributa u interpoliranoj toèki se raèunaju iz vrijednosti kovarijance
u semivariogramu, odnosno statistièke varijabilnosti udaljenosti izmeðu lokacija.
Izbor postupka interpolacije znatno utjeèe na konaèni rezultat. Rezultati batimetrij-
skih mjerenja u blizini podvodne sedrene barijere na jezeru Kozjak optereæeni su
trendom zbog sustavnog utjecaja pogreške nagiba dna jezera. U ovom se radu ispi-
tuje geostatistièka metoda univerzalnoga kriginga kojom se iz mjerenih podataka
uklanja trend. Istra�ivanje je ukljuèilo ispitivanje utjecaja a priori odreðenih stan-
dardnih odstupanja u toèkama mjerenja na a posteriori standardno odstupanje u
interpoliranih toèaka.

Kljuène rijeèi: geostatistika, univerzalni kriging, batimetrija, uklanjanje trenda.

1. Uvod

Poèetak suvremenih geodetsko-hidrografskih istra(ivanja u Nacionalnom parku
Plitvièka jezera UNESCO-ov je projekt (Medak i Pribièeviæ 2000), dok se na-
stavak istra(ivanja izvodio u sklopu meðunarodnoga znanstvenog projekta
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CERGOP2/Environment (Medak i Pribièeviæ 2004). U ovom se radu istra(uju re-
zultati mjerenja visokofrekventnom sondom, dok se detaljna usporedba nisko-
frekventne i visokofrekventne batimetrije mo(e naæi u (Pribièeviæ i dr. 2007).
Predmetna batimetrijska mjerenja izvedena su u Nacionalnom parku Plitvièka je-
zera na jezeru Kozjak. Geostatistièke metode veæ su du(e vrijeme nezamjenjive u
znanstvenoj analizi hidroloških pojava (Meijerink 1994).

Mjerenjem se prikupljaju podaci o vrijednostima varijable u diskretnim toèkama.
Hidrografska izmjera uz pomoæ jednosnopnog dubinomjera prikuplja toèkaste po-
datke o mjerenim dubinama uzdu( mjerenih profila. Kako bi se iz podataka izmje-
renih u diskretnim toèkama mogli izraditi modeli za cijelo podruèje interesa, po-
trebno je izvršiti prostornu interpolaciju. Deterministièke metode interpolacije
jednostavnije su i implementacija zahtijeva kraæi raèunski postupak. Zbog svoje
jednostavnosti, èesto se primjenjuju u praksi. S druge strane, geostatistièke meto-
de interpolacije podrazumijevaju da je uzorak mjerenih vrijednosti samo realizaci-
ja postojeæe prostorne funkcije (Gandin 1963) te da je za vjerodostojnu interpola-
ciju potrebno analizirati uzorak kako bi se otkrio najpogodniji model koji prikazu-
je prostornu funkciju (de Smith i dr. 2007). Semivariogram pokazuje postojanje
prostorne korelacije izmeðu toèaka u kojima su izvršena mjerenja i toèaka u koji-
ma treba predicirati rezultat. Na temelju empirijskog semivariograma izvodi se
teorijski semivariogram, iz kojega se izraèunavaju te(ine za interpolaciju uz po-
moæ geostatistièke metode kriginga (Cressie 1993).

U nastavku rada daje se skraæeni prikaz suvremenih geodetsko-hidrografskih teh-
nologija korištenih za izvoðenje batimetrijskih mjerenja na jezeru Kozjak. Zatim
se detaljno prikazuju geostatistièke metode korištene za analizu rezultata batime-
trijskih mjerenja. Rad završava zakljuèkom, zahvalom i popisom korištene litera-
ture.

2. Batimetrijska mjerenja

U suvremenoj batimetriji, kombinacija GPS-sustava sa sustavom ultrazvuènog
dubinomjera danas je najèešæa metoda izmjere (Pribièeviæ 2005). Princip povezi-
vanja polo(aja odreðenog uz pomoæ satelita i dubine izmjerene ultrazvuènim dubi-
nomjerom temelji se na preciznom mjerenju vremena.. GPS-sustav odreðuje po-
lo(aj u koordinatama WGS-84 u vremenskom trenutku t1. Sustav ultrazvuènog
dubinomjera odreðuje izmjerenu dubinu u vremenskom trenutku t2. Interpolaci-
jom vremenskih podataka t1 i t2 povezuju se izmjereni podaci te dobivamo polo(aj-
ne koordinate za svaku izmjerenu dubinu.

Pri izmjeri jezera Kozjak, izvedenoj potkraj svibnja 2004. godine, sustav
RTK-GPS èinio je par Trimble 5700 GPS-prijamnika, dok je za simultano mjere-
nje dubina korišten precizni geodetski ultrazvuèni dubinomjer ATLAS DESO 14.
Sustav je detaljnije opisan u spomenutom radu (Pribièeviæ i dr. 2007). Slika 1 pri-
kazuje mjerene batimetrijske profile kombinirane s digitaliziranim slojnicama
okolnog terena. S obzirom na hidrogeološke uvjete nastanka jezera uoèena je pro-
storna korelacija topografije rubnih dijelova jezera s neposrednim, graniènim dije-
lom okolnog terena. Korištenje kota terena pri interpolaciji toèaka na granici jeze-
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ra znatno smanjuje pojavu rubnih vrijednosti odnosno izraèunavanja prediciranih
vrijednosti ekstrapolacijom.

U predmetnoj izmjeri jezera Kozjak najzanimljiviji je dio jezera sedrena barijera u
nastajanju, kod koje dolazi do izra(aja pogreška nagnutog terena (Slika 2).

Ultrazvuèni dubinomjer šalje signal koji se odbija od najbli(e toèke na dnu. Kod
ravnog dna to je ujedno i toèka koja se nalazi neposredno ispod sonde. Kod nagnu-
tog terena to ne mora biti tra(ena toèka nego toèka na rubu stošca, kojem je vrh
sonda (Slika 2). U tom sluèaju dolazi do pogreške zbog nagnutog terena dna, gdje
bi u sluèaju nagiba dna od 15° pogreška iznosila pribli(no 1% mjerene dubine
(npr. ako je prava dubina 35 metara pogreška æe iznositi pribli(no 0,35 metara).
Sliène se posljedice pojavljuju na mjestima gdje se dno terena vrlo brzo mijenja
(Pribièeviæ 2005).
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Slika 1. Batimetrijski profili i izohipse okolnog terena jezera Kozjak.



Batimetrijska izmjera rezultirala je s više od 42 500 mjerenih dubina iz kojih je bi-
lo potrebno izraditi vjerodostojni digitalni trodimenzionalni model, inicijalno i
djelomièno realiziran još 1999. godine (Medak i Pribièeviæ 2000).

3. Geostatistièka obrada batimetrijskih mjerenja

3.1 ArcGIS Geostatistical Analyst

Za geostatistièku analizu prikazanu u ovom radu korišten je specijalizirani raèu-
nalni program Geostatistical Analyst, dodatak komercijalnoga raèunalnog pro-
gramskog paketa ArcGIS Desktop, inaèica 9,3 (ESRI 2008). Prvoimenovani autor
ujedno je i voditelj razvojnog tima koji na znanstvenim temeljima unapreðuje ne-
davno uvedenu geostatistièku komponentu. Dodatak Geostatistical Analyst omo-
guæuje i deterministièke i geostatistièke metode obrade geopodataka.

Od deterministièkih metoda svakako treba istaknuti èesto korištenu IDW-meto-
du, kod koje utjecaj vrijednosti atributa opada s poveæanjem udaljenosti od toèke u
kojoj se izvodi interpolacija (IDW – Inverse Distance Weighted, te(ine inverzne
udaljenosti). Ta je metoda egzaktni interpolator: rezultat je osjetljiv na gomilanje
podataka (clustering) i ekstremne vrijednosti.

Izvorno, geostatistika se kao “statistika o Zemlji” primjenjivala iskljuèivo u geo-
znanostima, posebice u geografiji i geologiji. Danas se geostatistièke metode pri-
mjenjuju u svim znanstvenim disciplinama gdje je potrebno statistièki obraðivati
prostorne podatke. Izvorno, geostatistika je podrazumijevala kriging kao jedinu
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Slika 2. Pogreška mjerenja dubine zbog nagnutog terena.



metodu interpolacije. Metoda je dobila naziv po D. G. Krigeu, ju(noafrièkom in(e-
njeru rudarstva, koji ju je prvi praktièno primijenio u prospekciji rudnih nalazi-
šta. Rana formalizacija metode kriginga mo(e se naæi u (Matheron 1963) i (Gan-
din 1963). Danas se u geostatistièke metode ubrajaju i deterministièke metode in-
terpolacije, dok se pod krigingom podrazumijeva nekoliko razlièitih postupaka:
obièni, jednostavni, univerzalni, te još i kokriging, disjunktivni i indikatorski
kriging (Cressie 1993).

Rezultati batimetrijskih mjerenja pripadaju prostorno kontinuiranim fenomeni-
ma za koje je optimalno koristiti kriging kao metodu interpolacije. Takvi fenome-
ni kvantitativno se opisuju realnim brojevima, dok je moguæe statistièki obraðiva-
ti i podatke koji dopuštaju iskljuèivo cjelobrojne vrijednosti, poredane kvalitativne
vrijednosti, kvalitativne vrijednosti bez poretka, te binarne.

3.2 Modeli kriginga

Pojam kriginga usko je povezan s pojmom autokorelacije. Korelacijom se smatra
tendenciju povezanosti dviju razlièitih varijabli. Aktualan primjer je povezanost
rasta tr(išta dionica s padom bankovnih kamatama – ka(e se da izmeðu tih dviju
varijabli postoji negativna korelacija. Rast dionica obièno se istodobno dogaða ve-
æini dionica, iz èega se mo(e zakljuèiti da izmeðu vrijednosti dionica postoji auto-
korelacija. Istodobno, korelacija izmeðu vrijednosti dionica u vremenskom razma-
ku od 24 sata veæa je od korelacije izmeðu vrijednosti dionica u vremenskom raz-
maku od godinu dana. To svojstvo sukladno je s “prvim zakonom geografije”
(Tobler 1970): vrijednosti atributa na lokacijama koje su meðusobno bli(e sliènije
su od onih koje su udaljenije (kako u prostoru tako i u vremenu).

Autokorelacija je funkcija udaljenosti. U klasiènoj se statistici opa(anja smatraju
meðusobno neovisnima, dok se u geostatistici moguænost izraèunavanja udaljeno-
sti izmeðu lokacija koristi za modeliranje autokorelacije kao funkcije udaljenosti.
Udaljenost se obièno raèuna kao najkraæa udaljenost u dvodimenzionalnoj Euklid-
skoj ravnini, ali se u posljednje vrijeme uzimaju u obzir i drugi modeli za raèuna-
nje udaljenosti (Rathbun 1998), (Krivoruchko i Gribov 2004). Kriging takoðer
omoguæuje modeliranje trenda. Za vrijednosti dionica na burzi takoðer se mo(e
reæi da pokatkad rastu (ili padaju), odnosno da postoji trend. Jednostavna mate-
matièka formula omoguæuje modeliranje trenda u geostatistici:

Z(s) = �(s) + �(s), (1)

gdje je Z(s) promatrana varijabla, koja se sastoji od deterministièkog trenda �(s) i
sluèajne, autokorelirane pogreške �(s). Simbol s oznaèava lokaciju, npr. koordi-
nate y i x.

Variranjem prethodne formule mogu se izvesti svi oblici kriginga. Tako trend
mo(e biti konstantan, tj. �(s) = C, za sve lokacije s. Ako je � nepoznanica, radi se
o obiènom krigingu (ordinary kriging). Trend takoðer mo(e biti prikazan linear-
nom funkcijom prostornih koordinata x i y:

�(s) = �0 + �1x + �2y + �3x
2 + �4y

2 + �5xy, (2)
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gdje su �0-5 koeficijenti polinoma drugog stupnja koji predstavlja plohu trenda.
Ako trend varira, a koeficijenti su nepoznati, rijeè je o univerzalnom krigingu.
Ako je trend potpuno poznat, rijeè je o modelu jednostavnoga kriginga.

Kod univerzalnog kriginga se u formulu (1) mo(e uzeti u obzir i pogreška mjere-
nja �(s), kao dio nugget-efekta:

Z(s) = �(s) + �(s) + �(s). (3)

Za geostatistièku analizu rezultata predmetnih batimetrijskih mjerenja odabrana
je metoda univerzalnoga kriginga (Ver Hoef 1993) s modeliranjem pogreške mje-
renja, upravo zbog èinjenice da su batimetrijska mjerenja optereæena sluèajnim
pogreškama instrumentarija i drugih vanjskih utjecaja, ali i sustavnom pogreš-
kom nagnutosti dna (Pribièeviæ 2005). Pogreška nagnutosti dna posebno je nagla-
šena na podruèjima u blizini podvodne sedrene barijere na jezeru Kozjak, èiji bu-
duæi razvoj mo(e znatno izmijeniti hidrologiju svih plitvièkih jezera. Zbog toga je
precizna izmjera i praæenje razvoja te podvodne barijere od iznimne va(nosti za
buduænost Nacionalnog parka u cjelini.

3.3 Modeliranje semivariograma

Za odreðivanje prostorne ovisnosti izmeðu pojedinaènih lokacija primjenjuje se
sljedeæi postupak:

1. izraèunaju se udaljenosti izmeðu svih parova lokacija i podijele u razrede (npr.
svakih 10 m)

2. izraèunaju se kvadrati razlika vrijednosti izmeðu svih moguæih parova lokacija

3. polovica zbroja vrijednosti izraèunatih u prethodnom koraku za sve parove ko-
ji se nalaze u odreðenom razredu udaljenosti lokacija nanese se na os y, dok se
udaljenosti razreda nanesu na os x.

Dobiveni grafièki prikaz naziva se empirijski semivariogram, jer se na ordinatu
nanosi polovica zbroja kvadrata razlika vrijednosti.

Formula za izraèunavanje semivariograma:

� � � �
�

�

	
1

2
2

1n
X Xi i h

i

i n

( ) , (4)

gdje je � vrijednost semivariograma (ordinata) dok su Xi i Xj mjerene vrijednosti u
toèkama meðusobno udaljenima za udaljenost lokacija u istom razredu.

Empirijski semivariogram za batimetrijska mjerenja jezera Kozjak izraèunat je
zasebno za podruèje podvodne sedrene barijere, te za podruèja sjeverozapadno, od-
nosno jugoistoèno od nje (Slika 3). Metodologija podjele podruèja istra(ivanja i za-
sebnog modeliranja semivariograma za svako podruèje predlo(ena je u (Krivo-
ruchko i Gribov 2002).

Dobiveni rezultati pokazuju sliènosti izmeðu podruèja sjeverno i ju(no, dok je na
podruèju barijere model variograma pokazao izra(eniji parametar mikropogreške
(eng. nugget effect). Dok je za ostala podruèja kao a priori odstupanje mjerenja
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Slika 3. Mjerenja na jezeru Kozjak: sjeverozapad (zeleno), jugoistok (plavo) i podruèje
podvodne barijere (crveno).

Slika 4. Trend prvog stupnja za podatke u sjeverozapadnom dijelu jezera Kozjak i okol-
nog terena.



uzeta konzervativna procjena vrijednosti od 25 cm, za podruèje barijere uzeta je
dvostruka vrijednost (50 cm).

Semivariogrami za tri dijela analiziranoga podruèja prikazani su na slici 5. Empirij-
ski model prikazan je oblakom crvenih toèaka kroz koji prolazi ljubièasta krivulja
modelnog (teorijskog) variograma. Za modelni variogram je uzet tzv. stabilni vario-
gram koji je varijacija sfernog i Gaussovog modela. Karakteristièna udaljenost do
koje va(i prostorna korelacija iznosi u sjevernom dijelu 240 m, u ju(nom dijelu jeze-
ra 170 m. Za podruèje barijere ta je velièina oko 65 m zbog relativno malog prote-
zanja promatranog podruèja. Upravo navedeni podaci æe se odraziti na rezultate in-
terpolacije jer æe u ju(nome podruèju pogreške predikcije biti umjerenije.

Takoðer je analiza odstupanja izraèunatih za predicirane toèke pokazala da se ra-
di o vrlo realistiènoj i utemeljenoj hipotezi o nejednakim pogreškama mjerenja
(Slika 6).
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Slika 5. Semivariogrami (empirijski i modelni) za sjeverni dio (lijevo), barijeru (sredi-
na), i ju�ni dio jezera Kozjak (desno).

Slika 6. Pravci regresije mjerenih i prediciranih vrijednosti za sjeverni dio (gore), ba-
rijeru (sredina), i ju�ni dio jezera Kozjak (dolje).



Kao rezultat provedene interpolacije uz pomoæ kriging metode dobivene su vrijed-
nosti dubina jezera (Slika 7), kao i odgovarajuæe pogreške prediciranih vrijednosti
dubina (Slika 8).

Slika 8 pokazuje da je u sjeverozapadnom dijelu jezera Kozjak utjecaj mikropo-
greške osjetno manji, što je jasno pokazao i empirijski model variograma. Podruè-
je podvodne barijere za koje je udaljenost autokorelacije bila znatno manja
rezultiralo je i manjim pogreškama predikcije.
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Slika 7. Model dubina jezera Kozjak izveden metodom univerzalnog kriginga.



4. Zakljuèak

Batimetrijska mjerenja izvedena kombinacijom RTK-GPS i jednosnopnog ultra-
zvuènog dubinomjera rezultiraju toèkastim vrijednostima dubina rasporeðenim
uzdu( mjernih profila. Za izradu vjerodostojnog modela dna potrebno je izvršiti
interpolaciju u toèkama pravilne mre(e. Deterministièke metode interpolacije su
jednostavnije i implementacija zahtijeva kraæi raèunski postupak. S druge strane,
geostatistièke metode interpolacije podrazumijevaju da je uzorak mjerenih vrijed-
nosti samo realizacija postojeæe prostorne funkcije, te da je za vjerodostojnu inter-
polaciju potrebno analizirati uzorak kako bi se otkrio najpogodniji model koji pri-
kazuje prostornu funkciju. Batimetrijska mjerenja su osim instrumentalnim po-
greškama optereæena i pogreškama zbog neravnosti i nagnutosti dna jezera, koje
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Slika 8. Model pogrešaka prediciranih vrijednosti dubina metodom univerzalnog kri-
ginga.



najviše dolaze do izra(aja na podvodnoj sedrenoj barijeri na jezeru Kozjak. Po-
greška nagnutosti mo(e se modelirati kao sustavni utjecaj ili trend. U ovom je
radu postavljena i potvrðena hipoteza da metoda univerzalnoga kriginga, koja
ukljuèuje modeliranje trenda daje najvjerodostojniju predikciju vrijednosti za izra-
du digitalnoga trodimenzionalnog modela dubina jezera. Rezultat geostatistièke
analize batimetrijskih mjerenja je i ocjena toènosti u svim prediciranim toèkama,
koja je iznimno vrijedan èimbenik kvalitete prostornih podataka. Dobiveni digital-
ni model bit æe iskorišten za daljnja interdisciplinarna hidrogeološka istra(ivanja,
pri èemu je doprinos geostatistièke obrade geodetsko-hidrografskih mjerenja evi-
dentno nezaobilazan. Predmetna istra(ivanja va(an su konkretan pokazatelj si-
nergije geoinformacijske znanosti i geomatièkog in(enjerstva u istra(ivanju pri-
rodnih fenomena.

ZAHVALA. Predmetna istra�ivanja omoguæili su svojom financijskom potporom
UNESCO, Europska komisija (meðunarodni znanstveni projekt CERGOP-2/En-
vironment kroz Peti istra�ivaèki okvir Europske zajednice Contract No.
EVK2-CT-2002-00140) i NP Plitvièka jezera, te im autori ovom prilikom zahvalju-
ju. Gostovanje treæeg autora na Geodetskom fakultetu Sveuèilišta u Zagrebu omo-
guæili su Austrijska akademija znanosti i Ured za meðunarodnu suradnju Sveuèi-
lišta u Zagrebu.
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Geostatistical Analysis of Bathymetric
Measurements: Lake Kozjak Case Study

ABSTRACT. Bathymetric measurements with a combination of satellite positioning
and echosounder are performed along the vessel trajectories, resulting in point depth
values of river, lake or sea bottom. A regular mesh of values interpolated from mea-
sured data is necessary for three-dimensional models of the bottom. Spatial interpo-
lation assumes that locations close together are more similar than locations that are
far apart. In geostatistical method of kriging, weights of the influence of measure-
ments observed at particular locations are calculated according to the value of cova-
riance or of semivariogram, the statistical variant of distances between locations.
Bathymetric measurements around the subsurface travertine barrier in the Lake
Kozjak show significant trend caused by a systematic error due to the slopeness of the
bottom. We used universal kriging that allows for the trend in the data. We discuss
the influence of measurement errors at observed points on prediction standard errors
at interpolated points.

Keywords: geostatistics, universal kriging, bathymetry, trend removal.
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