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Den Satz von THALES verallgemeinern

- aber wie?

Herrn Prof. Dr. Hellmuth Stachel zum 65. Geburtstag gewidme

How to generalize Thales’ Theorem?
ABSTRACT

The classical theorem of Thales can be generalized — de-
pending on someones interpretation — in several elemental
or abstract ways. This paper tries to classify such gene-
ralizations without claim of completeness. We structured
this work in a way that is suitable for educational pur-
poses by emphasizing aspects of mathematical research.
Beside more or less known facts, we present new insights
and approaches to one of the most important theorems of

Kako poopéiti Talesov teorem?
SAZETAK

Klasi¢an Talesov teorem moguce je poopéiti — ovisno o
interpretciji — na nekoliko elementarnih i apstraktnih naci-
na. U ovom se radu pokusava, ne zahtijevajuéi potpunost,
klasificirati te generalizacije. Svojom strukturom rad je pri-
lagoden obrazovnim svrhama s naglasakom na matematic-
kom istrazivanju. Uz vise ili manje poznate Cinjenice, pred-
stavljamo nove uvide i pristupe jednom od najznacajnijih
teorema geometrije.

eometry. ST . L
g ¥ Kljucne rijeci: Talesov 3D teorem, ograniceno gibanje, pro-
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1 Der klassische Satz von Thales

. ) Nationalratswahl 2006 - Mandatsverteilung
Schlampig formuliert lautet er so:

“Jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter”

Formulierungen dieser Art Giberleben, ebenso wie “der Py-
thagoras”, die Vergessensjahre nach dem Ende der schu
lischen Ausbildung bis ins hohe Alter. Man sollte sich als
Lehrer die Zeit nehmen, wissensunbelastete Schuler im El-
ternhaus nach dem Satz von Thales fragen zu lassen und
die gesammelten Antworten inhaltlich statistisch auswer-
ten! Anschlie3lich kdnnte man auf die Diskrepanz zwi-
schen Gesagtem und Gemeintem hinweisen (vgl.Abb 1(a))
und so zurﬂSchérfung des Sprachvermogens der Schule{N
beitragen. Ubrigens kann man sich auch aus Spaf3 gleich an
die Umkehrung des unscharf formulierten Thales-Satzesweise richtig) Gemeinten, Abb.2, entspricht?

machen, die dann zu folgendem Statement Anlass géabe

(vgl.Abb. 1(b), [15]): (T1) “Sind A und B Durchmesser-Endpunkte eines Kreises

(a) (b)

Abbildung 1:Beispiel eines linken bzw. rechten Winkels im
Halbkreis (a) und “Satz-Umkehrung” (b)

ie ist also der Satz zu formulieren, dass er dem (Ublicher-

k und ist S ein (von A und B verschiedener) Kreispunkt,
so ist der Winke/ASB ein rechter, sein WinkelmafASB
alsort/2 oder90°”

“Jeder Rechte ist ein Winkel im Halbkreis! ”

- was offensichtlich so nicht stimmt.
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S festen Punkt A von k, so umhdillt der zweite Winkelschenkel
k § den A gegentberliegenden Punkt B (Gegenpunkt) von k”

Diese Formulierungen werden zum Ausgangspunkt far
sehr unterschiedliche Verallgemeinerungen, von denen ei-

A M B nige den Schulstoff weit hinter sich lassen. Dies gilt im
gleichen Mal3e auch fir die folgende Version des Thales -
Satzes:

(T5) “Fallt man auf die Geraden a eines Bischels mit
o Scheitel A aus einem PunktBA die Normalen b, so er-
S fullen die Schnittpunkte S zugeordneter Geraden a und b
einen Kreis k mit Durchmessgk, B]”
Abbildung 2: Der Satz von Thales mit Ergénzungen

fiir einen Beweis Bei dieser Auffassung sind die Sonderlaggn- A und

S= B in naturlicher Weise miterfasst. Inhaltlich mit (T5)

Beweis etwa durch Punkispiegelung v&nam Mittel- ident, aber in eine andere Verallgemeinerungsrichtung fiih
punktM vonk, (vgl. auch [19]): Das entstehende Viereck rend, ist folgende Formulierung:

{ASB$} besitzt gleich lange Diagonalen (Kreisdurchmes- _ ) )
ser) mit gleichem Halbierungspunkt. Es ist also ein Recht- (T6) “Die Fu3punktkurve eines Geradenbuschfgs A €
eck. acC 1t A tfest flr einen festen Punkt B 1t (B # A), als

Menschen denengenau danh- Formulierungen - noch Pol ist ein Kreis k, der Thaleskreis Ubg, B]”

oder schon wieder - fremd sind, werden aus dem obigen

Beweis intuitiv bereits die Umkehrung des Satzes (T1) o Grundidee der Verallgemeinerung des
mitnehmen und keine Beweisnotwendigkeit mehr verspi- Satzes von Thales

ren: S nicht aufk = Diagonalen von{ASB%} ungleich a
lang, aber gemeinsame Mitdd, = kein Rechteck, son- _ ) ) _
dern schiefes Paralellogramm. Eh klar! Und trotzdem mussDi€ klassische, eberiéigur besteht aus PunktéB, ei-

man beim expliziten Formulieren der Umkehrung fast im- neém Kreis oder Halbkrei& mit den GegenpunkteA,B
mer helfen: und dem Winkelscheited mit den SchenkeliSAund SB

(T2) “Ist AASB ein rechtwinkeliges Dreieck mit Hypo- die zu einander normal sind. Wir werden daher (T1) in ver-

thenuse/A, B, so geht der Kreis mit Durchmesserstrecke schiedene, zum Teil vollig unabhangige Richtungen verall-
[A, B] durch S’ gemeinern kdnnen.

Uber die Limesfigur in der Grenzlagg— A oderS — B Verzichtet man auf Rechtwinkeligkeit der Winkelschenkel

wird man bis zur 9.Schulstufe vielleicht noch nicht reden unter Beibehaltung der tibrigen Elemente, gelangt man zur
wollen und kénnen. Ein Grund mehr, den Satz in der (gym- bekannten Ausssage déBeripheriewinkelsatzes” Wir
nasialen) Oberstufe wieder hervor zu holen und an ent-werden diesen Verallgemeinerungsstrang hier nicht weiter
sprechende Lehrplaninhalte (Vektorrechnung, Differenti verfolgen.

alrechnung) zu koppeln.

Erarbeitet man mit Schiilern den Satz von Thales, so wer-4 Sphérische Version des Satzes von Thales
den bestimmt auch kinematische Formulierungen kom-

men: . . . .
Es ist nahe liegend, zunachst das Wdassisch das i.w.

(T3) “Gleiten die Schenkel eines Rechtwinkelhakens durch g jidisch meint, durch“nicht-euklidisch” zu ersetzen.
zwei feste Punkte A und B, so durchlauft der Scheitel S oy giesen Verallgemeinerungsstrang werden wir hier
einen (Halb-) Kreis k tber dem Durchmessg&yB] nicht im Detail verfolgen, sondern nur den der elemen-
Der so erklarte “Thales-Zwangslauf” ist die Umkehrung taren Anschauung zuganglichen spharischen Fall untersu-
einer Ellipsenbewegung, wie sie bekanntlich durch einenchen, der ja die elliptische ebene Geometrie reprasentiert
klassischen Ellipsenzirkel reprasentiert wird. Es ist dabei zunachst zweckmaRig, von (T5) auszugehen
(T4) “Gleitet der Scheitel S eines Rechtwinkelhakens ent- und sinngeman die geradlinigen Winkelschenkel zu Grol3-
lang eines Kreises k und ein Winkelschenkel durch einenkreisbogen abzuéandern.
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(a) Auf- Grundriss

Abbildung 3:Konstruktion der Scheitel-Or

Zur spharischen Konstruktion der Ortslinie des Schefels
werden die Angabeelementeund B aus dem Kugelmit-
telpunktM auf die Tangentialebernein A projiziert. Das
Orthogonalstehen der Winkelschenkelbogemdb durch

A bzw. B reproduziert sich dabei in orthogonalen Ebenen
umMA undMB, deren Spuren imgleichfalls rechtwinke-

lig sind und demnach dort einen gewdhnlichen Thaleskreis

k' erzeugen. M verbunden niit ist also ein“orthogona-
ler (Kreis-) Kegel’ T, denn seine Kreisschnittebemndst
normal zu einer seiner Erzeugenden, namliciMzu Die
gesuchte Ortslini& ist demnach (ein Ast der) Schnittkur-
ve dieses orthogonalen Kegdismit der Kugel und so-
mit eine Kurve 40rdnung, eirispharischer Kegelschnitt”
(Abb.3).

Der Kegell := M VK erfiillt die Gleichung

X% +y? —tan(2a)yz=0 (1)

Wir verwenden dabeM als UrsprungMA als z-Achse
undMAB alsyzEbene eines kartesischen Koordinatensys-
tems mitMA = 1 unda messe den halben WinkelAMB.
Hieraus folgt, dass der Aufride’ der gesuchten Thales-
Kurve k auf einer Hyperbeh mit Mitte M liegt, deren
Asymptoten durch die Normalen 2dA bzw. MB repra-
sentiert sind. Die halbe Hauptachsenlange kast dabei
%sin(Za), sodass sich fir den halben Nebenachsenboge
B vonkdie Lange

sinB=tana bzw. B =arcsintana) (2)
ergibt (Abb.4(a)). Man beachte, dass stts 3 gilt und
dass ein klassisch “elliptisches” Erscheinungsbild %on
nur fir 2o < 90°auftritt. Fira = 90° zerfalltk in zwei
Kreisbdgen in Ebenen normal zur Symmetrieebein.

(b) Axonometrie

tslinie fur den sphéarischatzSon Thales

Fir 2o > 90° ist einer der Punkt& oderB durch seinen
Gegenpunkt zu ersetzen (Abb.5).

(a) sinB =tana

(b) Spharische Kegelschnitte

Abbildung 4:lllustrationen zu (ST1)

(ST1) Sphérischer Thales-Satz: Der Ort der Scheitel sphéa-
rischer rechter Winkel, deren Schenkelbogen durch zwei
Kugelpunkte A und B (B nicht Gegenpunkt von A) gehen,
ist ein spharischer Kegelschnitt mit dem Achsbode).

Hat [A, B] die sphérische Lang2a, so ist die zweite Achse
von der Lange2p = 2arcsintana). Wirde man von der
kinematischen Auffasssung (T4) ausgehen, so ist auch fol-
gende ldee ganz natirlich und auf die Kugel verallgemei-
nerbar:

(T4’) Gleitet in der euklidischen Ebene ein Rechtwinkel-
haken(S,a,b) mit seinem Scheitel S langs eines Kreises k,
wahrend sein Schenkel a durch einen festen Punkt A glei-
tet, so umhullt der Schenkel b i.A. eine KugeOrdnung

ko (Kegelschnitt), die “Anti-Fu3punktkurve” von k bezlg-
lich des Pols A. Diese Kurve degeneriert in einen Punkt B
genau fir A aus k.
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e

/b

(c) Aausserhalb vok

Abbildung 5:Spharischer Satz von Thal2e < 90° Abbildung 6: Antifusspunktkurven / lllustrationen zu Satz
(T4)

Diese elementare Verallgemeinerung des Thales-Satzeg’ASB ein rechter Winkel. Umgekehrt, I8APB ein recht-
(vgl.Abb.6) ist mit Mitteln der analytischen Geometrie winkeliges Dreieck, dann gehort P der Kugel &n.

oder der ebenen Kinematik explizit zu erfassen. Es ist naheliegend dass die Aussage auch fir die Hyperku-
Die spharische Version dieses Satzes ist vom Rechen- un@e! K¢~ im d-dimenionalen euklidischen Raurd £ 2)
Beweisaufwand schwieriger. Auch hier das Ergebnis na- 9€lten muss, wobel = 2 verwendete Beweisidee unmit-

turlich eine Anti-Fusspunktkurve. Das Hiillgebilde von  télbar brauchbar bleibt.
wird wegen (ST1) i.A. sicher nicht kreisférmig oder gar Die Erweiterung des Schauplatzes auf (euklidische) R&u-

punktformig ausfallen konnen! (Im Sonderfall, dAsislit- meE" héherer Dimensiom erlaubt auch die dimensions-
telpunkt vonk ist, stimmtk, mit k tiberein, ist also doch ~mafige Verallgemeinerung der am Satz von Thales betei-
kreisférmig.) ligten Elemente: Es kdnnen statt Punkfe® Unterrdume

AXbzwB' verwendet werden und statt der Winkelschenkel

aundb orthogonale und gemeinsam gaffzaufspannen-

4 Raumlich elementare Verallgemeinerun-  de Unterraume®*!, g'*1 durchAX bzwB'. Der Schnittort
gen des Satzes von Thales zugeordneter “Schenkel-R&ume” ist dann i.A. eine ortho-
gonale Hyperquadrik oder ein orthogonaler Kegel, ein Ro-

» durch tationszylinder oder eine Hyperkugel. Fiir= 3 sind die
interessanten unter den mdglichen Fallen in den folgen-
den Figuren (Abb.7) dargestellt. Wir wollen Ergebnisse ho-
herdimensionaler Verallgemeinerungen im Folgenden mit
(nD-Ti) kennzeichnen. Somit sind Aussagen, die das Er-
(T1’) Sind AB Durchmesserendpunkte einer Kugéluad zeugnis orthogonaler Unterraumbiindel mit der Bezeich-

ist S ein von A und B verschiedener Kugelpunkt, so istnung (nD-T5) zusammenzufassen.

Ersetzt man bei den Grundbegriffen das Wort “eben
“raumlich” und behélt alle tGbrigen Elemente bei, so er-
gibt die Drehung um die Durchmessergeradivonk als
Scheitelort von rechten Winkeln eine Kugel:

10
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Abbildung 7: Die Falle (3D-T5): Durch orthogonale Unterraumbischel odé&nterraumbiindel erzeugten
Thales-Quadriken des¥E

Bemerkung: Der orthogonale Kegel als Erzeugnis ortho- das PunktepaafA,B) als singulare Kurve 2.Klasse auf,
gonal gekoppelter Ebenenbiischel mit scheidenden Achserie z.B. in eine konfokale Schar von Ellipsen eingebettet
kommt bereits in 3 und Abb. 3 vor. Orthogonale Hyper- gedachtwerden kann, so ist die Frage nahe liegend, welche
boloide und Kegel, sowie Drehzylinder treten als “gefahr- isoptischen Linien bei Kegelschnitten auftreten, wenn wir
liche Flachen der Fotogrammetrie” auf: Stammen die in als Sichtwinkel stets einen rechten Winkel fordern. (Selch
zwei Fotos eines Objektes erkennbaren mindestens 7 Bild-0 = 90°- isoptische Linien werden tblicherweise “orthopi-
paare von Raumpunkten, die einer geféahrlichen Flache ansche Linien” genannt. Fiir die Begriffsbildung “isoptisch”
gehoren, so ist die Rekonstruktion des (euklidisch ausge-und “orthoptisch” vgl. [17] und [18].) Es zeigt sich — und
messenen) Objektes nicht méglich, vgl. [8] und [16]. dies ist ein altbekanntes Ergebnis —, dass die orthoptische
Linien von Mittelpunktskegelschnitten Kreise sind; furPa

. rabeln ergibt sich deren Leitgerade als orthopische Linie,

5 Derrechte Winkel als zerfallende Kurve 2. g abb. 10.

Ordnung

) ) L Natirlich kann man die Punk# B fiir sich und unabhén-
Ein Paar norrI]aIer Gerade?b in der euklidischen Ebe- i \oneinander zu Kurven verallgemeinern und auf diesen
nep kann als “ausgeartete " gleichseitige Hyperbel aufge- i\, ven a und b einen Rechtwinkelhaken “reiten” lassen.
fasst werden und ist Asymptotenpaar eines Buschels Nopgr seheitels dieses Hakens durchlauft dabei die orthop-
mothetisch liegender gleichseitiger Hyperbeln. Dabei er- i-he Linie des Kurvenpaaréa, b). Bleibt A ein Punkt,

geben sich zwei Fragen: so entsteht die FuRpunktskurve viobeziiglichA als Pol.
(1) Was hllt jede der homothetisch gelegenen HyperbelnAbb. 8 zeigt Spezialfalle, wenmundb kreis- oder punkt-
h bei der Thales-Bewegung (T3) ein? férmig angenommen sind.

(2) Welchen Zwanglauf bestimmt eine durch zwei feste
PunkteA, B gleitende gleichseitige Hyperbel? Die beiden
Fragestellungen werden hier nur durch zwei Figuren visua-
lisiert (Abb. 9(a) und 9(b)), eine analytische Behandlung,
die Zusammenhéange mit der Ellipsenbewegung offenbart,
unterbleibt hier jedoch.

6 Die Punkte A und B als singulare Kurve 2.
Klasse; orthoptische Linien

Aus den Punkten des Thales-Kreigesieht man die Stre- _ _ S _
cke [A, B| unter festem (rechten) Winkek, ist also eine Abbildung 8: Orthoptische Linie eines l_(re|spaa_res und
spezielleisoptische Linidir diese Strecke. Fasst man nun allgem. Fusspunktkurve eines Kreises.

11
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(a) Hullgebilde einer mitS,a,b) homothetischen Hyperbglbeim Thales-Zwanglauf (T3fb) Bahn(en) des Mittelpunktes und verschiedener allge-
meiner Punkté& beim Zwanglauf einer durch zwei Punkte
gleitenden gleichseitigen Hyperbel

Abbildung 9:Der rechte Winkel aufgefasst als Asymptoten gleichseitigperbeln

O\ J >

Abbildung 10:Orthoptische Linie einer Ellipse, einer Parabel und einagipdrbel

12
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7 Hoherdimensionale Analoga der Recht-
winkeligkeit

Wir suchen nach “verniinftigen” Verallgemeinerungen ei-
nes rechten Winkels bzw. eines Winkels vom Ma(2 ,

(also einem Viertel des Vollkreisumfanges). Einem rech-
ten Winkel héherdimensional analog ist airBein aus
paarweise orthogonalen (Halb-)-Geraden. Dagegen kénnte

man (im Fall der Dimension 3), jedes Dreikant mit (sph&- appjldung 11:Dreiparam. Beweglichkeit eines orthogona-

rischem) Eckenwinkelmar?/2 als Analogon eines ebenen len Dreibeins langs eines festen Kreises k:
Winkels vom MaRm/2 auffassen. Es gibt also i@® bis Drehellipsoid als zweidimensionaler Schei-
auf Bewegungen eine zweiparametrige Menge solmji2r telort S plus einparam. Bewegung langs or-
- Dreikante. thogonalem Kegdl = SV k.

(3D-T3) Treffen die Schenkel eines orthogonalen Drei-
T s ; ) beins stets einen Kreis k, so erflllen die Scheitel S der so
wir im Sinne von4. {a, b} als niedrigstdimensionalen Fall o yjarten 3-parametrigen (1) Menge von Dreibeinen eine
eines quadratischen Kegdlsauffassen. Um ihn mit der  Flache, namlich ein abgeplattetes Drehellipsoid mit dem
Orthogonalitat zu verbinden, mége man sich der “Spur- Achsenverhéltnis/2 : 1, welches k zum Aquatorkreis hat.

0-Kegel” erinnern. Das sind elliptische Kegel mit einer pjese Aussage ist zunéchst unerwartet, bestimmt der be-
Gleichung in projektiven Koordinaten derart, dass die zu- schriebene Zwanglauf doch eine dreiparametrige Dreibein-
gehorige symmetrische Bilinearform auf eine (singulére) menge. Erstaunlicherweise lasst sich der Beweis mit Mit-

symmetrisché4x4)-Matrix mit der Hauptdiagonalglieder-  teln der Elementargeometrie flhren, wobei Eigenschaf-

Summe 0, also der Spur 0 fuhrt. Die kennzeichnende geo-te€n der Euler-Geraden und der Satz vom Normalriss eines
Rechten Winkels zur Anwendung kommen.

Einen anderen Verallgemeinerungsweg betreten wir, wenn

metrische Eigenschaft dieser Kegel ist die, dass auf ihnen
eine stetige Schar orthogonaler Dreibeine aus KegelerzeuDer folgende, von [2] in Details abweichende elementar-
genden existiert (vgl. [12], [6]). Ein orthogonales Dréibe geometrische Beweis gliedert sich in drei Schritte:

aus Erzeugenden lasst sich also laAgserum bewegen.  a) die Festlegung eines Treffpunktedreiecks des Dreibeins
Ein triviales Beispiel eines solchen Kegels ist der die Kan- {Sia,b,c} mitk zu (in der Kreisebene) gewahltem Grund-
ten einer Wiirfelecke enthaltende Drehkegel. Hat der Ba-"1SSS des ScheitelSund gewahitem Punkt € k des Drei-

siskreis eines solchen Drehkegels den Radius 1, so ist Seingelnschenkels,

Hohe 1/v/2. b) die Bestimmung der einparametrigen Menge von Treff-
punktedreiecken zu festem Scheitelgrund8sslie wegen

Bemerkung: Fur hohere Dimensidrergibt sich eine Hohe  (3D-T1) erwartungsgemaR den selben Schedtélaben;

von 1/1/d — 1 tiber der Mitte der Leitsphake”—2 vom Ra- wobei also zu zeigen ist, dass bei verschiedener Wahl von

dius 1, wie man unter Zuhilfenahme der MaRverhaltnisse C die zugehdrigen Scheitgldie selbe Hohe Uber der Krei-

beim Hyperwiirfel unschwer ableitet. SinngemaR miissenSebene haben, und

wir nun auch das PunktepaArB als niedrigstdimensio-  ¢) gezeigt werden muss, dass der sicher drehsymmetrische

nalen Kreis auffassen, der nun “Leitkreis” fur einen Spur- Ort der ScheiteS eine Meridianellipse der in (3D-T3) be-

0-Kegel zu sein hat. Es ergibt sich folgender verallgemei- haupteten Gestalt hat.

nernder Sachverhalt: Zu a): BezeichnerA B,C die Treffpunkte der Schenkel
) _ _ des Ortho-3-Beins, so ergibt sich nach dem “Satz vom
(3D-T1) Die durch einen Kreis k legbaren SpQikegel  Rechtwinkelbild”, nach dem sich jede Ebenennormale im

haben Spitzen, die einem abgeplatteten Drehellipsoid mitNormalriss orthogonal zur Ebenenspur abbildet, dass der
dem Achsenverhéltnig’2 : 1 angehdren, welches k zum  GrundrissS des ScheitelSstets in den Héhenschnittpunkt
Aquatorkreis hat. von AABC fallt. Vom Dreieck AABC kennt man also ei-

) ) nerseits den Umkreis samt Mittelpurtund den Hohen-
Denkt man sichi” durch ein konkret gegebenes orthogona- schnittpunkis, somit die Euler-Geradeund den Schwer-

les Dreibein erzeugt, so ergibt sich folgende Formulierung punktG e e mit MG = 2GS. Zu beliebig, aber nicht awf
vgl. Abb. 11, sowie [2] und [10]: gewahlter Eck€ € kist somitCS = h. eine Dreieckshohe,

13
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zu der die durctM gehende Mittelsenkrechir. der Seite
c:= [A B] parallel sein mus€G =: s ist eine Schwerli-
nie. Sie trifft m. im SeitenmittelpunkC* von c undc ist
damit als Normale zm; durchC* festgelegt. Die Seiten-
geradec trifft k in den gesuchten Treffpunktekund B,
vgl. Abb. 12 (links).

Abbildung 12:Skizzen zum Beweis a) und b)

Zu b): Um die Hohe vors tber der Eben& vonk zu be-
stimmen, verwenden witSS als Seitenriss-Ebene. (Den
in dieser Ebene liegenden HohenfuBpunkth, bezeich-

nen wir mitF.) In diesem Seitenriss erscheint das sicher

rechtwinkelige DreieckACSK unverzerrt und wir lesen
nach dem Hohensatz fur rechtwinkelige Dreiecke ab:

S¥ —SC.SF.. 3)

Nun schneidel; den Umkreik von AABCnoch in einem
PunktCy, fir den bekanntlich gilt:

FeS = FCx, (4)
sodass damit folgt:

§§=§%§G. (5)
Der Sehnensatz filk, S) besagt nun aber, dass

SC.- SCx = const (6)

fur jede Wahl vonC auf k ist. Demnach muss auds

einen vorC unabhangigen festen Wert haben, vgl. Abb. 12

(rechts).

14

Zu c): Fur den Nachweis, dass der wegen b) nur zwei-
dimensionale Scheitelort ein abgeplattetes Drehellgbsoi
@ ist, verfolgen wir einen Meridiarm von ®, indem
wir von fest gewahltenC auf k ausgehen un@& auf
der Verbindungslini€M wéhlen. Damit musaABC ein
gleichschenkliges Dreieck sein. Zu jeder Wahl der Ba-
sisseitec normalh; = e = CM gehort ein rechtwinklig-
gleichschenkliges DreiecKASB sodassSk = %AB sein
muss, E: bezeichnet wieder den HohenfulZpunkt vgn
aufc). Andererseits liegbauf dem Thaleskreis Ub&CF;],

da auch das Dreied&CSF rechtwinklig ist, vgl. Abb.13.

Abbildung 13:Skizze zum Beweis c)
Mit a := <AMF; besitzt es die Kathetenlangen

Sk = sina undSC= cos% (1+cos), (7)
wobei wir fir den Radius vok 0.B.d.A. den Wert 1 ver-
wenden. Fir den Normalris® € CM ergibt sich demnach
in Abhangigkeit voru

r(a):M—Szl—co§%(l+cosa), (8)
und die Hohe von Sberechnet sich zu
z(a) = SS= sin%cosg(1+ cosn), (9)
sodasgr(a),z(a)) die Ellipsengleichung
2
vLZ (10)
1 1

2
erfullt.

U

BemerkungObschon der Sachverhalt (3D-T3) durch die
Aussagen zu (3D-T1) mit erledigt ist, scheint der elemen-
targeometrische Beweis von Interesse zu sein, sind doch
die benutzten Werkzeuge im Schulstoff angesiedelt, also
‘Folklore’. Er kann daher von jedem an Mathematik inter-
essierten Laien leicht nachvollzogen werden. Der angege-
bene Beweis “rechtfertigt” auch die Tradierung elementar-
geometrischer Satze als ein seltenes Beispiel fir die Ver-
wendung der Euler-Geraden als Beweishilfsmittel!
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8 Umstllpung des Wiirfels nach P. Schatz

In [9] findet sich auf Seite 37 im Zusammenhang mit der
Umstllpung des Wiirfels (siehe Abb. 14) die Formulierung
“Es erfolgt Ubrigens die Bezeichnung des umstulpbaren
Wiirfels als “rechtwinkliges Sechsflach” in Anbetracht sei-

nes Verhaltnisses zur Umkugel, dem im Zweidimensiona-
len das Verhaltnis des rechtwinkligen Dreiecks zum Kreis
entspricht.”

Abbildung 15:Raumlicher Rechtwinkelhaken aRcSb des-
sen Schenkel a und b durch die festen
Punkte A und B gleiten.

9 Weitere Analoga zum Satz von Thales

Von den bisherigen Verallgemeinerungen ausgehend las-
sen sich weitere Verallgemeinerungslinien eréffnen. Zum
Beispiel erlaubt der Begriff der Ful3punktskurve nahe

liegende raumliche Verallgemeinerungen im Sinne ei-
Abbildung 14:Vom Wiirfel abgeleitete umstulpbare Tetra- npes Thales-Satzes, wenn man nur die Schereél

ederkette von P. Schatz (vgl. auch [20]).  des urspriinglichen Rechtwinkelhakens durch zwei total-

K6 | . h hi . sumnlich orthogonale Unterrdume ersetzt, die ihrerseits zwei Steu-
Man ohnte also meinen, auch hier eine raum_ Iche Ver- erfiachen oder -kurven beriihren oder durch Purkie
allgemeinerung des Satzes von Thales vorzufinden. Demindurchgehen. Der Fall der durch orthogonale Geraden-
Umstulpvorgang andert aber den Radius der Umkugel desund Ebenenbiindel erzeugten Thales-Kugel von Abb. 7 ge-
Sechsflachs. Dennoch lasst sich eine Thales-Bewegung ex20rt beispielsweise hierher.
trahieren, wenn man den Bewegungsvorgang eines der TeEs ist unmittelbar einsichtig, dass das ebene Problem orth-
traeder der sechsgliedrigen Schatzschen Kette von Abb. 1PPtischer Kurven, wie es in Kapitel 6 behandelt wurde, auf

zwei Arten in den Raum zu Ubertragen ist:
fur sich studiert. Dabei wird das Tetraeder auf die drei auf- el Arte den Raum zu Gibertragen ist

einander folgenden Rechtwinkelhaken reduziert, die mit O : . -

. len Dreibeins, dessen Schenkel drei Steuerflachen berih-
den Schenkela,b durch feste Punkt@, B gleiten sollen o \yobei die Steuerflachen zusammenfallen oder auch zu
(Abb. 15). Wir fragen nach der Menge von Geraden, die die Kurven oder Punkten ausarten konnen.
Gemeinnormale der zueinander normalen Geradgeund (3D-T3b) Gesucht ist der Scheitel eines orthogonalen
b durchlauft. Diese Geradenmenge besteht aus DrehregulDreiflachs, dessen Ebenen drei Steuerflachen berthren,
(also einer Erzeugendenschar von Drehhyperboloiden) mitwobei die Steuerflachen zusammenfallen oder auch zu
der gemeinsamen AchgeB. Andererseits ist auch ein Be- Kurven oder Punkten ausarten konnen.

wegungsvorgang denkbar, demur parallel verschiebtund ~ (3D-T3a) soll durch das folgende Beispiel illustriert wer-
einen Thales-Zylinder erzeugt. Damit berthren alle mog- den: Gesucht ist der Ort der Scheiabrthogonaler Drei-
y gt 9 beine (S,a,b,c), deren Schenkel drei nicht notwendig

lichen Geradere eine mit der Thales-Kugel tibé&®B kon- windschiefe Steuergerader, r treffen. Jeder nicht durch
zentrische Kugel und schlie3en miB konstanten Win-  eine Steuergerade gehende ebene Schnitt der drei Steuer-
kel ein. Die Menge c ist also eine Geradenkongruenz, diegeraden gibt Anlass zu einem Treffpunktedreia2¢8C.

als Schnitt eines Kugeltangentenkomplexes und des Treff-Damit dieses das Spurpunktedreieck eines orthogonalen
. . .. _Dreibeins sein kann, muss es notwendig spitzwinklig aus-
geradenkomplexes eines Fernkreises entsteht. (Fr Olles?allen. Der Grenzfall rechtwinkliger Spurendreiecke sei

der Liniengeometrie entstammende Begriffswelt siehe z.B zygelassen. Die Schnittebenen-Normale durch den Hohen-
[71.) schnittpunkt vomAABC trégt dann zwei zur Schnittebene

(3D-T3a) Gesuchtist der Ort der Scheitel eines orthogona-

15
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symmetrisch liegende Punkte S. Dieses Punktepaar ergibtaum” behandelt. Auf die Untersuchung weiterer, linien-
sich auch als Schnittpunktepaar der Thales-Kugeln Ubergeometrisch motivierter Verallgemeinerungen des Satzes
den Dreiecksseitef\, B, [B,C], [C, A}, vgl. Abb. 16. von Thales wird hier verzichtet.

Zur lllustration von (3D-T3b) gehen wir vom Spezialfall
eines einzigen Kreisek als der (dreifachen) Steuerkur-

ve aus und bestimmen die orthogonalen Dreiflache, deren
Ebenenk berlhren. In gewisser Weise dual zur Aufgabe
(3D-T3) gehen wir also von einem spitzwinkligen Tan-
gentendreieck vok aus, bestimmen dessen Hohenschnitt-
punktH und schneiden die Thales-Kugeln tber den Drei-
ecksseiten, um das zum Tangentendreieck gehdrige Paar
von ScheiteInS moglicher Dreiflache zu gewinnen, vgl.

Abb. 17.
Abbildung 16:Scheitel S eines orthogonalen Dreibeins, " Abb. 17 wurde von einem (spitzwinkligen) gleich-
dessen Schenkel drei Leitgeradeng,p schenkligen TangentendreiefRBC ausgegangen, dessen
treffen. Symmetrieachse die SeitB,C] im BerthrpunkD mit k

. . . . . trifft. Ist | der Mittelpunkt vonk unda bzw.y der Innen-
D e . Wikl onAABCin A bz Cund bezeichns den Ho-
nen auszugehen. Wir Uberlegen, dass zu jeder L6Sung henschnittpunkt voAABC, so gilt
eine dreidimensionale Umgebung von Losungeaxis- — %
tiert. Dazu beschreiten wir einen anderen, etwas aufwém-DC =p= COtE
digeren Losungsweg: Wir gehen von einem zunachst be-

>1 (im Grenzfall p=1)

liebig (nicht auf den Leitgeraden) gewahlten Raumpukt Al = q= i _ p?+1

als Auge einer Zentralprojektion auf eine (beliebig gewahl ' coyy p?-1

te) Bildebener aus. Dann ist den Zentralrissef, ¢, r¢ 1 1

ein DreieckAABC so einzuschreiben, dass der Hauptpunkt DH =:r = p-coty= E(pz— 1),[H=1-r= 5(3— pz) =1y

der Perspektive dessen Hohenschnittpunkt ist. Unter der

(|A) einparametrigen Menge dieser Dreiecke finden sich Hieraus fOlgt fur diez-Kote des ScheitelSdes Dreiflaches
zwei (im algebraischen Sinn) so, dass sich die Thales- Ku-nach dem Héhensatz die Beziehung

geln Uber den Seiten im Augpunkt schneiden. Die Beweg-

lichkeit eines (nicht orthogonalen) Dreikants entlangetre Z=(q+y)r=(a+y)(1-y)=aq+y+aqy—Vy,

Geraden findet sich auch bei der von H. Stachel entdeckten - . .

Bewegungen, die die beiden Tetraeder einer Stella Octan—socj"leS schlieBlichundy die Gleichung
gula gegeneinander trotz Ubergeschlossenheit des kinema- 2

tischen Systems ausfiinren kénnen, vgl. [13]und [14].  y’+Z=q+y—qy=2 P

=2 (p>1)

p?—1

Mit diesem in Abb. 16 visualisierten Beispiel hat man in
gewisser Weise auch einen “Satz von Thales im Linien- erflllen.

. Y
Rl

B

Abbildung 17:Der Scheitelort der einen Kreis k beriihrenden orthogon&legiflache ist eine mit k konzentrische Kugel.

16
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Wir haben noch zu zeigen, dass alle Tangentendreieckedlung zu “dualen Holditch-Satzen im Dreidimensionalen”
{A,B,C} die den selben Hohenschnittpunkthaben, zum  im Sinne von [1] knupft.

selbenz-Wert von S filhren. Die Menge dieser Tangente-

dreiecke sind sdmtlich einer festen Ellipsein- und dem

Kreis k umbeschriebene(und k bilden eine Angabe ei-

nes vonJ-V. Poncelestammenden poristischen Problems 10 Schlussbemerkung

der ebenen projektiven Geometrie, bei dem entweder kei-

ne oder unendlich viele Lésungen auftreten, vgl. [3] und Wir haben einige Wege aufgezeigt, wie der Satz von Thales
Abb.18) Die Ellipsee ist dabei durch zwei solche Dreie- in allgemeinere Fragestellungen als Spezialfall eingebet

cke bestimmt. Wir iibergehen die diesbeziiglichen Rech-werden konnte. Obwohl dabei Vieles nur grob angerissen
nungen. wurde, so wird hoffentlich dennoch zumindest die Reich-

haltigkeit dieser mdglichen Verallgemeinerungen sichtba
und sollte zu eigenstéandigem forschenden Tun anregen.
Dariiber hinaus sollten Prinzipien mathematischer Uber-
legung exemplarisch vorgestellt werden: Das Einordnen
eines Sachverhaltes in ein allgemeines Schema einerseits
und das Bilden von Analogien andererseits. Beide Prinzi-
pien erfordern zwar eine gewisse Breite an mathematisch-
geometrischer Grundbildung, bei in der Schule nicht ge-
hemmter natirlicher Neugier der Schiler wird der Er-
werb dieser Bildung aber zu keiner Zeit als Last emp-
funden. Fir diese Bildungsaufgabe mag der vorliegende
Text in Zusammenhang mit der Einlibung einer dynami-
schen Graphik-Software nutzbar sein. Jedenfalls soll Schi
lern und Studenten mit den vorliegenden Materialien, die
durch einschlagige Literatur und Internet-Recherche noch
zu erganzen sind, auch verdeutlicht werden, dass Geome-
Somit gilt der Satz trie und Mathematik entgegen landlaufiger Meinung kei-
(3D-T3b) Beriithren die Ebenen eines orthogonalen Dreif- Nesfalls abgeschlossene Wissensgebiete sind!

lachs einen Kreis k vom Radids so gehort der Scheitel  Es sollte nicht unerwahnt bleiben, dass fur den Uberwie-
des Dreiflachs einer mit k konzentrischen Kugel vom Radi- genden Teil der Figuren die programmierbare Graphics
usv/2an. Software ‘Open Geometry GL (vgl. [4] und [5]) benutzt

wurde.
Fur diese Aussage haben die Autoren keinen Hinweis in

der Literatur gefunden. Sie lasst eine (nD-T3) analoge
Dimensionsverallgemeinerung zu, die auf eine Thales- Literatur
Hyperkugel vom Radiug/n — 1 fuhrt.

Mit (3D-T3b) ist abschlieRend ein sehr natrlicher Verall-  [1]1 BROMANN, A., Holditch’s TheoremMath. Magazi-
gemeinerungsstrang des Satzes von Thales gefunden, der 1€ 54 N0.3 (1981).

aus den Formulierungen des ursprunglichen ThaIes-Satzes[z]
im Sinne von Kapitel 4 folgt:

Abbildung 18: Dem Kreis k umschriebene Dreiecke
mit gemeinsamem H®6henschnittpunkt H
sind einer festen Ellipse e einbeschrieben.

BUBECK, H., Auf der Suche nach einer ,einfachen®
raumlichen Entsprechung zum Satz von ThaWsU
(T7) “Fasst man das Punktepaar A,B als ausgearteten 47/5 (1994), 264-268.

Klassenkegelschnitt (also als Tangentenmenge) auf,so lie

gen die Schnittpunkte S orthogonaler Tangenten auf einem [3] FRIEDELMEYER, J-P.,Le théoreme de cloture de
Kreis, dem Thales-Kreis (ibgA, B]” Poncelet comme source d'inspiration et lieu de
rencontre des nouvelles methods en géométrie
(Lumigny, 2005).
www.univ-nancy2.fr/poincare/colloques/
hgmc2005/Friedel-meyer_Jean_Pierre.pdf

(3D-T7) Fasst man einen Kreis k als ausgeartete Klassen-
quadrik (also als Tangentialebenenmenge) auf, so liegen
die Schnittpunkte S orthogonaler Tangentialebenentripel
auf einer mit k konzentrischen Kugel voffe-fachen des

Kreisradius. [4] GLAESER, G.- STACHEL, H., Open Geometry:
Herrn M. Hamann verdanken die Autoren den Hinweis, Open GL + Advanced Geometrspringer 1999
dass dieser Verallgemeinerungsstrang auch die Verbin- (ISBN 0387 985999).
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