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ABSTRACT

The present article refers to a question that arose du-
ring the lecture of descriptive geometry for undergradua-
te students in the fields of geodesy and cartography: If
the axonometric projection of the contour of a sphere is
constructed with the help of the cutting method (L. ECK-
HART, 1937), the pairs of contour points with regard to the
cutting directions of two non-associated auxiliary projecti-
ons determine two in general non conjugate diameters and
their conjugate directions of the ellipse of contour. Con-
versely an ellipse is in general overdetermined by two given

O konturi kugle u aksonometriji
SAZETAK

Ovaj se &lanak bavi pitanjem koje se javlja u nastavi nacrt-
ne geometrije za studente preddiplomskog studija u po-
drugju geodezije i kartografije: Ako se aksonometrijska sli-
ka konture kugle konstruira pomoéu metode presjeka (L.
ECKHART, 1937), tada parovi konturnih toaka, proma-
tranih s obzirom na smjerove presjeka dviju nepridruZenih
pomocnih projekcija, odreduju opcenito dva nekonjugira-
na promjera konturne elipse i njima konjugirane smjerove.
Obratno, elipsa je opcenito odredena s dva zadana promje-
ra i njima konjugiranim smjerovima. Promatra li se kon-
strukcija konturne elipse s ravninskog aspekta, iz ovog se

diameters and their conjugate directions. The theorem of nacina konstrukcije moZe izvesti PASCALOV teorem.
PASCAL can be deduced from the figure of construction
whereby the construction of the ellipse of contour is con-

sidered from a planar point of view.
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1 Einleitung K¢, K respektivekd, KS sind durch die Einschneiderich-
tungens bzw.s” bestimmt, vgl. etwa [1].

Die Konstruktion des axonometrischen Umriss einer Kugel ; . . o wa

gehort zu den klassischen Aufgaben in Darstellender Geo—\:gg(1 E—Z sm_? dh|er(|13|urch é,\fvil DuSr”c_hmeTlsﬁlKl ’_I_Kl] untd
metrie in der Ausbildung von Studentinnen und Studenten_[ ,KZ] mit den Paare ZW. S -paralieler ‘angenten
der Architektur sowie in einigen ingenieurwissenschaftli N dén Durchmesserendpunkten und damit ein Tangenten-

chen Studiengangen. Sie wird Ublicherweise mit Hilfe des Parallelogramm gegeben. Die beiden Durchmessek¥on
nach L. ECKHART (1937) benannten Einschneideverfah- sind dabei im Allgemeinen nicht konjugiert. Die Umris-
rens durchgefiihrt: Der (scheinbare) UmiS8siner Kugel  sellipsek® wird in [1] mithilfe einer geeignet gewahlten
® ist dabei axonometrisches Bild jenes Gro3kreisesp, perspektiven Affinitatg aus einem Kreisk< = ¢ (k)
dessen Tragerebene orthogonal zur Projektionsrichsung konstruiert, deren Achsa mit einer Seite des Tangen-
liegt. Er ist ein Kreis respektive eine Ellipse, je nachdem, tenparallelogramms zusammenfallt (Abb. 1), vgl. [1]: Es
ob s orthogonal zur Bildebenex steht oder nicht. Wird  gej 0. B. d. A.a=t§ mit t¥ := K% || § gewahlt. Da-

0. B. d. A. der MittelpunkiM von ® als Ursprung eines  mjt pesitzenk und k% das gemeinsame Linienelement
kartesschen qurgllnatensyster@, Ex.Ey.Ez) gewahlt, (K{, 1) = (KY,tf). Zur Bestimmung des Mittelpunkt€X

so schneidek die in den Koordinatenebenen liegenden vonkX und damit eines Angabepaar€, 0%) von gist zu

GroBkreisek := ;NP (i = 1,2,3) in den Gegenpunkten . | .
Ki, Ki. Sind beispielsweise Grund- und Aufrissfigur von beachten, dass die Diagonalen eines Tangentenparallelo-

als Einschneidehilfsrisse gegeben, so lassen sich die Paardr@mms einer Ellipse Richtungen konjugierter Durchmes-
(K&, K%) bzw. (K$,KZ) von Konturpunkten unter Verwen- ~ S€r sind. Der Mittelpunk©* ergibt sich danach in zwei-
dung perspektiver Affinitaten zwischen dem Einschneide- deutiger Weise aus dem Schnitt der Gerades Kf Ltf
grundriss bzw. -aufriss und dem axonometrischen Grund-mit dem Thaleskrei& Uber der zuj gehorenden Seite
riss bzw. - Aufriss konstruieren. Die Tangentenkdnin des Tangentenparallelogramms.
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Abbildung 2: Satz vorPAsCAL

i < Wird diese Aussage ins Duale Ubertragen, so gehort ei-
- / : ne weitere Gerade einem durch funf Geradep; (I =
st 1,...,5) bestimmten Klassenkegelschnitt genau dann
an, wenn die Verbindungsgeraden= pi1p2 V paps, S:=
p2p3s V psp undt := p3ps V pp1 von Gegenecken des
Sechsseit®; . .. psp kopunktal liegen. Werden schlielich

i a a +0 10 i Nni a ta
Bemerkt werden soll, dass das zweite Paar von Kontur- " der Angabeky, Ky, i, 1) die LinienelementeKy, ),

punkten(K¢,K$) fur die Festlegung vorp(a, (O%,0%)) (Kf&t_f) sowiets als infinitesimal bengphbarte Tangenten
mit g(k) = k% nicht benétigt wird. Lediglich die Tangen- %nk gedeutet, so lassen sich die Berghfpl,mkt‘?‘%‘“”m
teninKg, K¢ als Seiten des Tangentenparallelogramms ge-t2_nachtraglich konstruieren. Fi' < t3 ergibt sich bei-
hen in die Konstruktion ein, vgl. [1]. Hieraus ist erkennbar spielsweise

dass die Ellips&® du_rch_Angabe dgr tangentialen Lini- =18 VK, t =t VK, s=rt || ¥, KS = st
enelementeK(', t¥), (Kf,t}") (j = 1,2) in den Endpunkten
zweier Durchmesser grundsatzlich tberbestimmt ist. Um-
gekehrt konnen die Punki€), K$ auftS, tS' bei vorgege-

bener FigufK%, K, t% t%) nicht beliebig gewahlt werden.
L5

Wird nun obige Konstruktion der Umrissellipdé' als
planare Aufgabe aufgefasst, so scheint die Ableitung je-
ner Bedingung aufschlussreich, wonach die tiberzahligen
PunkteKs', K aufk® liegen. In Folge dieser ergibt sich die
Frage, in welchen Fallen durch Angabe zweier verschiede-
ner Durchmessdt, L] und[Ly, L] mit den zugehorigen
Paaren paralleler Tangenten in den Durchmesserendpunk-
ten eine Ellipse, allgemein ein Kegelschnitt, bestimmt ist
Der Fall eines Paares konjugierter Durchmesser, durch den
bekanntlich eine Ellipse festgelegt ist, ist hierin eingtib
ten.

Abbildung 1: Perspektive Affinitt

Es ist zu vermuten, dass speziell die zweite Frage bereits
Gegenstand ausfuhrlicher Untersuchungen war. lhre Be-
antwortung erfolgt an dieser Stelle vielmehr aus didakti-
schenUberlegungen im Zusammenhang mit der ersten.

Abbildung 3: Konstruktion des Béihrpunktes

Die Konstruktion vork € t3' istin Abb. 3 visualisiert. Sie
veranschaulicht ferner den Satz vomsRAL, welcher der

2 Der Satz von PASCAL Konstruktion zugrunde liegt. Entsprechendes gilt fur die
Konstruktion des PunktdsS. Er lasst sich auBerdem Uber

Bekanntlich ist ein projektiver Kegelschnittdurch funf ~ die Punktsymmetrie K3 bezlglichO® bestimmen.
PunkteR (I = 1,...,5) der Ebene festgelegt. Sind nicht Wegentf‘ I t_f‘ ergeben sich in der Figur von Abb. 3 Strah-
drei PunkteR,, R,, B, (I1,l2,13 € {1,...,5},11 # 12 # lensatzfiguren mit den ScheiteB:= rt und B := t{'t5.

I3 # 11) kollinear, so ist der Kegelschnitt nicht entartet. Uber diese kann ein Vergleich von Teilverhaltnissen vor-

Nach dem Satz vonA3cAL liegt ein weiterer Punk® ge- genommen werden, die den Tripeln von Punkten zugeord-
nau dann au€, wenn die Schnittpunkt® := PP, N P4Ps, net sind, welche auf den Seiten des Tangentenparallelo-
S:=P,PsNPsPundT := PsP,N PP, von Gegenseiten des gramms liegen. Fir deren Angabe werden die Ecken bzw.
Sechseck®; ... PsP kollinear liegen (Abb. 2). Seitenlangen des Parallelogramms entsprechend Abb. 3
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mit A, B, C undD bzw. a, b, c undd bezeichnet. Fir die
ubrigen Abschnitte werden die Schreibweid#) = by,

KSC = by, CK{ = c1, KYD = ¢, dergleicheray, ap, di, d2

insbesondere aufschlussreich, da die Lagen und Maf3stabe
der Einschneidehilfsrisse in zwei Koordinatenebenen, bis
auf den Fall paralleler Einschneiderichtungen, frei getva

vereinbart. Es ergeben sich die nachstehenden Verhaltniswerden konnen.

gleichheiten.

b

©2_SK _bic_b
Cl_ g:_bz’ C_

Fernerhin gelten die augenscheinlichen Gleichheiten
ap/a = cp/c und by/b = di/d. Werden schlie3lich die
Quotientenayz/a, by/b, c2/c unddi/d als Teilverhaltnis-

se aufgefasst, so gelten folgende Gleichheiten:

TV(K{;B,A) = TV(K;D,C)
=TV(KS;B,C)
=TV(KS;D,A).

1)

Die GleichungTV(KJ;B,C) = TV(K{;B,A) beschreibt

eine notwendige und hinreichende Bedingung, wonach die

PunkteKs, K_g auf der durcr(K“,Kf‘,tf‘,t_f‘) festgelegten
Ellipse k® liegen. Diese impliziert insbesondere, dass die

ParallelitaterkK{KS || K{'KS || AC sowieK{KS || K{KS ||

Abbildung 4: Konturpunkte

Dem Nachweis wird eine Konstruktionsfigur entsprechend

BD gelten, die Verbindungsgeraden der Konturpunkte apy 4 zugrunde gelegt, in welcher Grund- und Aufrissfi-

demnach parallel zu den Diagonalen des Tangentenparal

lelogramms, d. h. einem Paar konjugierter Richtungen, lie-
gen. Die erhaltene Bedingung ist raumlich sofort einsich-
tig, da jenes zu den Durchmesséiy, K{'] und [K§',K5]

von k% gehorende Tangentenparallelograr’ABCD axo-
nometrisches Bild eineks umschlielRenden Rhombus ist,
bezuglich dessen obige Teilverhaltnisgleichheiten dad
mit die Orthogonalitateik;K>_LBD, K;K> LBD, des wei-
terenK1Kz LAC und K1K> LAC, der Verbindungsgeraden

entsprechender Beruihrpunkte gelten. Die axonometrische

Abbildung erhalt Parallelitaten und Teilverhaltniss®

dass sich die Eigenschaften wie angegeben tUbertragen Iasd-
sen. Daneben lasst sich die erhaltene Bedingung in gleiche

Weise mithilfe der in Abschnitt 1 beschriebenen perspekti-
ven Affinitat @(a, (O%,0%)) zwischenk® und k* bestati-
gen, da unter perspektiven Affinitaten Parallelitaten un
Teilverhaltnisse erhalten bleiben.

3 Die Konstruktion der Umrissellipse als
planimetrische Aufgabe

Wird die Konstruktion der Ellips&® unter Verwendung
der Einschneidehilfsrisse, unabhangig ihrer raumliche

gurvon® als Einschneidehilfsrisse sowie die Einschneide-
richtungens’, s” bezuglich des Grund- respektive Aufriss
gewahlt werden. Die Paare von Konturpunkigd),K;)
beziglichs, s’ sind im jeweiligen Einschneidehilfsriss
durch den Schnit{K;,K{} = ki N (O L &) bzw. durch
{KJ,KJ} = kon (0" L &) festgelegt. lhre axonometri-
schen Bilder(K{',K{') lassen sich unter Verwendung der
perspektiven Affinitaterp; : 14 — 1 und @ : TG — TG
zwischen den Einschneidehilfsrissen und dem axonometri-
schen Grund- bzw. Aufriss konstruieren. Die Tangenten an
K% in K{, K{' respektiveK5', K3 sind durch die Einschnei-
erichtungers’ bzw.s” gegeben.

Um die Bedingung der Teilverhaltnisgleichheit auf den
Seiten des hierdurch festgelegten Tangentenparallelo-
gramms zu uberpriifen, scheint es sinnvoll, ¢#g,K/),
(K7.K7) bezuglich (K,Kf") erganzenden Hilfsrisse
(K{,KY), (K5,K5) zu konstruieren. Hierfur kann benutzt
werden, dass

®loqily Y =Y, @togly Y —Y

teilverhaltnistreu operieren.
Die Konturpunkte lassen sich durdbbertragen ihrery-

Deutbarkeit, als ebene Aufgabe aufgefasst, so ist die FrageKoordinaten im jeweils anderen Riss bestimmen. Sfrd

zu beantworten, wodurch sich die in (1) genannten Teil-
verhaltnisgleichheiten ergeben. Die Beantwortung sthei

und y’-Achse nicht parallel gewahlt, so erlaubt die in
Abb. 5 dargestellte Vorschrift die zeichnende Bestimmung
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der Risse(K{,K{) und (K5,K5). Sie folgt aus der Tatsa-
che, dass die Schnittpunkte der jewedlparallelen Gera-
den durch den Grundri$® mit derZ’-parallelen Geraden
durch deren Aufris$” fir beliebige PunkteéP kollinear
liegen, vgl. [1].

A/

Abbildung 5: Ubertragen von Teilveritnissen
Hiernach folgen sodann die Gleichheiten der Teil-
verhaltniss& V((K{);E),0') und TV (K{;E;,0") sowie
TV((K5)"E/,0") und TV(K3;Ey,O), die jeweils dem

Werden nurk! undKj} in Richtung der Einschneiderich-
tungens’ bzw. s’ projiziert, so ergeben sich die Punkte
K{ := (K/||s") NKJKY beziehungsweis} := (K3)[|s' N
K{K{. Fur die PunkteK und K} gelten dann offen-
bar TV(K{;K4,0") = TV(K};K},O') = cosycose, wor-
aus schlie3lich die gesuchte Gleichheit folgt:

TV(K{;C,D) = TV(KS;C,B). (2)

4 Welitere Folgerungen aus der Anwendung
des Satzes von PASCAL

Im letzten Abschnitt wurde planimetrisch begriindet, dass
die Konstruktion der Konturpunkte beziiglich der Ein-
schneiderichtungenin Grund- und Aufriss tatsachlichizwe
Durchmesser sowie die dazu konjugierten Richtungen ei-
ner Ellipse angibt. Diese ist durch Bedingung (2) wohlde-
finiert. Die Bedingungen (1) bzw. (2) sind hierbei affin-
geometrische Folgerungen aus der Anwendung des Satzes
von PSCAL, der zur projektiven Geometrie zu zahlen ist.
Da diese nicht ausschlief3lich auf Ellipsen zu beziehen sind
bzw. sich vergleichbar fur Hyperbeln formulieren lassen,
scheint die Frage berechtigt, wie (1) geeignet zu spezifi-
zieren sind. Daruiber hinaus stellt sich die Frage, wie sich
hierin durch Anwendung des Satzes vatsBAL auch der
Fall einer Parabel einbetten lasst.

Kosinus des Winkelmal3 entsprechen, der zwischen derBekanntlich lassen sich Ellipse, Parabel und Hyperbel in

orientierten GeradeK/{K;] bzw. KJKJ und der positiven
Richtung dey/’-Achse bzwy”’-Achse eingeschlossen wird.

TV((K])';Ey,O) = TV(K{;Ey,0") = cosy
TV(()"5E}.0) ~ TV (K§ E},0) — cos.

ihrer Lage bezuglich der uneigentlichen Geraden affingeo-
metrisch kennzeichnen. In den Abb. 6 und 7 sind die Falle
einer Hyperbel und Ellipse in einem projektiv abgeschlos-
senen affinen Raum (nach Anwendung einer Kollineation)
schematisch dargestellt.

Abbildung 6:
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bzw. Ty, — T, gelten, lassen sich aus

DV (Ky; B, A, Tay) =n, DV (K1;D,C, Twy)
=n, DV(K2;B,C, Tou) 3)
=y DV(KZ;D,A,TZU)

mit den VereinbarungedV (K1; B, A, Tyy) =: TV(Ky; B,A)

etc. die Teilverhaltnisgleichheiten (1) erhalten. Im &mt
schied zueinander trennen im Fall der Ellipse die Punkte-
paare(A,B) und (K1, Tyy) etc. einander, im Fall der Hy-
perbel jedoch nicht. Infolgedessen geniigen die Werte der
Doppelverhaltnisse und mithin die entsprechenden Teil-
verhaltnisse im Fall der Ellipse der Relation

0<TV(Ky;B,A) < 1, (4)
wogegen im Fall der Hyperbel
TV(Ky;B,A) > 1 (5)

gilt. Des Weiteren ergibt sich fur den Fall der konjugierte
Lage der DurchmesséKi,K1] und [K2, K] einer Ellipse

ein vollstandiges Viereck, beziglich dessen sich dig)n (
genannten Punktequadrupel in harmonischer Lage befin-
den. Das TeilverhaltnisV(Ky; B, A) nimmt mit der getrof-
fenen Vereinbarung den Wert2 an, der sich als spezieller
Teilverhaltniswertin (4) ergibt.

B

Abbildung 7: Ellipse

Die in Abschnitt 2 entwickelte Figur eines Tangenten-
parallelogramms lasst sich hierin kennzeichnen: Die von
den uneigentlichen Punktdiy, an den Kegelschnik ge-
legten Tangentety, t_J bilden ein Tangentenvierseit. Die
zu Tjy bezliglichk polaren Verbindungsgeradeqﬂzj der
Beruihrungspunkte inzidieren mit dem Réblder uneigent-
lichen Geraderu bezuglichk, verlaufen demnach durch
dessen Mittelpunkt und sind somit Durchmesserkiddie

von Tj, verschiedenen Schnittpunkte der Tangerfety
bilden das ViereckABCD. Mit jeder der Seiten;, t; inzi-

dieren damit genau zwei Eckpunkte vABBCD sowie je- Abbildung 8: Parabel
weils genau einer der Punkig,. Demnach sind auf den
Geradenj, tj Punktequadrupel bestimmt. Im Fall einer Parabél ist die uneigentliche GeradeTan-

- . . gente der Kurve, weswegen der Rélbeziglichk mit
Wegen der Polaritatsbeziehungen bezligkcelten er- seiner Polarem inzidiert. Es gilt alsdJ € u. Die Menge

S',ChtI'ChU € AC,BD sowieZ € umit Z:=KiKa NK1Ka. aller Geraden durcl bildet bekanntlich ein Parallelge-
Die Punktequadrupel agf, tj lassen sich sodann vermoge agenbischel von Durchmessern, welches auch die Achse
der Geradenbusch@l) bzw. Sz perspektiv respektive pro-  vonk enthalt. Es lasst sich entsprechend den vorangegan-
jektiv aufeinander abbilden, wonach das Doppelverh&ltni genen Fallen untersuchen, unter welcher Bedingung durch
der Punktequadrupel erhalten bleibt. Da jew&jls— Tjy die Angabe zweier nichtparalleler Linieneleme(g,t;)
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und (Ky,t2) sowie einer Geradenrichturdjeine Parabel  Tangenten ak in P undK; in ihrem MittelpunktM1» ge-
festgelegtist, fur welch&y,t1) und(Kz,t2) tangential lie-  teilt wird, lasst sich auch die Tangengeank in P konstru-
gen undd die Durchmesserrichtung angibt. ieren. Es gilttp = M12P. Die Ellipsek kann mithin auch
Nach Anwendung des Satzes voaseAL entsprechend als Ortskurve der Punkfbzw. als Enveloppe der Tangen-
Abb. 8 ergeben sich hierfir vollstandige Vierecke, deren t€nschar erzeugt werden.

Ecken neberJ, Ki, bzw. Ko die PunkteA = tito, Toy
bzw. Ty, bilden. Die Nebenecken sind durgls, Ty, B)
bzw. (S T2y, C) mit B:= (Kq||d) Nty undC := (Ky||d) Nty
gegeben. Da in einem vollstandigen Viereck bekannt-
lich die Nebenecken von den Schnittpunkten ihrer Ver-
bindungsgeraden mit den Seiten durch die dritte Neben-
ecke harmonisch getrennt werden, gilt dies unter Ver-
wendung einer geeigneten Perspektivitat auch fur die zu-
geordneten Punktepaare ayf Wird erneut vereinbart,
dassDV (Ky;C,A, Tyy) = TV(K3;C,A) und entsprechend
DV (K2;B,A, Toy) = TV(K2; B,A) gelten, so folgt einsich-

tig

TV(K1;C,A) = TV(K2;B,A) = 2. (6)

5 EineKonstruktion der Umrissellipse

Ziel dieses abschliel3enden Abschnittes ist es, eine punkt-
und tangentenweise Konstruktion des axonometrischen Abbildung 9: Ellipse als Ortskurve

Umriss k% einer Kugel® vorzuschlagen, der durch die

KonturpunkteK{, K und K§, K3 bezuglich der Ein- .

schneiderichtungesi unds’ gegeben ist. Alternativ kann ~ Literatur

eine Ellipsek nach Abschnitt 3 durch zwei Durchmesser

[K1,K1] und[Kz, Kz] sowie die dazu konjugierten Richtun-  [1] BRAUNER, H.: Lehrbuch der Konstruktiven Geome-
gen gegeben sein, falls zusatzlich Bedingung (2) erifiillt trie. Springer-Verlag Wien, Fachbuchverlag Leipzig,

Wird Uber dem Durchmesser eines Kreises ein beliebiges 1986.

Aufsatzdreieck errichtet, so liegen die HohenfuB3punife a [2] JEGER M.: Konstruktive Abbildungsgeometrie
den vom Durchmesser verschiedenen Seiten nach Umkeh- Raber Verlag, 1964.

rung des Satz vonHALES auf dem KreisUbertragen auf
Ellipsen als perspektiv affine Bilder von Kreisen lasshsic
eine punktweise Konstruktion vdavorschlagen, vgl. [2]
(Abb. 9): O.B.d.A ist eine Gerade in zu [Ky,K;] kon- Marco Hamann

jugierter Richtung gewahlt, dif1,K1] innen schneidet. Technical University of Dresden

Mit T := KiKaNg undH := K;K> N g folgt entsprechend e-mail: Marco.Hamann®tu-dresden.de
P:=TKiNKiH mit P € k. Da die StreckeH, T] von den
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