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Neke kolineacije H-ravnine

Some collineations of H-plane
ABSTRACT

On the Klein's model of the hyperbolic plane the har-
monic homology is defined. This collineation maps ab-
solute points of the h-plane onto absolute points, real
points onto real points and ideal points onto ideal points.
It is called line symmetry if the center of collineation is
ideal point and point symmetry if the center is real point,
because described mappings have equal properties as the
analogues mappings in the Euclidean plane. By using point
and line symmetries, symmetric images of the lines, points
and triangles, bisectors of the angles and perpendicular bi-
sectors of the segments are constructed. At the end one
complicated metric problem is solved.
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Transformaciju u realnoj projektivnoj ravnini, koja presli-
kava pravce u pravce, a tocke u tocke, zovemo kolineaci-
jom ravnine. Kolineacija je perspektivna ili centralna ako
postoji pravac na kojemu su sve tocke fiksne i jednaista-
knuta fiksna tocka, koja je izvan ili na fiksnom pravcu.
Fiksni pravac zove se os, a fiksna totka centar ili srediste
centralne kolineacije. Zrake kolineacije su pravci koji pro-
laze centrom kolineacije i na njima se nalaze parovi ko-
linearno pridruzenih totaka. Prema odabiru osi i srediSta
sve se centralne kolineacije dijele na: homologijei elacije.
Homologije su centralne kolineacije u ravnini kod kojih
srediSte ne pripadaosi, dok kod elacija srediSte leZi na osi.
U homol ogijeubrajamo centralne simetrije, osnesimetrije,
homotetije, perspektivne afinosti u uzem smislu, perspek-
tivne kolineacije u uzem smislu, dok u elacije ubrgjamo:
translacije, elacije u uzemsmislu i posmike.

Kolineacije u H-ravnini analogno su definirane kao u real-
noj projektivnoj ravnini. Posebno su zanimljive centralne
kolineacije. Buduti da u H-ravnini postoje tri vrste toCaka
i pravaca, to postoji i viSe vrsta centralnih kolineacija. U
skupu svih centralnih kolineacija H-ravnine posebno se
isticu one koje preslikavaju granicne (apsolutne) tocke u
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SAZETAK

Na Kleinovom modelu hiperboli¢ke ravnine definirana je
centralna involutorna kolineacija, koja preslikava grani¢ne
to¢ke H-ravnine u grani¢ne, prave tocke u prave, a ide-
alne u idealne. Zovemo ju osna simetrija ukoliko je centar
idealna to¢ka, a centralna simetrija ako je centar prava
to¢ka, jer imaju sva svojstva istoimenih kolineacija euk-
lidske ravnine. Pomocéu osne i centralne simetrije kon-
struirane su osno-simetri¢ne i centralno-simetri¢ne slike
pravaca, tocaka i trokuta, simetrale kutova i duzina. Na
kraju je rijeSen jedan sloZeniji metri¢ki zadatak.

Klju€ne rijeci: hiperboli¢ka ravnina, Kleinov model H-
ravnine, centralna involutorna kolineacija.

grani¢ne (apsolutne). To su involutorne centralne kolin-
eacije i one preslikavaju prave tocke u prave, aideane u
idealne. Zovu se opctenito zrcaljenja u koja ubrajamo osne
simetrije ako je centar neprava tocka, a os pravi pravac
H-ravnine, odnosno centralne simetrije H-ravnineako je
centar u pravoj tocki H-ravnine, a os je idealni pravac, jer
imaju sva svojstva istoimenih kolineacija euklidske rav-
nine. (Duljina duzine i veli¢ina kuta dvaju pravaca in-
varijante su ovakvih transformacija kao i u euklidskom
ducgju.), [2]. Korisne su kod rjeSavanja metrickih zadata
u H-ravnini.

Za konstruktivno rjeSavanje zadataka vezanih uz preslika-
vanja tocaka H-ravnine na sebe, najpogodniji je Kleinov
model H-ravnine, jer su u njemu H-pravac i H-tocka
prikazani pravcemi totkom u euklidskom smislu. U tomje
modelu apsolutna konika zadana euklidskom kruznicom.
Njene tocke su granitne totke H-ravnine. Tocke unutar
apsolute zovemo pravim, aizvan apsolute nepravimili ide-
alnim tockama H-ravnine.

Dvije tocke bilo koje vrste u H-ravnini odreduju jedan
i samo jedan pravac, koji zovemo pravi, idealni bez
granicnih totaka ili idealni s jednom grani cnom totkom,
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vet prematomedali apsolutnu koniku sijeCe realno, imag-
inarnoiili ju tangira

Svakom totkom izvan pravog pravcaprolaze dvije paralele
sa zadanim pravcem H-ravnine. Figura koju Cini pravi
pravac i njegove dvije paralele zove se dvokrajnik. To je
trokut TK;1K, kojemu su dva vrha granicne tocke ili kra-
jevi. Poznato je, daje u dvokrajniku simetrala kuta o, pri
pravom vrhu T okomita na spojnicu granicnih vrhovart.].
stranicu K1 K> (Slika 1). Kut o./2 pri pravom vrhu zove se
kut paralelnosti, avisina T T, odreduje udaljenost tocke T
od stranice K1 Ky i zove se distanca paralelnosti.

Slika 1

H-okomitost pravaca definirana je apsolutnim polaritetom
t.j. pravci su okomiti, ako svaki od njih prolazi apsolutnim
polom drugog. Svake dvije apsolutno konjugirane polare
bez obzira da li se sijeku u pravoj, granicnoj ili idealnoj
toCki, medusobno su okomite.

1 Osnai centralna simetrija u H-ravnini

Kolineacija H-ravnine kojoj su centar P i os p pol i polara
u odnosu na apsolutnu koniku, a par pridruzenih tocaka
gecista zrake i apsolute je centralna involutorna koline-
acija, koja preslikava apsol utu na sebe tako da njene tocke
mijenjaju mjesta. Svaku tocku (pol) i pridruzenu polaru
mozemo shvatiti kao centar i osjedne centralneinvolutorne
kolineacije.

Neka je centar kolineacije idealna tocka P. Svaka zraka
totkom P okomita je na os p kolineacije. Ako geciSta
zrake s apsolutom oznaimo Ni,Np, a gjeciSte sos p s
R, tada vrijedi : (PRNiNy) = —1 (Slika 2b). Na svako
zraci parovi to€aka N1, N i P,R odreduju hiperbolic¢ku in-
voluciju, kojoj su tocke P i R dvostruke tocke. Isto tako
za svaki par pridruzenih toaka A;A’ na zraci n centralne
involutorne kolineacije (Slika 2b) vrijedi (PRAA') = —1.
Slijedi daje AR= A'R, t.j. parovi pridruzenih totaka stoje
simetri€no obzirom na os kolineacije, a kako je zraka ko-
lineacije okomita na os, ova je kolineacija analogon osnoj
simetriji u euklidskoj ravnini.
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Slika 2a

Slika 2b

Centralna involutorna kolineacija preslikava prave tocke
u prave, granicne u granicne, a idealne u idealne, prave
pravce preslikava u prave, idealne u ideane, a ide-
ane s jednom granicnom tockom u idealne s jednom
granicnom tockom. Pri tom je preslikavanju dvoomjer
Cetiriju elemenata (toCakaili pravaca) invarijantan, a kako
je metrika u Kleinovom modelu definirana dvoomjerom
[d=1/2In(ABN2N1); 0 =i/2In(p1patats)], znati datako-
lineacija Cuva duljinu duzinei velicinu kuta dvaju pravaca
[2]. Centralnu involutornu kolineaciju (IP,p) zadanu cen-
trom P i njenom polarom kao osi p, zovemo zrcalenje
i to: osna simetrija u sluCaju da je centar idealna tocka
odnosno centralna simetrija kada je centar pravatocka.
Neka je zadana osna simetrija (P,p) i neki pravac a s
granicnim tockama A1,A2 (Slika 28). Osno-simetricna
slika toga pravca je pravac @’ koji prolazi grani¢nim
tockama A, A, koje su centralno-involutorno kolinearno
pridruzene krajevima A1, A. Pravci ai @ sijeku se u tocki
Rnaosi kolineacije p. To geciSte mozebiti prava, granicna
ili idealna tocka. Ukoaliko je to idealna tocka, kazemo da
su pravci ai & razilazni ili hiperparalelni.
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Osno-simetricna slika A’ zadane totke A u osnoj simetriji

(P, p) moze se odrediti nadvanatina: a) kao sjeciste zrake
i zrcalne dlike hilo kojeg pravca poloZenog kroz A; b)

pomotu pravcaa tockom A koji je okomit na zraku n tocke
A (Slika 2b). Slika a’ pravca a sijete zraku u tocki A’, a
zraka n je zajedni¢ka normala pravacaa i a’. Natom se
principu temelji konstrukcija polovista duzine. TockaR je
polovidte duZine AA'.

Nadlici 3 zadan je trokut ABC i osnasimetrija (P, p). Kon-
struiran je osno-simetri¢an trokut A'B'C’ tako, da je na-
jprije konstruiranatotka A" dlika tocke A prema konstruk-
ciji nadlici 2b., dok su ostal e totke konstruirane spomenu-
tom osnom simetrijom pomocu para pridruzenih totaka
A A, Vidljivo je da se pritom prave tocke A i B zrcae
uprave A’ i B', adlikaideanog vrhaC trokutaidealna je
tockaC'.

Slika 3

Na dlici 4 pravom je totkom R i njenom idealnom po-
larom r zadana centralna simetrija (Rr). Tocki A kon-
struira se pridruzena tocka A’ na isti natin kao u slucaju
osne simetrije. Pomotu tog para je odredena centralno
simetricnaslika A’B'C’ trokuta ABC.

Teorem 1 Osna simetrija (S s), koja pridruzuje pravce
a(A1,Az) i d(A1,A,), pridruzuje i njihove polove A i A’
i obrnuto, ako pridruzujetotke Ai A’ tada pridruzujei nji-
hove polare a(A1,Az) i & (A1, A,).

Dokaz teoremaje evidentan [3].

Temeljem ovog teorema moguce je konstruirati osno
simetricnu dliku bilo kojeg idealnog pravca zadanom
simetrijom (P, p) kao polaru one prave tocke, koja je osno
simetri¢naslika pola zadanog pravca. Ova se Cinjenicako-
risti kod konstrukcije simetrale kutaidealnih pravaca.

Slika4

2 Simetralakutai smetrala duzine

Zadatak 1.
Odredite osnu simetriju koja meusobno preslikava pravce
m(M1,M2) i n(N1,Np) (Slika5a).

Slika5a

Neka je R=mnNn. Budu€i da se osnom simetrijom
granicnetocke preslikavaju u granicnetocke, zrake trazene
osne simetrije mogu biti spojnice M1Nz i M2Nz ili M1N2
i M2Nz, a njihovo je gecidte centar P = M1N; N MoNp,
odnosno S= M;N; " M3N;. Polara p totke P odn. po-
larastocke Sosi su dviju osnih simetrija (P, p) i (S s) koje
preslikavaju pravcemi n. Pravci pi szapravo su simetrale
kutova zadanih pravacam i n. 1z konstrukcije je vidljivo
dasu polare pi s apsolutno konjugirane, dakle medusobno
okomite.
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Opcenito se simetrale kutova dvaju pravaca mogu kon-
struirati  primjenom na poCetku spomenutog svojstva
dvokragjnika. Konstruira se pravac paralelan s oba kraka
zadanog kuta, dakle spojnica krgjeva zadanih pravaca
(M2N; odn. M;N;) na koju trazena simetrala treba hiti
okomita (Slika 5a). TraZzena simetrala prolazi polom ove
spojnice i gecistem R zadanih pravaca. Nata su natin
konstruirane simetrale kutova dvaju pravih pravaca, koji
se sijeku u pravoj odnosno grani¢noj tocki (Slike 5a, 5b).
Uocgimo dase u slucaju sjeciSta u granicnoj tocki (Slika5hb)
jednaod simetrala poklapa s tangentom apsol ute.

Slika 5b

Ukoliko se pravi pravci p i q sijeku u idealnoj tocki V,
jednu od simetrala konstruiramo na spomenuti natin, a
druga je njoj konjugirana (Slika 5¢). Tu drugu sime-
tralu moguce je konstruirati i tako, da odredimo centralnu
simetriju (R,r) u kojoj su zadani pravci p i g simetricni.
Osr te centralne simetrije je druga simetrala kuta zadanih
pravaca.

Slika5¢

Konstrukcijasimetrala kutovadvaju idealnih pravacami n
sa gecistem u idealnoj tocki S (Slika 5d) izvodi se prim-
jenom navedenog teorema. Kracimakutami n odrede se
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polovi M i N, Cijaje spojnicas polaratocke S (vrhakuta).
Zatim se odrede one osne simetrije, koje preslikavaju tocke
M i N, apremateoremu one preslikavajui njihove polarem
i n. Osiri ptihosnih simetrijasu simetrale kutovapravaca
m, n.

Slika 5d

Ovakonstrukcijavodi na odredivanje simetrale duzine.
Neka je zadana duzina MN na pravcu s s krajevima Sy
i S (Slika 5d). Pretpostavimo da os p traZzene osne
simetrije (P, p) sijeCe pravac s u tocki R, tada za parove
pridruZzenih toCaka vrijedi: (PRS1S) = —1i (PRMN) =
—1. Tadva parainvolutorno-pridruzenih toaka odreduju
napravcu s hiperbolickuinvoluciju €ije dvostruke tocke P i
R predstavljaju H-polovidta duzine MN odnosno NM, [1].
Odredivanje polovidta duzine i simetrala te duzine, svodi
se na odredivanje simetrala kuta, Ciji kraci prolaze krajn-
jim tockamate duzine, avrh mu je u polu njezinog pravca
nosioca. U tu svrhu postavimo pravceai b tockamaM i N
okomito na njihovu spojnicu s. Nekasu saA1,Az i B1,B2
oznaCeni krajevi ovih pravaca. Prema dlici 5¢ odredimo
takve osnesimetrije (P, p) i (R,r), koje preslikavaju pravce
aib. OnepredikavguitotkeM € ai N € b. Pravci pi
r su tada H-simetrale duzina MN odnosno NM , jer pro-
laze njihovim H-polovistima Ri P, a okomiti su na pravac
s. Uotimo da su ovi pravci ujedno i simetrale kutova koje
zatvargju idealni pravci mi n.

RjeSavajuci problem konstrukcije simetrala kutova ideal-
nih pravaca rijesili smo i problem odredivanja simetrala
duzine. ZakljuCujemo da H-duZina ima dvije simetrale
i dva poloviSta za razliku od duzine u euklidskoj ravnini.
Vazno je pri tome napomenuti, da se kod H-duZina kojima
jejednakrajnjatockagrani¢naili kod onih kojimaje jedna
krgjnja tocka prava, a druga idealna, ne moze govoriti o
polovi&tima odnosno simetralama duZina
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Koristeti osnu i centralnu simetriju te njihove kompozicije
mozemo rijeiti niz metrickih zadataka u H-ravnini.

Zadatak 2.
Prenesi duzinu AB Giji je nosilac pravac a na pravac b od
zadanetotkeC € b (Slika6). Zadatak temorijesiti pomotu
dvije osne simetrije.
e Prvo odredimo osnu simetriju (S s) koja predlikava
tocku A u totku C. Os te simetrije bit e simetrala

duzine AC koja je odredena kao na dlici 5d. Tom
se osnom simetrijom preslikava pravac a u pravac
a, duzina AB € a u duzinu A’'B’ € &, pri ¢emu je

A =C.

e Druga osna simetrija (R,r), odredena prema kon-
strukciji nadlici 5a, preslikava pravac a’ u pravac b,
aduzinu A’'B’ u duzinu CD € b. Uotimo da postoji
i drugaosnasimetrija (Q,q) kojatakoder preslikava
pravac @ ub, patimei duzinu A’B’ u duzinuCD’.
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