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Primjena Cauchy—Schwartz—Buniakowsky-jeve
nejednakosti u geometriji

ILiA ILISEVICH

Sazetak. U radu je obradena Cauchy—Schwartz—Buniakowsky-jeva
nejednakost. Spomenuta nejednakost primijenjena je na rjesavanje ra-
zlicitih zadataka namijenjenih ucenicima srednjih skola.

Kljuéne rijeci: nejednakosti, Cauchy—Schwartz—Buniakowsky-jeva
nejednakost

Abstract. The article deals with the Cauchy—Schwartz—Buniakowsky
wmequality. The mentioned inequality is applied to solving various tasks
designed for high-school pupils.

Key words: inequalities, Cauchy—Schwartz—Buniakowsky inequality

Nejednakost o kojoj ée biti rije¢i zove se Cauchyjeva' ili Cauchy—Schwartzova? ili
Cauchy-Buniakowsky? ili Cauchy-Schwartz-Buniakowsky-jeva nejednakost. Usvo-
jit éemo posljednji naziv (kra¢e, CSB-nejednakost). Izreéi éemo ovu nejednakost,
dokazati je i primijeniti na nekoliko geometrijskih zadaca.

Teorem [CSB-nejednakost]. Neka su (ay,asz,...,ay) @ (b1,ba,...,by,) dvije
n-torke realnih brojeva. Tada vrijeds

(Saeh)’ < (S a2) - (380). )

k=1 k=1 k=1

n n

Pri tome jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako su n-torke razmjerne, tj. ako i samo
ako je gt = 32 = = 1=,
Dokaz. Promotrimo kvadratnu funkciju f : R — R definiranu formulom

n

flx) = Z(akx + by )?

k=1

= (a2 +b1)% + (agx + b2)> + - + (anz + by)?

= (a2 4a3+---+a)ax® +2(arby + agby + - + anby)x
+(bF + b3+ 4 b7)

n n n

= (D_ad)a” +2(> arbr)z + (D_b7). (2)
k=1 k=1 k=1
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Kako je ova funkcija nenegativna (f(x) > 0 za svaki € R), njena diskriminanta
D ne moze biti pozitivna, tj.

n n

D:4(§:akbk)2—4- (Y a?)- (kZbi) <0,

k=1 =1

odakle slijedi trazena nejednakost (1).

Iz (2) zaklju¢ujemo da jednakost u (1) vrijedi ako i samo ako postoji realan
broj m takav da je by = mag, k = 1,2,...,n, tj. ako su n-torke (ai,as,...,a,) i
(b1, ba,...,by,) razmjerne. O

Rijesimo sada nekoliko zadataka.

Zadatak 1. Neka su a,b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze pravokutnog
trokuta. DokaZite da vrijedi nejednakost

ab + be + ca < 262,

Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je

(ab + be + ca)?
(a® + 0% + AV + 2 +d?)
— (a2 +b2 +62)2 — (02 +62)2 — (202)27

IN

odakle slijedi ab+ bc+ ca < 2¢%. Primijetimo da u prethodnoj nejednakosti ne moze
stajati znak jednakosti jer trojke (a,b,c) i (b, c,a) nisu razmjerne. Naime, kada bi
one bile razmjerne, postojao bi neki realan broj m takav da je

a = mb, b =mc, c=ma.

Tada bismo imali

2 = m2a? = m2(m2b?) = m4b? = mi(m2c) = mSe?,
odakle bi slijedilo m = 1, a onda ¢ = a, §to bi bilo u suprotnosti s Pitagorinim
pouckom. Dakle, vrijedi stroga nejednakost.
Zadatak 2. Neka je T tocka unutar trokuta ABC i neka su x,y,z redom

udaljenosti te toc¢ke od stranica a,b, c trokuta. Neka je R polumger trokutu opisane
kruznice. DokaZite da vrijedi

a? + b2+ c?

VE+EEVE<y| TS

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut ABC' jednakostranican, a tocka
T srediste trokutu upisane kruznice.
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Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je
(Va+ f +v2)?
9 9 9 1 1\2 12
< ((Va?+ (Ve + (veR?) - ( ( 5) +(V5) (Vo)
1 1 1
= b T
(ax + y+cz)<a + b + c)’
odakle slijedi
1 1 1
(Vo +Vy+vz) S Var+by+ez =+ 4=,
pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je
Vvar by \Jcz
\/I B \/I B \/I
a b c
Sto je ekvivalentno sa a’zx = b?y = c?z. Kako je ax + by + cz = 2P i P = %¢ gdje
je P povrsina trokuta ABC, to je ax + by + cz = ‘;Rc, pa imamo
VItV +vz
< abc 1 n 1 n 1
- 2R a b ¢
B abc \/bc+ac+ab\/ab+bc+ca
N 2R abc N 2R '
Dalje, opet prema CSB-nejednakosti dobivamo
vab+bc+ca < Va2 + b2+ c2,
pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je 7 = g = <, tj. a = b = c¢. Konacno
imamo
a? + b2 + 2
V4 y++vz< —5

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a?z = b%y = c?zia=0b=c, a to je ako i samo
ako je a = b = cix =y = z. Dakle, jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut

ABC jednakostranic¢an, a tocka T' srediSte kruznice upisane u taj trokut.

Zadatak 3. Uz uyjete zadatka 2, dokaZite da vrijedi nejednakost

\/E+\/§+\/Zg3\/§.
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Rjesenje. Najprije dokazimo nejednakost a? + b% + ¢? < 9R?. Prema poucku o
sinusima je a = 2Rsina, b = 2Rsin 3, ¢ = 2Rsin~, pa je
a® + b+ 2
= 4R*(sin? o + sin” B + sin? )
AR 1 — cos2a n 1—cos2p +1 - cos?ny
2 2
= 4R*(2— cos(a+ B) cos (o — B) — cos*(a + 3))
4R?(2 — cos(a + B) - 2 cos acos 3)
= 4R*(2+2cosacos fcosy) = 8R?*(1 + cos acos B cos ).

Ako je trokut ABC tupokutan, onda je ili cosa < 0, ili cos@ < 0, ili cosy < 0,
pa je cosacosfBcosy < 0 i stoga a? + b2 + c? < 9R2. Za pravokutan trokut je
a? + b2 4+ ¢ = 8R?. Neka je trokut ABC siljastokutan. Tada su cosa, cos /3,
cosvy > 0, pa prema nejednakosti aritmeticke i geometrijske sredine imamo

cos a + cos 3 + cosy 3
cosacos Fcosy < .

3
Kako je
COSCY—FCOSB-FCOS’)/=2COSa;BCOSa;ﬁ+COS2%—SiD2%
= 2Sin%cosa;6+1—2sin2%§2sin%+1—2sin2%
3 1 2
- _,_(1,281111) <3
2 2 2 2
to je
8 (13 _1
cos a cos 3 cos - =] ==
T=\3"2 8
Slijedi

1
a® 4+ b2 + 2 §8R2(1+§> — 9R?.

Primjenom prethodnog zadatka zakljuc¢ujemo

Ve+y+vz< \/%3\/?

Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostrani¢an, a tocka T' srediSte
trokutu upisane kruznice.

Zadatak 4. Neka su a,b,c duljine stranica, a tq,tp,t. redom duljine teZisnica
trokuta ABC. DokazZite da vrijedi nejednakost

3
ate + bty +ct. < g(cﬂ +0% + 02).



PRIMJENA CAUCHY—SCHWARTZ-BUNIAKOWSKY-JEVE NEJEDNAKOSTI ... 81

Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je

< (a® + 02+ A2+ 17 +t2).

(atq + bty + ct.)?

Kako vrijedi

3
tz +t12, +t2 = —4(&2 + b2 +62)
(vidjeti [2]), to je

(atq + bty + ctc)2 < (a2 +b02+ 02)2,

NNy

odakle slijedi
V3

aty + bty + ct. < 7( 240242
Jednakost vrijedi ako i samo ako je + = % == 2\/_ , a to je ako i samo ako je
trokut jednakostranican.
Zadatak 5. Neka su a,b,c duljine stranica trokuta ABC, a a1,b1,c1 duljine
stranica trokuta A1 B1C1. Dokazite da je NABC ~ NA1B1C1 ako i samo ako vrijedi

Vaay + \/bby + \/eer = v/ (a+ b+ c)(ar + by + ).

Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je

(vaar + v/bbi + v/eer)?

< (V@ + (V) + (Vo)) (Var)* + (V) + (Var)?)
= (a+b+c)(ar +b1+ 1),
pa je
vaay + +/bb; + \/cc1 < \/ c)(a1 + b1+ ¢1).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je - = % = é, odnosno ako i samo ako je

AABC ~ AA1B.Ch.
Zadatak 6. Neka su «, 3,7 kutovi trokuta. Dokazite da vrijedi nejednakost

B
tg? t > 1.
g2+g2+g2

Rjesenje. Dokazimo najprije da vrijedi nejednakost

a, p 8. v v, «
te gl b tgZtg L 4tg Ltg X =1,
gotegtiggtey Higytgg

1z

o2

— (% g) slijedi

SE
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pa je
tg%tg§+¢g§tg%+¢g%tg%=wg%tg§+mg%0g%+wg§)
= tg%tg§+l§%éé§l) tg%tg%+%§%§f%§
- tg%@§+f%?;§?-7@§¢g2+17@%fggzL

1-tg 5 tgg

Kako je prema CSB-nejednakosti

a, B B, v Y ay
te Stg 2 +tgte L +tg Lig S
<g2 gy Tlegley tigy ey
2 B 2 B

@]
= <@2§ tg” 5 + e’ 2>(g 7 e’ 2+tg 5)

o ﬂ 7\?
_ 102 & 2 P t2—>
(g p T g
to je
o p 8l
te? — +tg? = +tg? L >1
2+ g 2+ g 5 =
Jednakost vrijedi ako i samo ako je
tg%:tggztg%
tg2 tgg tgg’

atOJeak01samoak0Jetg2*tngthOdnosnoafﬂ V=3

Zadatak 7. Neka su a,b,c duljine stranica trokuta, a s njegov poluopseg.
Dokazite da vrijedi nejednakost

a b c

9
(b—i—c)2Jr (c—l—a)2Jr (a+0b)? = 8s’

Rjesenje. Prema CSB-nejednakosti je
2
< Ve e f - f)

a b c
< ((b+c)2 + ctap? + (a+b)2)(a+b+c),

tj.

a n b n c S 1 a n b n ¢\’
(b+¢)2  (c+a)? (a+b)?2 " a+b+c\b+c c+a a+b)

Dokazimo sada da je

a i b n c >3
b+c c+a a+b ™2
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Prema nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske sredine je

1 1 1
m+c+a+a_+b 3
3 “(b+c)+(cta)+ (a+b)’
odnosno
1 L 1 L 1 S 9
b+c c+a a+b 2a+b+e)
Kako je

UL A S Y AP (I B 3
b+c c+a aer_a : b+c¢ c¢c+a a-+bd ’

to je
a b c 9
> b - 3
b—i—chc—l—ULJra—i—b_(aJr +o) 2a+b+c) 7
t.
a n b " c >3
b+c c+a a+b 2

Jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢. No, a+b+c = 2s, pa kona¢no imamo

« b e 1 (3 29
(b+c)2  (c+a)2 (a+b)2 25 \2) 8s
Jednakost vrijedi ako i samo ako je a =b=c.
Zadatak 8. Neka je dan trokut ABC' i tocka P unutar njega. Neka su D, E i

F redom nozista okomica iz tocke P na pravece BC, CA i AB. DokaZite da vrijedi
nejednakost

|AB|* + |BC|* + |CA|* < A(|AF* + |BD]> + |CE).

Slika 1.
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Rjesenje. Neka je |AB| =c¢, |BC| =a, |[CA| =b, |AF| =z, |BD|==z1i |CE| =y.
Tada je |[FB|=c—z, |DC| =a—z, |EA| =b—y (Slika 1).
Primijenimo Pitagorin poucak na trokute PBD i BPF :

|PB?> = 2* + |PDJ?,
|PB|* = (c — 2)* + |PF?,
odakle je
22+ |PDJ]? = (c — 2)® + |PF|?. (3)
Analogno iz trokuta CPD i PCFE odnosno APE i PAF dobivamo
y* +|PEP = (a —2)* + |PDP, (4)

22+ |PF|* = (b—y)*>+ |PE|*. (5)
Zbrajanjem (3), (4) i (5) dobivamo
oyt + 22 = (a—2) + (b-y)+(c—2)?
odakle je
ar +by +cz = %(a2 +b% +c2).
Kako je prema CSB-nejednakosti
(ax + by + c2)” < (a® + 0 + ) (a® +y° + 27),
to je

(a2+b2+02)2 S (a2+b2+62)(:172+y2+22),

N

tj.

a? + 0% + 2 < 4(2® +y? + 27,
Sto je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako je £ = % =s=2ato
je ako i samo ako su D, E i F' polovi§ta stranica trokuta i stoga P srediste trokutu

ABC opisane kruznice.
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